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eet  Ouvrage  en  toutes-langues.  Us  poursuivront,  en  vertu  des  Lois,  Décrets 
et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons  ou  toutes  traductions  faites 
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Le  dépôt  légal  de  cet  Ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  eourant  de  i865, 
et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les  di- 
vers  Etats  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
dessous  ,  la  griffe  de  l'Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  néces- 
saires seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabricants 
et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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ORIGINE  ET  OBJET  DE  CET  OUVRAGE. 


La  conception  de  cet  Ouvrage  remonte  à  ma  pre- 
mière jeunesse.  L'exécution  en  a  été  souvent  inter- 
rompue»  mais  jamais  abandonnée  :  mon  penchant  et 
mes  fonctions  mêmes  m'y  ont  toujours  ramené. 

Les  Cours  que  j'avais  suivis  avant  mon  entrée  k 
l'Ecole  Polytechnique»  m'avaient  laissé  quelques  obs- 
curités dans  l'esprit.  Les  Cours  plus  élevés  de  l'École 
ne  les  éclaircirent  point»  et  en  firent  naître  de  nou- 
velles. Quoique  ces  difficultés  ne  parussent  point  in- 
quiéter autant  que  moi  la  plupart  de  mes  condisciples» 
je  reconnaissais  facilement  qu'ils  ne  les  pouvaient 
lever  quand  elles  leurs  étaient  proposées;  et  je  dus 
penser  que  mes  doutes  avaient  quelque  chose  de  fondé» 
et  que  sur  ces  points  l'enseignement  manquait  au 
moins  de  précision^  et  quelquefois  peut-être  de  fran- 
chise. 

Le  licenciement  général  de  l'École  Polytechnique 
en  1816»  en  m'obligeant  à  abandonner  la  série  des 
études  des  Écoles  d'application»  me  permit  de  me  li- 
vrer de  bonne  heure  à  mes  réflexions  sur  ces  points 
délicats.  La  carrière  de  l'enseignement,  que  j'adoptai» 
m'en  faisait  même  une  obligation  ;  car  je  n'aurais  ja- 
mais pu  affirmer  des  choses  qui  m'auraient  laissé 
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quelque  doute.  Et  il  ne  m'aurait  pas  sufti  non  plus 
d'avoir  la  conviction  de  leur  exactitude,  il  fallait  que 
les  élèves  l'eussent  aussi  ;  je  ne  leur  aurais  jamais 
donné  le  conseil  de  d'Alembert:  Avancez,  et  la  foi  vous 
viendra.  Je  devais  donc  commencer  par  lever  pour  moi- 
même  toutes  les  difficultés,  si  cela  m'était  possible, 
et  ensuite  rendre  l'exposition  assez  claire  et  assez  ri- 
goureuse pour  que  ces  difficultés  ne  se  présentassent 
pas  à  l'esprit  des  élèves. 

Telle  a  été  mon  étude  dans  toute  ma  vie  de  Profes- 
seur :  telle  elle  sera  encore  quelques  années,  je  l'es- 
père. 

Dans  cette  longue  période  qui  comprend  près  d'un 
demi-siècle,  j'ai  formé  un  grand  nombre  d'élèves,  soit 
dans  les  Écoles  préparatoires,  soit  à  l'École  Normale, 
à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Polytechnique,  à 
laquelle  je  suis  attaché  depuis  plus  de  trente  ans.  Je 
n'ai  rien  écrit  sur  la  partie  si  importante  de  la  science 
qui  fait  la  matière  des  examens  d'admission  de  ces 
deux  grandes  Écoles  ;  et  c'est  là  cependant  que  se  pré* 
sentent  les  difficultés  les  plus  graves,  qu'il  importait 
tant  de  faire  disparaître.  Je  me  suis  contenté  de  pro- 
pager mes  idées  par  mes  Cours  et  mes  conversations. 
Plusieurs  de  mes  élèves,  il  est  vrai,  ont  publié  des 
ouvrages  élémentaires  destinés  à  l'enseignement  des 
Lycées,  et  adaptés  aux  Programmes  officiels  de  ces  éta- 
blissements. On  n'y  rencontre  pas,  sans  doute,  les 
défectuosités  qui  se  trouvaient  dans' les  Traités  qui  les 
ont  précédés  :  mais  quelque  prolongé  et  quelque  in- 
time qu'ait  été  pour  eux  mon  enseignement,  on  ne 
peut  considérer  leurs  ouvrages  comme  en  étant  la 
fidèle  et  complète  représentation. 
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J*aurais  bien  désiré  que  mes  travaux  et  mes  occu- 
pations me  permissent  de  composer  un  Cours  élémen- 
taire complet,  indépendant  de  toute  considération 
d'examens  et  de  Programmes  officiels.  Dans  l'impossi* 
bilité  où  je  me  suis  trouvé  jusqu'ici  de  réaliser  ce 
projet,  j'ai  cru  pouvoir  y  suppléer  en  partie,  et  faire 
une  chose  utile,  même  dans  l'état  actuel  de  l'enseigne- 
ment, en  présentant,  avec  le  développement  qu'elles 
comportent,  les  théories  générales  sur  lesquelles  il  est 
à  craindre  que  les  élèves  ne  prennent  des  idées  fausses, 
ou  au  moins  obscures.  C'est  ce  que  j'ai  déjà  fait  som-« 
mairement  dans  mes  Cours  de  ta  Sorbonne  :  c'est  ce 
que  je  me  propose  de  faire  avec  plus  d'étendue  dans 
cet  Ouvrage. 

Lorsque  j'ai  commencé  à  m'occuper  des  méthodes 
relatives  aux  diverses  questions  générales  que  présente 
le  développement  des  sciences  mathématiques,  j'ai 
été  conduit  naturellement  à  l'étude  de  ces  mêmes  mé- 
thodes dans  toutes  les  sciences  de  raisonnement,  quelle 
que  soit  la  nature  des  choses  dont  elles  traitent.  La 
question  devient  alors  du  ressort  de  la  logique  pure,  et 
constituerait  même  la  logique  tout  entière,  si  on  la 
définissait  Vart  de  raisonner^  et  qu'on  en  écartât  toute 
dissertation  sur  l'âme  et  sur  l'origine  des  idées. 

C'est  cette  Partie  de  l'Ouvrage  que  je  publie  aujour- 
d'hui. Elle  traite  du  raisonnement  et  des  méthodes 
générales  à  suivre  pour  la  résolution  des  questions 
qui  peuvent  se  présenter  dans  toutes  les  sciences  où 
l'on  part  de  notions  admises  comme  évidentes,  et  de 
principes  regardés  comme  certains.  Elle  diffère  beau- 
coup des  logiques  publiées  jusqu'à  ce  jour.  De  toutes 
celles-ci,  la  plus  célèbre  et  aussi  la  plus  ancienne  est 
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celle  d'Aristote.  La  première  Partie  de  ce  grand  ou- 
vrage a  pour  titre  Premiers  analytiques,  et  son  objet 
est  la  théorie  du  syllogisme,  qui  y  est  défini  :  une 
énonciation  dans  laquelle  certaines  propositions  étant 
posées  y  on  en  conclut  nécessairement  quelque  autre  pro- 
position différente  y  par  cela  seul  que  celles-là  sont  posées. 
Il  considère  une  multitude  d'espèces  et  de  formes  dif- 
férentes de  syllogismes,  et  discute  les  divers  cas  dans 
lesquels  il  est  possible  ou  impossible  de  tirer  une  con- 
séquence des  propositions  admises.  Ces  discussions 
ingénieuses  ont  été  servilement  reproduites  pendant 
des  siècles,  et  ont  fait  la  base  de  l'enseignement  de 
l'art  de  raisonner,  en  perdant  même  une  partie  de  la 
rigueur  qu'Aristote  y  avait  mise. 

C'est  à  Euler  qu'on  doit  une  exposition  claire  et 
rigoureuse  de  tous  les  ingénieux  théorèmes  établis 
par  ce  grand  homme  dans  ses  Premiers  analytiques. 
Mais  malgré  cet  hommage  rendu  par  un  illustre  géo- 
mètre au  créateur  de  la  logique,  malgré  la  clarté  et  la 
simplicité  qu'il  a  fait  acquérir  à  ces  démonstrations, 
nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  bon  de  rester  dans  les 
anciens  errements,  et  de  faire  entrer  comme  partie 
essentielle  de  la  doctrine  l'examen  minutieux  de 
toutes  les  variétés  de  circonstances  dans  lesquelles 
la  déduction  peut  avoir  lieu.  Nous  croyons  surtout 
qu'il  serait  contraire  à  la  raison  de  chercher  des 
règles  nécessaires  et  suffisantes  pour  reconnaître  la 
justesse  ou  la  fausseté  des  raisonnements;  ne  fût-ce 
que  par  cette  raison  que,  pour  démontrer  ces  règles, 
il  faudrait  raisonner  sans  leur  secours,  ce  qui  ne 
pourrait  conduire,  d'après  l'hypothèse,  qu'à  des  résul- 
tats incertains. 
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La  justesse  d'une  déduction  se  reconnaît  par  le  sen- 
timent de  l'évidence;  et  Descartes,  en  ramenant  toutes 
les  connaissances  à  ce  sentiment,  a  rejeté  tous  les 
préceptes  de  la  logique,  comme  incapables  de  guider 
sûrement  dans  la  recherche  de  la  vérité.  Cette  opinion 
a  été  partagée  par  le  célèbre  auteur  de  la  Logique 
de  Port-Roycd;  mais  quoiqu'il  reconnaisse  l'inutilité 
des  règles  pour  la  déduction,  il  admet  que  leur  dis- 
cussion peut  offrir  un  exercice  utile  à  l'esprit,  et  il 
expose  la  théorie  du  syllogisme  avec  presque  autant 
de  détail  qu'Aristote,  réservant  probablement  ses 
forces  pour  les  luttes  où  sa  conscience  religieuse  était 
intéressée.  S'il  avait  eu  le  courage  de  secouer  le  joug 
de  la  scolastique,  il  en  aurait  pour  toujours  débar- 
rassé l'enseignement;  et  nous  ne  verrions  pas  présen- 
ter, aujourd'hui  encore,  cet  échafaudage  de  règles 
comme  la  base  de  l'art  de  raisonner. 

Condillac,  novateur  plus  hardi,  n'en  a  pas  même 
parlé,  et  nous  l'imiterons  en  cela,  mais  en  cela  seule- 
ment :  on  verra,  par  la  critique  que  nous  ferons  de 
sa  logique,  combien  nous  sommes  loin  d'avoir  la 
même  doctrine. 

Mais  si  nous  repoussons  les  imitateurs  d^Aristote, 
nous  n'en  professons  pas  moins  la  plus  haute  admira- 
tion pour  ce  grand  homme.  Et,  cependant,  nous  ne 
pouvons  nous  empêcher  de  penser  qu'on  aurait  eu  le 
droit  d'attendre  quelque  chose  de  plus  d'un  disciple 
de  Platon,  qui  devait  connaître  la  méthode  analytique 
inventée  par  son  maître;  méthode  qu'il  aurait  dû  re- 
connaître applicable,  non-seulement  aux  mathéma- 
tiques, mais  a  la  résolution  de  toutes  les  questions  de 
raisonnement  dont  on  possède  les  données  nécessaires. 
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Comment  se  fait-il  qu'il  ne  la  mentionne  même  pas, 
et  qu'il  ne  s'occupe  que  des  moyens  de  prévenir  les 
fausses  déductions»  qui  sont  si  peu  a  craindre,  au  lieu 
de  dire  comment  il  faut  diriger  les  déductions  pour 
parvenir,  soit  à  la  démonstration  de  la  proposition 
énoncée,  soit  à  la  solution  de  ta  question  proposée? 

Malheureusement,  les  philosophes  qui  ont  succédé 
aux  Grecs  ont  négligé  l'étude  des  sciences  mathéma- 
tiques, si  en  honneur  chez  les  premiers.  Platon  avait 
écrit  sur  les  murs  de  son  école  :  Que  nul  n'entre  ici^ 
$il  n'est  géomètre.  Sans  doute,  sa  haute  intelligence 
voyait  dans  la  déduction  la  même  opération  de  l'esprit, 
quelle  que  fût  la  nature  des  données;  et  la  méthode 
analytique,  dont  il  est  regardé  comme  l'inventeur, 
était  destinée  à  la  résolution  de  toutes  les  questions 
de  raisonnement.  Mais  comme  les  données  primitives, 
qui  sont  la  base  des  sciences  mathématiques,  sont 
plus  simples  et  plus  claires  que  dans  toute  autre  bran- 
che des  connaissances  humaines,  on  ne  risque  pas  de 
s'égarer  dans  ces  sciences,  quelque  loin  qu'on  pousse 
les  déductions.  Elles  offrent  donc  la  meilleure  appli- 
cation des  méthodes  de  démonstration  et  de  recherche; 
et  c'est  pour  cela  que  Platon  repoussait,  comme  indigne 
de  prendre  part  aux  discussions  philosophiques,  celui 
qui  ne  s'y  était  pas  préparé  par  l'étude  approfondie 
de  la  Géométrie. 

Les  choses  ont  bien  changé  après  lui.  La  séparation 
de  la  science  et  de  la  philosophie  est  devenue  de  plus 
en  plus  marquée.  Les  géomètres  ont  conservé  leurs 
méthodes;  les  philosophes  ne  les  ont  plus  connues. 
L'analyse  de  Platon  s'est  appelée  l'analyse  des  géo- 
mètres, comme  si  la  nature  du  raisonnement  variait 
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avec  la  matière  :  Tanaiyse  des  logiciens  purs  est  deve« 
nue  une  simple  décomposition  d'un  tout  en  ses  parties. 
Ils  ne  la  considèrent  pas  encore  autrement  aujour-^ 
d'hui.  Condillac  Ta  ainsi  définie,  et  n'a  pas  été  contre- 
dit; et,  ce  qui  est  plus  singulier,  il  a  été  jusqu'à 
croire  que  cette  analyse  était  celle  des  géomètres, 
montrant  ainsi  qu'il  n'avait  pas  assez  suivi  le  précepte 
de  Platon,  et  que  peut-être  même  il  ne  connaissait  pas 
la  méthode  analytique  de  ce  grand  homme,  qu'on  ne 
trouve  point,  il  est  vrai,  dans  ce  qui  nous  est  parvenu 
de  ses  œuvres,  et  qui  ne  nous  a  été  transmise  que  par 
les  géomètres. 

Pour  nous,  nous  ne  reconnaissons  qu'une  seule  ana- 
lyse, une  seule  synthèse.  La  déduction  est  la  même 
opération  de  l'esprit,  et  doit  être  dirigée  de  la  même 
manière,  soit  qu'elle  s'applique  à  des  quantités  géo- 
métriques, soit  à  des  nombres,  soit  à  toute  autre 
espèce  de  choses.  Cette  première  Partie  de  notre 
Ouvrage  est  donc  destinée,  non  pas  seulement  à  ceux 
qui  cultivent  les  sciences  mathématiques,  mais  à  tous 
ceux  qui  veulent  étudier  les  procédés  que  l'esprit 
humain  doit  employer  pour  la  résolution  des  ques- 
tions de  raisonnement,  quelle  que  soit  la  nature  des 
objets  auxquels   il  s'applique. 

Nous  croyons  avoir  ajouté  quelque  chose  aux  mé- 
thodes exposées  dans  les  ouvrages  des  anciens  géo- 
mètres, et  leur  avoir  donné  plus  de  rigueur  et  de  pré- 
cision; c'est  aux  logiciens  géomètres  à  juger  si  nous 
nous  faisons  illusion  à  cet  égard.  Quant  à  ceux  qui 
étudient  les  généralités  à  priori,  et  ne  songent  môme 
pas  ensuite  à  en  faire  l'application  à  la  résolution  de 
questions  qui  demandent  et  comportent  rexactilude  et 
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la  rigueur;  quant  aux  philosophes  habitués  à  traiter 
des  questions  vagues,  sans  données  positives,  et,  par 
suite,  sans  conclusion  nécessaire  et  évidente,  nous 
n'avons  aucune  raison  d'espérer  les  convaincre  ;  nous 
ne  pensons  même  pas  qu'ils  apportent  k  l'examen  de 
nos  idées  toute  l'attention  nécessaire  pour  les  bien 
comprendre  :  aussi  ne  les  combattront-ils  pas,  mais  ils 
les  repousseront.  Et  ils  le  feront  de  bonne  foi  ;  car 
n'ayant  jamais  fait  un  usage  sérieux  de  leurs  mé- 
thodes, ils  n'ont  pu  en  reconnaître  la  vanité. 


AVANT-PROPOS- 


Si  Ton  voulait  remonter  aux  premières  origines  des 
connaissances  humaines,  il  faudrait  se  reporter  à  Té- 
poque  de  l'apparition  de  l'homme  sur  la  terre,  après 
que  ce  globe,  primitivement  incandescent  et  fluide, 
s'est  solidifié  à  sa  surface,  et  suffisamment  refroidi 
pour  permettre  et  entretenir  l'existence  des  végétaux, 
et  ensuite  des  animaux  et  de  l'homme.  Cette  recherche 
dépendrait  de  l'état  où  on  le  supposerait  au  moment 
de  sa  création,  et  serait  peu  utile  à  cause  de  l'incer- 
titude des  données.  Il  est  plus  sage  de  considérer 
l'homme,  tel  qu'il  est  aujourd'hui,  naissant  au  milieu 
d'hommes  parvenus  à  un  état  de  civilisation  quel- 
conque; vivant  et  se  développant,  avec  leur  aide,  au 
moral  comme  au  physique.  Nous  assistons  tous  les 
jours  à  ce  développement  successif;  et  l'étude  en  est 
assez  facile  à  celui  qui  veut  y  donner  un  peu  d'at- 
tention. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  nous  livrer  à 
cette  étude,  qui  a  été  l'objet  des  méditations  de  tant 
de  philosophes,  mais  simplement  de  bien  assurer  notre 
point  de  départ.  Nous  ne  voulons  pas  qu'on  puisse 
nous  reprocher  d'expliquer  des  choses  par  d'autres 
aussi  peu  connues,  ou  de  supposer  certaines  connais- 
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sances  antérieures,  sans  les  mentionner  expressément; 
nous  nous  bornerons  toutefois  à  indiquer  comment 
nous  concevons  que  se  sont  formées  les  notions  pre- 
mières que  nous  admettons  comme  des  données  in- 
contestables. 

Les  premiers  mots  qu'on  essaye  de  faire  balbutier  à 
un  enfant»  sont  les  noms  des  personnes  et  des  objets 
qui  l'entourent,  et  de  lui-même,  qu'il  ne  confond  ja- 
mais avec  ce  qui  n'est  pas  lui.  L'association  constante 
des  mêmes  sons  aux  mêmes  objets,  fait  que  les  uns  lui 
rappellent  les  autres  ;  mais  pour  que  ce  soit  devenu 
un  commencement  de  langage,  il  faut  qu'il  ait  com- 
pris que  ceux  avec  qui  il  vit,  lient  intimement  à  ce  son 
l'idée  de  l'objet,  et  qu'il  suffit  de  le  Taire  entendre 
pour  que  l'on  pense  a  cet  objet  et  qu'on  comprenne 
que  les  autres  y  pensent  de  même. 

Les  qualités  des  choses  ont  été  aussi  faciles  à  lui 
désigner  par  des  mots,  à  la  condition  de  se  borner  à 
celles  qu'il  peut  expérimenter  lui-même.  Il  en  est  de 
même  d'un  certain  nombre  de  sentiments,  et  surtout 
d'actes,  dont  les  uns  lui  sont  demandés  et  les  autres 
défendus.  De  cette  manière  l'enfant  a  bientôt  a  sa  dis- 
position un  grand  nombre  de  mots,  substantifs,  ad- 
jectifs et  verbes;  les  autres  parties  du  discours  ne  tar- 
dent pas  à  se  joindre  aux  premiers,  et  il  se  trouve  en 
possession  d'un  langage  simple,  borné  aux  choses 
qu'il  connaît  parfaitement,  et  sur  lesquelles  il  peut  ex- 
primer certains  actes,  certains  sentiments  et  diverses 
circonstances  de  temps,  de  position,  etc. 

Les  idées  générales  et  abstraites  seront  aussi  faci- 
lement saisies  par  lui,  pourvu  qu'elles  ne  soient  que 
des  extensions  des  idées  particulières  qu'il  possède.  Il 
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ne  sera  pas  nécessaire,  par  exemple,  qu'il  ait  vu  beau- 
coup d'animaux  d'une  même  espèce  pour  appliquer 
a  tout  autre  individu  de  cette  espèce  le  nom  dont  on 
lui  aura  désigné  les  premiers. 

Quand  il  aura  agi  un  certain  nombre  de  fois  bien 
ou  maly  et  qu'on  le  lui  aura  fait  sentir,  il  comprendra 
que  les  idées  de  bien  et  de  mal  peuvent  s'appliquer  à 
bien  d'autres  choses  encore  ;  et  le  sentiment-  général 
du  bien^  dont  la  nature  a  mis  le  germe  en  lui,  sera 
développé. 

Quand  on  lui  aura  montré  beaucoup  d'objets  qu'on 
aura  appelés  beaux^  de  nature  très-différente,  mais 
toujours  à  sa  portée,  c'est-k-dire  capables  de  lui  in- 
spirer l'espèce  de  plaisir  qui  accompagne  la  vue  des 
belles  choses,  il  généralisera  l'idée  de  beauté,  et  saura 
bien  dire  s  il  trouve  belle  une  chose  qu'il  verra  pour 
la  première  fois. 

Bien  plus,  quand  on  lui  racontera  des  actes  de  vertu 
ou  de  dévouement,  qui  lui  inspireront  de  l'admiration 
et  du  respect,  et  qu'on  les  qualifiera  de  beaux,  il  ne 
trouvera  pas  étrange  que  des  objets  matériels,  et  des 
actes  considérés  dans  ce  qu'ils  ont  d'immatériel,  re- 
çoivent la  même  qualification ,  puisqu'ils  lui  font 
éprouver  des  sentiments  qui  ont  quelque  chose  de 
semblable. 

Il  acquiert  aussi  facilement  les  idées  du  vrai  et  du 
faux,  ou  de  ce  qui  est  et  de  ce  qui  n'est  pas;  ses  plus 
simples  amusements  lui  en  fournissent  de  fréquentes 
occasions.  Son  intérêt  aussi  lui  inspire  quelquefois  le 
désir  de  tromper,  c'est-k-dire  de  faire  croire  ce  qui 
n'est  pas,  et  d'empêcher  qu'on  croie  ce  qui  est.  La  vé- 
rité et  le  mensonge  sont  donc  bientôt  connus  de  lui, 
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et  les  mots  par  lesquels  on  les  lui  désignera  resteront 
dans  son  esprit  comme  applicables  à  bien  d'autres  cas 
que  ceux  à  Toccasion  desquels  ils  ont  été  créés. 

On  voit  donc  comment  l'observation,  aidée  de  l'in- 
telligence, amène  l'enfant  à  posséder  des  idées  géné- 
rales sur  le  beau,  sur  le  bien  et  le  mal,  le  vrai  et  le 
faux,  l'être  et  le  non-être,  ou  l'existence  et  le  néant, 
et  bien  d'autres  encore  qu'il  ne  pourra  plus  perdre, 
mais  dont  il  lui  serait  impossible,  ou  au  moins  très- 
difficile,  de  retrouver  l'origine. 

Ce  sont  ces  notions  premières  et  les  dénominations 
qu'on  y  a  attachées  que  nous  supposerons  à  ceux  que 
nous  voudrons  instruire.  Elles  nous  serviront  à  don- 
ner d'autres  connaissances  ;  mais  nous  ne  chercherons 
point  à  les  éclaircir  elles-mêmes,  parce  que  les  expli- 
cations n'ont  pour  but  que  de  ramener  ce  qu'on  ne 
connaît  pas  à  ce  que  l'on  connaît,  et  qu'il  faut  par 
conséquent  admettre  à  priori  certaines  notions,  cer- 
taines idées,  par  leur  simple  énoncé,  ou  la  simple  dé- 
nomination par  laquelle  on  les  a  désignées. 

Ainsi,  par  exemple,  nous  nous  garderons  bien  d'ex- 
pliquer ce  que  nous  entendons  par  une  vérité,  ce  que 
c'est  que  être  ou  exister^  soit  matériellement,  soit  in- 
tellectuellement. Nous  ne  définirons  ni  le  temps,  ni 
rétendue,  que  l'enfant  conçoit  très-bien  dès  qu'il  a  vu 
et  touché,  et  dès  qu'il  a  reconnu  une  succession  dans 
les  événements,  mais  qui  pourront  devenir  obscurs 
pour  lui  plus  tard,  si  on  cherche  à  les  lui  définir. 

Il  est  encore  d'autres  notions  que  nous  admettrons 
comme  acquises,  ainsi  que  les  mots  qui  les  expriment. 
Nous  mentionnerons  entre  autres  la  dénomination 
d'une  idée  très-générale,  et  qu'il  est  très-commode 
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d'introduire  dans  le  langage  ;  mais  il  ne  faut  pas  le 
faire  d'une  manière  subreptice,  il  faut  que  le  sens 
qu'on  y  attache  soit  bien  entendu,  et  qu'on  n'ait  lieu, 
dans  aucune  occasion,  de  se  demander  ce  qu'on  en- 
tend par  là.  Nous  voulons  parler  du  mot  chose.  Nous 
désignerons  par  là  tout  ce  qui  peut  être  le  sujet  ou 
l'objet  d'un  acte  matériel  ou  immatériel.  Les  corps  de 
la  nature,  l'espace,  le  temps,  les  facultés  de  l'espriu 
les  idées  elles-mêmes  y  sont  renfermés.  Et  ce  n'est 
pas  nous  seuls  qui  l'entendons  ainsi,  c'est  tout  le 
monde;  seulement  nous  en  prévenons  d'avance,  pour 
pouvoir  nous  servir  de  cette  dénomination  générale, 
sans  être  exposé  à  ce  que  l'on  se  demande  ce  que 
nous  voulons  dire. 

Ainsi,  lorsque  Montesquieu,  après  avoir  dit  que  les 
lois  sont  les  rapports  nécessaires  qui  dérivent  de  la 
nature  des  choses^  veut  donner  des  exemples  des 
choses  qui  ont  leurs  lois,  il  s'exprime  ainsi  :  f  La  Di- 
vinité a  ses  lois,  le  monde  matériel  a  ses  lois,  les  in- 
telligences supérieures  à  l'homme  ont  leurs  lois,  les 
bétes  ont  leurs  lois,  l'homme  a  ses  lois.  >  Les  choses 
sont  ici  la  Divinité,  le  monde  matériel,  les  intelligences 
supérieures  à  l'homme,  les  bêtes,  l'homme. 

Dans  le  livre  suivant,  il  cherc.he  les  lois  qui  dérivent 
de  la  nature  du  gouvernement;  la  chose  est  alors  le 
gouvernement. 

Nous  ne  pouvons  pas  énumérer  toutes  les  notions 
et  tous  les  mots  que  nous  admettrons  sans  explica- 
tion :  il  faut  un  langage  très-avancé  pour  traiter  des 
méthodes  et  des  sciences ,  et  ce  langage  s'est  formé 
comme  nous  l'avons  indiqué  brièvement  par  quelques 
exemples.  Mais  les  idées  spéciales  qu'il  faut  avoir 
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à  priori  sont  en  petit  nombre,  et  il  faut  qu'elles  soient 
bien  nettement  énoncées  afin  que  le  lecteur  sache  bien 
qu'on  n'a  nullement  pour  but  de  les  définir  ou  de  les 
démontrer,  mais  seulement  d'y  ramener  toutes  les 
autres.  Il  pourra  bien  s'en  trouver  parfois  que  nous 
n'aurons  pas  particulièrement  désignées  ;  le  lecteur  ju- 
gera facilement  que  nous  les  aurons  regardées  comme 
faisant  partie  des  données  premières,  acquises  comme 
nous  l'avons  dit,  et  auxquelles  nous  cherchons  à  tout 
ramener. 


DES 


MÉTHODES 


COMMUNES  A  TOUTES 


LES  SCIENCES  DE  RAISONNEMENT. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DU  RAISONNEMENT  ET  DES  SCIENCES. 


i.  Les  vérilés  nécessaires  existent  par  elles-mêmes^  le 
raisonnement  et  la  méthode  ne  sont  que  des  moyens  que 
l'homme  emploie  pour  les  découvrir  ou  les  reconnaître,  et 
ne  doivent  par  conséquent  être  envisagés  que  par  rapport 
à  Pesprit  humain  :  leur  unique  objet  est  de  produire  en 
lui  la  connaissance  et  la  certitude. 

L'état  de  certitude  est  produit  dans  l'homme  par  le  sen- 
timent clair  de  la  vérité,  ou,  en  d'autres  termes,  par  l'évi- 
dence. Descartes  admet  que  lorsqu'on  l'éprouve,  c'est  bien 
la  vérité  qu'on  aperçoit ,  parce  que,  dit-il,  Dieu  ne  peut 
avoir  voulu  nous  tromper.  Il  n'est  cependant  personne  qui 
n'ait  cru  quelquefois  avoir  l'évidence,  et  n'ait  reconnu  plus 
tard  qu'il  s'était  trompé.  Ce  sentiment  n'est  donc  pas  in- 
faillible, et  l'on  ne  doit  s'y  fier  qu'avec  une  extrême  ré- 
serve. 

Il  est  des  vérités  dont  l'évidence  frappe  immédiatement 
tous  les  esprits,  et  qu'on  doit  admettre  comme  point  de  dé- 
part :  les  méthodes  ont  pour  objet  de  faire  servir  ces  vérités 
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à  en  découvrir  d^autres  qui  produisent  dans  les  hommes  le 
même  senlimenl  d'évidence,  et  qu'ils  admettent  alors  avec 
la  même  certitude  que  les  premières.  Des  êtres  supérieurs 
à  Thomme  pourraient  n'avoir  pas  besoin  de  ces  détours,  et 
apercevoir  immédiatement  toutes  les  vérités  avec  la  même 
évidence;  nos  méthodes  ne  leur  seraient  pas  nécessaires  : 
elles  ne  sont  faites,  nous  le  répétons,  que  pour  suppléer  à  la 
faiblesse  de  Fcsprit  humain. 

Ce  que  c'est  que  rapports  et  lois. 

2.  Une  vérité  dans  la  conception  de  laquelle  entre  la 
considération  d'une  certaine  chose  s'appelle  une  propriété 
de  cette  chose. 

L'expression  d'une  vérité  quelconque  sera  désignée  gé- 
néralement sous  le  nom  de  proposition. 

Une  vérité  dans  la  conception  de  laquelle  entre  la  consi- 
dération de  plusieurs  choses  est  ce  qu'on  appelle  un  rap- 
port entre  ces  choses. 

Les  rapports  nécessaires  qui  dérivent  de  la  nature  des 
choses,  sont  ce  qu'on  appelle  les  lois  de  ces  choses. 

Ce  que  cest  quune  définition. 

3.  Les  choses  nouvelles  dont  on  voudra  introduire  la  no- 
tion, en  les  rattachant  aux  premières  sur  lesquelles  tous  les 
hommes  sont  d'accord,  devront  être  déterminées  au  moyen 
des  rapports  qu'elles  ont  avec  celles  qui  sont  connues.  Il  ne 
faudra  pas  que  tous  les  rapports  possibles  soient  exprimés  : 
on  devra  se  borner  à  ceux  qui  sont  nécessaires  et  suffisants 
pour  que  l'existence  de  la  chose  soit  complètement  et  dis- 
tinctement assurée*,  car  toule  autre  condition  ajoutée  serait 
une  conséquence  des  premières,  ou  serait  incompatible  avec 
elles. 

C'est  en  l'en  tendant  ainsi  qne  nous  dirons  que  la  défi" 
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nition  d'une  chose  est  V expression  de  ses  rapports  ai^ec  des 
choses  connues. 

Et  par  conséquent  toutes  les  choses  ne  peuvent  être  dëfi- 
niès,  puisqu'il  faut  pour  cela  en  connaître  déjà  d'autres. 
On  ne  peut,  comme  nous  Tavonsdit,  que  ramener  de  proche 
en  proche  à  celles  qu'on  admet  par  le  sentiment  de  Tévi- 
dence. 

Déduction ,  raisonnement. 

A,  Lorsque  plusieurs  rapports  dont  l'existence  est  cer- 
taine entraînent  avec  évidence  celle  d'un  nouveau  rap- 
port, on  dît  que  ce  dernier  est  une  conséquence  des  autres; 
et  cette  opération  de  l'esprit  par  laquelle  on  arrive  à  la  con- 
naissance d*un  rapport,  d'après  d'autres  rapports  admis,  se 
nomme  une  déduction  ou  un  raisonnement  » 

Ainsi,  raisonner  ou  déduire,  c'est  parvenir,  au  moyen  de 
rapports  connus,  à  des  rapports  qu'on  ne  connaissait  pas. 
Cette  déduction  se  fait  par  le  sentiment  de  l'évidence,  qui 
n'a  besoin  d'aucune  règle  et  ne  peut  être  suppléé  par  aucune. 

5.  Toutefois^  les  hommes  étant  sujets  à  l'erreur,  il  pourra 
arriver  qu'une  proposition  qu'on  aura  regardée  comme  une 
conséquence  de  certaines  autres,  ne  le  soit  cependant  pas. 
Dans  ce  cas  on  aura  fait  ce  qu'on  appelle  un  faux  raison- 
nement^  soit  que  la  proposition  déduite  soit  Causse  par  elle- 
même,  soit  qu'étant  vraie  elle  ne  soit  pas  une  conséquence 
nécessaire  des  premières. 

Aristote  a  donné  des  règles  de  déduction,  dans  des  con- 
ditions très-variées*,  et  les  écoles  philosophiques  n'ont  fait 
pendant  longtemps  que  reproduire,  sans  les  éclaircir,  les 
ingénieuses  discussions  de  ce  grand  homme.  Il  a  fallu  vingt 
siècles  pour  qu'il  se  trouvât  un  autre  homme  de  génie  qui 
osât  penser  et  dire  que  l'évidence  était  le  seul  caractère  au 
nioyen  duquel  on  pût  s'assurer  de  la  justesse  ou  de  la  faus- 
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seté  d'un  raisonnement.  Depuis  Descartes,  la  plupart  des 
logiciens  qui  enseignent  les  règles  du  syllogisme^  ne  le 
font  que  par  respect  pour  leur  illustre  auteur,  et  pour  ne 
pas  supprimer  de  la  philosophie  ce  qui  en  a  été  longtemps 
la  partie  la  plus  essentielle.  Nous  ne  parlerons  pas  de  toutes 
ces  propositions  qui  tiennent  une  si  grande  place  dans  la 
logique  d*Aristotc  \  nous  nous  bornerons  à  dire^u*elles  ne 
sont  exactes  qu'en  y  introduisant  certaines  restrictions  et 
explications,  qui  estaient  certainement  bien  dans  Tesprit  de 
cet  homme  si  éminent,  mais  qui  n'ont  été  nettement  for- 
mulées que  parEuler.  Par  là  ces  fameuses  règles  se  sont 
réduites  à  des  exercices  ingénieux  de  raisonnement  ;  elles 
doivent  disparaître  de  Texposition  générale  des  méthodes. 


Comment  se  font  les  déductions. 

6.  Lorsque  Ton  a  admis  ou  démontré  que  tous  les  indi- 
vidus qui  composent  un  certain  groupe  jouissent  d'une 
certaine  propriété  commune,  et  que  Ton  reconnaît  un  indi- 
vidu comme  appartenant  à  ce  groupe,  on  peut  affirmer 
qu'il  en  jouit  lui-même  :  on  ne  fait  ainsi  que  répéter  pour 
cet  individu  ce  qu'on  avait  implicitement  affirmé  de  lui, 
en  même  temps  que  de  tous  les  autres.  Cette  affirma- 
tion résultant  de  renonciation  de  deux  propositions,  sa- 
voir :  que  l'individu  fait  partie  du  groupe,  et  que  tous 
les  individus  du  groupe  jouissent  d'une  même  propriété, 
constitue  l'une  des  formes  de  déduction  qui  se  rencon- 
trent le  pins  fréquemment.  C'est  la  forme  de  syllogisme 
qu'on  cite  le  plus  ordinairement  dans  les  Traités  de  logique, 
et  à  laquelle  au  fond  toutes  les  autres  se  ramènent.  Cela 
est  si  étrangement  simple,  qu'on  peut  s'étonner  qu'on  ait 
jugé  à  propos  de  donner  un  nom  à  une  pareille  opération 
de  l'esprit.  Et  probablement  qu'on  ne  l'eût  pas  fait  si  on 
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avait  reconnu  qa'elle  consistait  simplement  en  ceci  :  quand 
on  a  pu  affirmer  une  chose  d^un  individu ,  on  aie  droit 
delà  répéter.  Ou  aurait  ?uquMl  suffisait  de  bien  s'assurer 
du  droit  de  Taflirmer  une  première  fois.  En  d'autres  termes, 
on  aurait  vu  que  la  chose  importante  était  l'établissement 
de  la  proposition  générale,  qui  n'est  que  la  réunion  de 
toutes  les  propositions  particulières . 

7.  Remarque.  —  Il  est  presque  inutile  de  dire  que  la 
propriété  commune  à  tous  les  individus  du  groupe  peut 
aussi  bien  être  négative  qu'affirmative.  Je  le  fais  néan- 
moins, parce  que  dans  Aristoie,  et  même  dans  Euler,  qui 
n'ont  pas  remarqué  cette  identité,  on  trouve  des  subdivi- 
sions inutiles,  et  des  cas  de  syllogismes  qui,  quoique  les 
mêmes,  sont  traités  comme  diiïérents  ^  ce  qui  complique 
encore  une  théorie  déjà  si  chargée.  Ainsi*  pour  me  servir 
des  notations  employées  dans  ces  deux  ouvrages,  lorsqu'on 
a  dit  :  Tout  A  jouit  de  la  propriété  d'être  B  ;  or  C  est  A  : 
donc  C  est  B,  n'est-ce  pas  se  répéter  que  de  dire  : 

Tout  A  jouit  de  la  propriété  d'être  non  B; 

Or  C  est  A  ; 

Donc  C  est  non  B  ? 

Mous  ajouterons  encore  une  remarque,  presque  inutile 
par  son  excès  d'évidence  ;  c'est  que  tous  les  individus  du 
groupe,  jouissant  de  la  même  propriété^  tout  individu  qui 
u'en  jouirait  pas  ne  ferait  pas  partie  de  ce  groupe.  Et  nous 
ne  la  faisons  que  parce  que  dans  des  Traités  célèbres  elle 
est  indiquée  comme  un  des  moyens  généraux  de  déduc- 
tion. 

« 

8.  Il  est  encore  un  autre  moyen  de  déduction,  fréquem- 
ment employé,  et  qui  consiste  dans  ce  principe  bien  évi- 
dent, que  deux  choses  reconnues  identiques  peuvent  se 
remplacer  Tune  l'autre  dans   toute  proposition  et   toute 

2. 
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opération  où  elles  entrent  d'une  manière  quelconque* 
Cette  remarque,  à  peine  nécessaire  à  mentionner,  conduit 
à  cette  autre,  bien  évidente  d'ailleurs  par  elle-même,  que 
deux  choses  identiques  chacune  à  une  troisième  sont  iden* 
tiques  l'une  à  l'autre.  Ainsi,  quand  on  aura  reconnu  que  A 
est  identique  à  C,  et  que  B  est  aussi  identique  à  C,  on  en 
tirera  cette  conséquence  que  A  est  identique  à  B^  et  cette 
troisième  affirmation  ne  se  confond  avec  aucune  des  deux 
premières,  mais  résulte  de  leur  simultanéité. 

Cet  axiome,  si  évident  par  lui-même,  serait,  comme  nous 
l'avons  dit,  une  suite  nécessaire  du  précédent,  puisqu'on 
obtient  la  troisième  proposition  en  substituant  dans  la  pre- 
mière à  C  son  identique  B.  Ce  moyen  de  déduction  est  l'un 
des  plus  utiles  et  des  plus  'fréquemment  employés  dans  les 
sciences  mathématiques. 

On  voit  donc  que  la  déduction  est  une  opération  bien 
simple,  soit  qu'elle  consiste  dans  la  répétition,  pour  un 
individu,  d'une  proposition  admise  pour  chacun  de  ceux 
d'un  groupe  dont  il  fait  partie  ]  soit  qu'elle  consiste  dans  la 
substitution  de  deux  choses  identiques  l'une  à  l'autre.  Il  n'y 
a  donc  nullement  lieu  de  faire  une  théorie  de  cette  opéra- 
tion et  de  faire  occuper  au  syllogisme  une  si  grande  place 
dans  les  Traités  de  logique,  et  dans  les  Cours  de  philos^ophie 
de  notre  temps.  Mais  ce  qui  serait  d'une  importance  capi- 
tale, et  ce  qu'on  omet  complètement,  ce  serait  d'enseigner 
comment  il  faut  diriger  les  déductions,  ou  les  syllogismes, 
pour  parvenir  au  but  qu'on  se  propose  ;  en  d'autres  termes^ 
ce  sont  les  méthodes  de  démonstration  et  de  recherche  qu'il 
faudrait  enseigner.  Ce  n'est  pas  qu'elles  fournissent  des 
moyens  sûrs  de  réussir;  mais  elles  donnent  une  direction 
à  l'esprit,  et  lui  apprennent  Fart  de  chercher,  qu'il  faut 
bien  connaître  pour  avoir  quelque  chance  de  trouv^er.  Les 
logiciens  jugeront  si  cet  Ouvrage  peut  les  aider  à  combler 
cette  lacune  dans  leur  enseignement. 
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D'où  proviennent  le  plus  souvent  les  erreun  de 

raisonnement* 

9.  Les  erreurs  que  Ton  commet  en  raisonnant  provien- 
nent moins  souvent  du  vice  de  la  déduction  que  de  Fin- 
eicactitude  des  propositions  admises. 

Ainsi, quand  on  a  admis  que  tous  les  individus  qui  com- 
posent un  groupe  jouissent  d'une  certaine  propriété,  et 
qu'on  a  constaté  qu'un  certain  individu  fait  partie  du 
groupe,  on  conçoit  difficilement  qu'il  y  ait  lieu  de  se  trom- 
per dans  la  conséquence.  Mais  où  il  est  plus  facile  qu^il  y 
ait  erreur,  c'est  dans  l'établissement  de  la  proposition  gé-* 
nérale,  et  aussi  dans  la  constatation  que  l'individu  désigné 
y  est  bien  réellement  compris. 

Lorsque  la  proposition  générale  sur  laquelle  on  s'appuie 
est  une  de  celles  qu'on  admet  parmi  les  axiomes  de  la 
science,  elle  offre  toutes  les  garanties  que  l'on  peut  espérer 
puisqu'elle  a  la  sanction  de  tous  les  hommes  et  de  tous  les 
temps  ;  il  faut  y  croire  ou  renoncer  à  faire  usage  de  son 
intelligence.  C'est  une  de  ces  croyances  inspirées  à  l'homme 
par r Auteur  de  son  existence,  et  par  lesquelles  non-seule- 
ment on  n'a  jamais  reconnu  avoir  été  induit  en  erreur,  mais 
sur  lesquelles  les  hommes  les  plus  disposes  au  doute  s'ap- 
puient sans  difficulté. 

Si  la  proposition  admise  n'est  pas  une  de  ces  vérités  pre- 
mières, elle  peut  être  une  sorte  d'axiome  de  second  ordre, 
que  l'on  n'énonce  que  lorsque  l'occasion  de  l'appliquer  se 
présente,  qui  demande  des  connaissances  déjà  acquises  pour 
être  conçu,  et  pour  lequel  on  n'est  pas  toujours  aussi  sé- 
vère que  pour  les  axiomes  fondamentaux.  Elle  peut  aussi 
être  une  déduction  des  connaissances  antérieures  ;  et  quoi 
que    nou«    ayons  dit  que  les   déductions   ofïrent  peu  de 
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chance  d  erreur,  elles  n'en  sont  pas  entièrement  exemples; 
il  n'est  donc  pas  Impossible  que  la  proposition  admise 
soit  inexacte,  et  qu'alors  elle  conduise  à  de  nouvelles  er- 
reurs. Mais  rarement  les  erreurs  ainsi  commises  dans  les 
sciences  se  sont  maintenues  longtemps,  parce  que  ce  qui 
échappe  à  une  intelligence  est  découvert  par  une  autre, 
et  la  vérité  une  fois  reconnue  s'impose  pour  toujours  à  tout 
le  monde. 

Les  plus  dangereuses  sont  celles  qui  consistent  dans  une 
trop  grande  extension  que  l'on  donne  à  des  vérités  recou'* 
nues  dans  un  grand  nombre  de  cas,  auxquelles  on  ne  con- 
naît encore  aucune  exception,  qui  séduisent  par  la  facilité 
qu'elles  donnent  aux  démonstrations  et  aux  recherches,  et 
qui  sont  quelquefois  assez  spécieuses  pour  finir  par  être  éri- 
gées à  priori  en  principe,  et  servir  même  à  l'établissement 
des  cas  particuliers  qui  en  avaient  donné  l'idée.  II  est  d'au- 
tant plus  facile  d'y  être  trompé  que  le  piège  ne  se  cache 
pas.  Une  fausse  déduction  serait  découverte  immédiate- 
ment \  un  principe  faux  par  trop  de  généralité  a  une  sorte 
d'inviolabilité  qu'il  tire  du  grand  nombre  de  cas  où  il  est 
vrai,  et  de  la  confiance  qu'on  voit  qu'il  inspire  à  ceux  qui 
l'enseignent. 

Et  qu'on  ne  prenne  pas  nos  assertions  pour  de  simples 
possibilités  non  réalisées,  ou  de  vaines  déclamations  sur 
la  faiblesse  de  lesprit  humain  \  nous  pourrions  citer  bien 
des  exemples  d'erreurs  commises  par  les  hommes  les  plus 
éminents,  et  dans  les  sciences  qui  semblent  devoir  en  être 
le  plus  à  l'abri,  dans  les  Mathématiques. 

10.  Comment  éviter  ces  fautes,  auxquelles  les  hommes 
les  plus  éminents  n'ont  pu  échapper?  Il  n'y  a  aucune  règle 
qui  puisse  être  substituée  au  sentiment  de  l'évidence,  qui 
domine  tout,  qui  dominerait  même  l'application  de  ces  rè- 
gles. On  ne  peut  que  recommander  la  sévérité  de  l'examen, 
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et  la  disposition  de  Tesprit  à  ne  pas  confondre  une  simple 
croyance  avec  l'évidence  qui  donne  la  certitude.  Et  encoi*e 
il  ne  faut  pas  oublier  que  lorsque  Ton  éprouve  au  plus  haut 
degré  ce  sentiment  de  certitude,  on  est  peut-être  cependant 
dansTerreur,  L'homme  ne  doit  se  croire  dans  le  vrai,  sans 
possibilité  de  se  tromper,  que  dans  les  sentiments  mêmes 
qu^il  éprouve,  sans  aucune  considération  de  leurs  causes 
et  des  rapports  que  ces  causes  peuvent  avoir  entre  elles  et 
avec  lui.  Il  pense  et  sent  réellement  ce  quMl  a  la  conscience 
de  penser  et  de  ^ntir  :  au  delà  tout  est  conjecture. 

11.  Mais  pour  accomplir  sa  destinée  sur  la  terre, 
rhomme  a  besoin  de  croire  fermement  à  des  choses  que 
nous  appelons  ici  conjecturales ^  eu  nous  plaçant  à  un 
point  de  vue  tout  à  fait  extrême.  Et  c'est  pour  cela  qu'il  a 
reçu  de  la  nature  une  disposition  instinctive  invincible,  à 
croire  à  certaines  choses  en  dehors  de  ses  impressions  et  de 
ses  pensées.  Ce  sont  ces  choses  que  Descartes  dit  que  tous 
les  hommes  doivent  tenir  pour  réelles,  parce  que  Dieu  ne 
peut  pas  avoir  voulu  les  induire  tous  en  erreur. 

Telle  est,  par  exemple,  l'existence  de  la  matière.  Les 
impressions  que  nous  en  recevons  sont  les  seules  raisons 
que  nous  ayons  d'y  croire,  et  cependant  personne  n'en 
doute,  parce  que  l'Auteur  de  notre  être  a  voulu  que  nous  en" 
fussions  aussi  assurés  que  de  notre  propre  existence.  Les 
hommes  qui  ont  le  plus  le  sentiment  de  leur  faiblesse  et  de 
la  possibilité  dé  l'erreur  dans  les  choses  qui  leur  semblent 
le  plus  évidentes  ont  le  sentiment  de  la  réalité  des  cboses 
sur  lesquelles  cependant  ils  craignent  les  appréciations  de 
leur  esprit.  Ils  croient  pouvoir  se  tromper  dans  la  recher- 
che des  lois  des  nombres  et  de  l'espace,  mais  ils  croient 
que  les  nombres  et  l'espace  ont  des  lois;  ils  croient  que 
l'Algèbre  et  la  Géométrie  ne  soiit  point  des  rêves  de  leur  i  ma- 
gination,  et  que  tous  les  rapports  qu'elles  renferment^   iu* 
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dépendants  de  l'existence  de  l'homme,  sont  connus  de  l'in- 
telligence qui  embrasse  tous  les  êtres. 

Et  enfin  ce  doute  suprême,  que  les  esprits  exceptionnels 
sont  seuls  susceptibles  d^ éprouver  au  milieu  des  sentiments 
les  plus  profonds  de  certitude,  n'est  pas  un  obstacle  à  l'ac- 
complîssement  des  desseins  de  la  nature;  l'homme  agit  tou- 
jours comme  si  ce  dont  il  est  certain  était  vrai  ;  il  est  rare 
qu'il  songe  alors  à  la  possibilité  de  l'erreur,  et  quand  il  le 
fait,  cette  crainte  salutaire  ne  l'inquiète  ni  ne  le  retient; 
c'est  un  simple  rappel  au  juste  sentiment  de  sa  faiblesse. 

De  Copération  inverse  de  la  déduction^  ou  de  la 

réduction. 

12.  Nous  avons  parlé  de  l'opération  de  l'esprit  qui  con- 
siste à  déduire  un  rapport  d'autres  rapports  donnés.  Or  on 
peut  se  proposer  la  question  inverse,  et  chercher  de  quels 
rapports  on  pourrait  déduire  un  rapport  désigné,  c'est- 
à-dire  à  quels  rapports  on  pourrait  ramener  la  connais- 
sance du  rapport  désigné.  Cette  opération  est,  comme  nous 
le  verrons  bientôt,  d'une  grande  importance.  Nous  la  dési- 
gnerons sous  le  nom  de  réduction^  tiré  du  mot  latin  qui  si- 
gnifie ramener^  comme  l'opération  inverse  ou  la  déduction 
tirait  son  nom  du  mot  latin  qui  signifie  déduire.  Quoi 
qu'il  en  soit,  nous  convenons  de  désigner  exclusivement  sous 
le  nom  de  réduction,  l'opération  par  laquelle  on  ramène  la 
connaissance  d  une  chose  à  celle  d'autres  choses  dont  elle 
sera  la  conséquence, 

La  solution  de  cette  question  est  généralement  indéter- 
minée, parce  qu'une  même  proposition  peut  être  la  consé- 
quence de  données  très-diverses;  l'art  consiste  à  choisir 
les  plus  convenables  à  l'objet  qu'on  9  en  vue. 
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Des  propositions  réciproques. 

13.  Lorsque  deux  propositions  sont  telles,  que  chacune 
d'elles  se  déduit  de  Tautre  comme  conséquence  nécessaire, 
nous  disons  qu'elles  sont  réciproques.  Il  n'arrive  pas  tou- 
jours qu'une  proposition  qui  se  déduit  d'une  autre,  Ten- 
t raine  réciproquement  ;  et  nous  verrons  plus  tard  combien 
il  est  important  de  constater  cette  réciprocité,  lorsqu'elle  a 
lieu  :  pour  le  moment  nous  nous  bornons  à  la  définir. 


Des  propositions  incompatibles. 

14.  On  appelle  ainsi  des  propositions  qui  ne  peuvent 
pas  être  vraies  en  même  temps.  Ainsi,  par  exemple,  une 
proposition  qui  dirait  qu'une  chose  est  plus  grande  qu'une 
certaine  autre,  serait  incompatible  avec  celle  qui  dirait 
qu'elle  est  plus  petite,  parce  qu'elles  ne  peuvent  être  vraies 
ensemble.  Mais  elles  pourraient  être  fausses  toutes  les 
deux,  et  c'est  ce  qui  aurait  lieu  si  les  deux  choses  étaient 
égales. 

Mais  si  les  deux  propositions  sont  précisément  la  néga- 
tion l'une  de  l'autre,  ce  qu  on  appelle  contradictoires,  si 
Tune  est  vraie,  l'autre,  qui  la  nie,  sera  fausse;  et  si  l'une 
est  fausse,  l'autre,  qui  ne  fait  que  la  nier,  sera  vraie. 

La  proposition  contradictoire  d'une  autre  peut  renfer- 
mer un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  cas  différents  )  et  si 
l'on  en  omettait  quelques-uns,  on  n'aurait  plus  qu'une  pro- 
position incompatible  avec  la  première,  mais  non  la  con- 
tradictoire :  on  ne  pourrait  plus  affirmer  que  si  l'une  des 
deux  est  fausse  l'autre  sera  vraie.  Ainsi,  en  reprenant 
l'exemple  choisi  précédemment  d'une  proposition  qui  dit 
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qu'une  première  chose  est  plus  grande  qu'une  seconde,  la 
contradictoire  dirait  que  la  première  chose  n'est  pas  plus 
grande  que  la  seconde  *,  ce  qui  comporterait  deux  cas,  celui 
où  elle  serait  plus  petite,  et  celui  où  elle  serait  égale.  Si 
l'on  réduisait  la  seconde  proposition  à  dire  que  la  première 
chose  est  plus  petite  que  la  seconde,  on  aurait,  comme  ci- 
dessus,  deux  propositions  incompatibles,  mais  non  contra- 
dictoires. Elles  ne  pourraient  être  vraies  toutes  deux,  mais 
elles  pourraient  toutes  les  deux  être  fausses  ;  et  par  consé- 
quent on  ne  pourrait  conclure,  comme  dans  le  cas  des  pro- 
positions contradictoires,  que  si  Ton  reconnaît  la  fausseté 
de  Tune,  on  aura  prouvé  la  vérité  de  l'autre. 

Que  du  faux  on  peut  quelquefois  déduire  le  vrai. 

15.  Nous  avons  dit  que  la  considération  simultanée  de 
plusieurs  rapports  reconnue  vrais,  ou,  en  d'autres  termes,  de 
plusieurs  propositions  vraies,  pouvait  conduire  à  admettre 
comme  évidente  la  vérité  d'un  nouveau  rapport,  et  c'est  ce 
que  nous  avons  appelé  déduire  ou  raisonner.  Mais  il  n'est 
pas  impossible  d'arriver  par  une  déduction  exacte  à  une 
proposition  vraie  en  partant  de  rapports  faux,  c'ést-à-dire 
contraires  à  la  nature  des  choses. 

Cette  remarque  importante  n'avait  pas  échappé  à  la 
sagacité  d' Aristote.  Dans  le  livre  II  de  ses  Premiers  ana- 
lytiques^ il  dit  :  On  peut  tirer  le  vrai  de  propositions 
fausses^  les  propositions  étant  toutes  deux  fausses  y  ou 
Vune  des  deux  seulement.  Et  il  le  prouve  par  divers  exem- 
ples. Nous  croyons  ne  pouvoir  nous  dispenser  d'en  citer 
textuellement  quelques-uns,  quelque  bizarre  qu'en  soit  la 
forme. 

En  voici  un  d'abord  où  les  deux  prémisses  sont  fausses, 
et  la  conclusion  vraie  : 

Tout  homme  est  pierre. 
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Tonte  pierre  est  animal, 
Donc  tout  homme  est  animal. 

En  voici  un  autre  dans  le  même  cas  : 

Toute  pierre  est  animal, 
Aucun  cheval  n'est  animal, 
Donc  aucun  cheval  n'est  pierre. 

Enfin  en  voici  un  troisième  où  Tune  seulement  des  deux 
prémisses  est  fausse,  et  la  conclusion  vraie  : 

Tout  cheval  est  animal, 
Aucun  homme  n'est  animal, 
Donc  aucun  homme  n'est  cheval. 

Aristote  conclut  naturellement  de  là  que  la  vérité  ab- 
solue d'une  proposition  bien  déduite,  ne  prouve  pas  la  vérité 
des  prémisses. 

Aux  exemples  d'Aristote  on  en  pourrait  ajouter  une  foule 
d'autres  tirés  des  Mathématiques.  Nous  en  présenterons 
quelques-uns,  lorsqu'à  la  suite  de  cette  première  Partie  de 
notre  Ouvrage  nous  nous  occuperons  spécialement  des  mé- 
thodes qui  se  rapportent  aux  sciences  comprises  sous  cette 
dénomination  générale.  On  reconnaîtra  qu'en  parlant  d'un 
principe  faux  on  peut  parvenir  à  un  résultat  exact;  soit 
parce  que  ce  principe  est  un  mélange  de  vrai  et  de  faux, 
et  qu'on  ne  Ta  employé  que  dans  ce  qu'il  a  de  vrai  ;  soit 
que  les  applications  répétées  qu'on  en  a  faites  dans  la  série 
des  déductions,  aient  introduit  des  erreurs  qui  se  soient 
compensées  et  détruites  les  unes  par  les  autres. 

Nous  pouvons  donc  regarder  comme  établies  les  deux 
propositions  suivantes  : 

1^  Si  en  partant  de  certains  rapports  admis  on  parvient 
par  des  raisonnements  justes  à  un  rapport  vrai,  on  ne  peut 
en  conclure  que  les  premiers  le  soient. 

Car  il  n'est  pas  impossible  de  déduire  des  rapports  vrais 
de  rapports  faux. 
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2^  Si  en  partant  de  certains  rapports  on  parvient  par 
des  raisonnements  justes  à  un  rapport  faux,  les  premiers 
ne  sont  pas  tous  vrais. 

Car  s'ils  Tétaient,  on  n'aurait  pu  en  déduire  que  des 
rapports  vrais. 


CHAPITRE  IL 


CE  QUE  C'EST  QU'UNE  SQENCE  DE  RAISONNEMENT. 


16.  Quelles  que  soient  les  choses  que  l'on  considère, 
l'ensemble  des  rapports  nécessaires  qui  dérivent  de  leur  na- 
ture, forme  ce  que  nous  appellerons  la  science  de  cette 
chose.  Cette  déûinlion  peut  être  ainsi  formulée  : 

La  science  d'une  chose  est  r ensemble  des  lois  de  cette 
chose. 

Ainsi,  la  science  des  nombres  sera  Tensemble  des  lois 
des  nombres  *,  la  science  de  Fétendue  sera  Tensemble  des 
lois  de  rétendue;  la  science  du  mouvement,  Pensemble  des 
lois  du  mouvement,  etc. 

Lorsque  la  nature  d'une  chose  sera  complètement  déter- 
minée, soit  par  sa  définition,  soit  autrement,  toutes  ses 
lois  le  seront  aussi.  La  science  de  cette  chose  sera  donc  un 
ensemble  de  conséquences  nécessaires  de  données  admises, 
c'est-à-dire  de  vérités  qui  pourront  être  obtenues  par  le 
seul  raisonnement.  C'est  là  ce  que  nous  appellerons  une 
science  de  raisonnement. 

Pour  que  la  science  d'une  chose  soit  élevée  à  ce  degré, 
il  faut  donc  que  la  nature  de  cette  chose  soit  rigoureusement 
déterminée  pour  nous.  Si  elle  est  susceptible  d*être  ra- 
menée complètement  à  d'autres  connues,  une  définition  la 
déterminera.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudra  qu'on  admette 
comme  évidentes  certaines  vérités,  certaines  propriétés, 
qui  suffisent  à  l'exacte  détermination  de  la  chose,  et  déteN 
minent  par  suite  toutes  ses  lois. 


3o  CHAPITRE    II. 

17.  Cela  ne  présentera  aucune  difficulté,  par  exemple 
pour  la  science  des  nombres,  dont  la  notion  s'acquiert  si 
facilement,  et  offre  si  peu  de  complication. 

Ce  sera  moins  simple  pour  la  science  de  Tétendue,  ou  la 
Géométrie,  parce  que  l'idée  que  nous  nous  faisons  de  re- 
tendue ou  de  l'espace,  soit  indéfini,  soit  limité,  nous  offre, 
outre  ridée  de  nombres,  celles  de  forme,  de  grandeur,  de 
position  •,  de  sorte  qu'il  est  nécessaire  de  tirer  de  l'observa- 
tion, aidée  de  la  réflexion,  des  notions  générales  qui  déter- 
minent complètement  la  nature  des  choses  renfermées  dans 
l'idée  d'étendue.  Le  nombre  de  ces  principes  primitifs  est 
très-limité^  et  dès  quils  sont  admis,  toutes  les  lois  de 
l'étendue  peuvent  en  être  déduites  par  le  seul  raison- 
nement. 

La  science  du  mouvement  demande  encore  un  plus  grand 
nombre  de  principes  primitifs  que  les  précédentes.  Elle  a 
d'abord  besoin  de  tous  ceux  qui  se  rapportent  à  celles-ci, 
parce  que  le  mouvement  suppose  l'espace,  et  tout  ce  qui  en 
dépend.  Mais  dans  notre  système  dumonde,  dont  les  lois  au- 
raient pu  être  différentes  de  ce  qu'elles  sont,  et  ou  les  corps 
ne  sont  plus  seulement  figiu*és,  comm»  la  Géométrie  les 
suppose,  mais  matériels,  il  est  indispensable  de  demander  à 
l'observation  et  à  l'expérience  certains  rapports  entre  les 
effets  et  les  causes  on  forces,  qui,  généralisés  par  des  hypo" 
thèses  très- vraisemblables,  déterminent  la  nature  de  toutes 
les  choses  qui  peuvent  être  considérées  dans  les  phéno- 
mènes du  mouvement.  En  admettant  ces  principes  primitifs 
comme  certains,  toutes  les  lois  du  mouvement  s'en  dédui- 
ront comme  conséquences  nécessaires,  et  la  science  du 
mouvement  sera  une  science  de  raisonnement.  Mais  il  ne 
faudra  pas  oublier  que  les  principes  ayant  quelque  chose 
d'hypothétique,  il  en  sera  de  même  des  conséquences^  el 
que  ce  n'est  que  par  la  concordance  des  résultats  du  raison- 
nement avec  ceux  de  l'expérience,  que  ces  principes  s'ap- 
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prochent  de  plus  en  plus  de  produire  en  nous  le  sentiment 

de  certitude. 

Si  maintenant  nous  passons  à  la  considération  des  phé- 
nomènes où  les  causes  sont  moins  susceptibles  d'être  appré* 
ciées  et  mesurées  que  dans  ceux  du  mouvement,  il  peut 
cependant  arriver  que  des  observations  et  des  expériences 
beaucoup  plus  répétées  et  variées,  conduisent  à  reconnaître 
des  faits  tellement  généraux,  qu'on  puisse,  avec  une  grande 
probabilité,  les  regarder  comme  se  vérifiant  dans  des  cas, 
et  pour  des  substances,  qui  n'ont  pas  élé  soumis  à  ces 
épreuves.  Admettant  alors  ces  faits  comme  des  principes, 
on  aura  une  branche  de  Physique,  composée  de  tous  les 
phénomènes  résultant  des  combinaisons  diverses  des  corps, 
et  des  circonstances  de  tout  genre  où  Ton  n'aura  à  appli- 
quer que  ces  principes,  ou  d'autres  encore,  entièrement 
déterminés  et  connus.  Cette  branche  rentrera  donc  dans  la 
catégorie  des  sciences  de  raisonnement. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  Tétude  des  phénomènes  lumi- 
neux, si  Ton  admet  qu'un  rayon  marche  en  ligne  droite 
tant  qu'il  ne  rencontre  aucun  corps,  soit  opaque^  soit  trans- 
parent ;  que  dans  le  premier  cas  il  se  réfléchit  dans  le  plan 
normal,  en  faisant  un  angle  égal  à  celui  d'incidence,  et  que 
dans  le  second  cas  il  se  réfracte'suivant  une  autre  loi  con- 
stante, alors  la  théorie  de  la  lumière  pourra  être  traitée 
comme  une  science  de  raisonnement  dans  toutes  les  ques- 
tions dépendantes  de  la  propagation,  de  la  réflexion  et  de 
la  réfraction  de  rayons  soumis  à  ces  principes  admis  comme 
exacts.  Ces  questions  auront  des  solutions  entièrement  dé- 
terminées, que  l'on  cherchera  par  les  mêmes  méthodes  que 
dans  toutes  les  autres  sciences  de  raisonnement. 

Enfin,  si  au  lieu  de  se  borner  aux  rapports  généraux 
entre  les  forces  et  les  corps  bruts,  ou  à  des  branches  parti- 
culières de  la  Physique,  réductibles  comme  la  théorie  de  la 
lumière  à  un  petit  nombre  de  faits  généraux,  on  voulait 
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étudier  les  phénomènes  relatifs  aux  corps  vivants,  il  serait 
bien  autrement  difficile  d'obtenir  des  données  premières 
qui  détermineraient  complètement  leur  nature,  et  entraîne- 
raient toutes  les  lois  de  ces  êtres,  comme  des  conséquences 
nécessaires.  C'est  ce  que  l'on  n'a  pas  encore  tenté,  et  ce  qui 
est,  sans  doute,  au-dessus  des  forces  de  l'humanité. 

Ce  n'est  pas  que  le  raisonnement  ne  s'applique  souvent 
à  l'élude  de  ces  phénomènes  si  compliqués,  et  que  les 
sciences  plus  simples  dont  nous  avons  parlé  d'abord,  ne 
puissent  leur  prêter  un  secours  utile  •,  mais  les  lois  de  ces 
phénomènes  ne  pouvant  être  déduites  par  le  seul  raisonne- 
ment de  principes  admis  d'avance,  même  hypoihétique- 
ment,  leur  ensemble  ne  constitue  pas  ce  que  nous  avons 
nommé  une  science  de  raisonnement. 

Quant  à  rétablissement  des  premiers  principes,  ou  des 
axiomes  propres  à  chaque  science,  nous  nous  bornerons 
ici  à  ce  que  nous  venons  d'en  dire  sommairement.  Nous 
donnerons  à  cet  égard  plus  de  détails  et  de  développements, 
lorsque  nous  traiterons  particulièrement  chacune  d'elles. 


CHAPITRE  IIL 

DES  DIVERS  GENRES  DE  QUESTIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT 
DANS  UNE  SQENCE  DE  RAISONNEMENT. 


Déduction  sans  but  déterminé. 

18.  Certaines  vérités  étant  admises,  on  peut  se  proposer 
d'en  déduire  de  nouvelles,  sans  autre  but  que  d'acquérit" 
des  connaissances  que  l'on  n'a  pas,  et  dont  on  ne  prévoit 
même  nullement  la  nature.  C'est  ainsi  que  beaucoup  de 
découvertes  se  sont  faites,  et  se  font*  encore  tous  les  jours  : 
seulement  on  ne  mentionne  et  on  ne  conserve  que  celles 
qui  ont  quelque  importance. 

Démonstration  de  propositions  énoncées. 

19.  Si  Ton  veut  communiquer  aux  autres  une  vérité 
qu'on  a  découverte  ou  reconnue  d'une  manière  quelconque, 
par  .exemple  en  déduisant  au  hasard,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  on  ne  leur  fait  pas  suivre  tous  les  détours  par 
lesquels  a  pu  passer  l'inventeur,  en  marchant  à  Tavenlure; 
mais  01^  fixe  l'attention  sur  le  but,  en  commençant  par 
énoncer  la  proposition  qui  est  l'expression  de  cette  vérité: 
puis  on  montre  comment  elle  peut  être  déduite  comme 
conséquence  nécessaire  de  propositions  admises.  C'est  là  ce 
qu'on  appelle  démontrer  la  proposition  énoncée*,  et  l'on 
donne  le  nom  général  de  théorème  à  toute  proposition  qui 
a  besoin  d'une  démonstration  pour  devenir  évidente» 
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Déterminalion  d'une  chose  diaprés  des  rapports  quelle 
doit  avoiravec  des  choses  données. 

20.  La  chose  en  queslion,  si  elle  n'est  pas  de  celles  qui 
ne  se  ramènent  à  aucune  autre^  est  définie,  comme  nous 
Tavons  dit  généralement,  au  moyen  de  certains  rapports 
avec  d'autres  choses;  et  par  conséquent  ce  sont  ces  der- 
nières qu'il  faut  con&aitre^  puidque  la  première  en  résul- 
tera, au  moyen  des  rapports  qui  la  définissent.  Si  elle  est 
de  celles  qui  ne  se  définissent  pas,  il  €st  clair  que  c'est  eile- 
même  qu'il  faut  déterminer. 

Les  questions  de  ce  genre  se  désignent  sous  le  nom  gié- 
néral  de  problèmes ^  et  l'objet  qu'on  s  y  piopose  peut  étr« 
énoncé  comme  il  suit  ; 

Étant,  données  certaines  choses  avec  lesquelles  une 
chose  demandée  doit  avoir  des  rapports  désignés,  déter^ 
miner  d^ autres  choses  avec  lesquelles  celle  que  l'on  de^ 
mande  aura  les  rapports  qui  constituent  sa  définition. 

Pour  éclaircir  par  un  exemple  cet  énoncé  que  sa  grande 
généralité  rend  peut-être  un  peu  difficile  à  saisir  immédia- 
teinent,  considérons  la  ligne  plane  qu'on  appelle  cercle,  et 
qui  e^t  définie  par  la  condition  que  la  dislance  de  chacun 
de  ses  points  k  un  même  point  fixe,  soit  constante.  Ce 
dernier  point  et  sa  distance  aux  autres,  ou  en  d'autres 
iermes  le  centre  et  le  rayon,  sont  ici  les  choses  avec  les- 
quelles le  cercle  a  les  rapports  qui  le  déterminent.  Si  donc 
l'objet  d'un  problème  est  de  déterminer  sur  un  plan  donné, 
un  cercle  d'après  certaines  conditions,  il  s'agira  de  déduire 
des  données  le  centre  et  le  rayon  de  ce  cercle,  qui  sont  les 
choses  avec  lesquelles  il  doit  avoir  les  rapports  qui  consti- 
tuent sa  définition,  et  par  lesquelles  par  conséquent  il 
sera  déterminé. 
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Démonstration  de  la  fausseté  d'une  proposition. 

21.  Quoiqu^il  semble  iDoîiis  utile  de  dëraonlrer  que  des 
rapports  énoncés  sont  contraires  à  la  nature  des  choses^ 
qu'il  ne  Test  de  faire  connaître  des  vérités  nouvelles,  ce- 
pendant, ces  questions  pouvant  se  présenter,  îl  sera  bon 
d'indiquer  la  marche  à  suivre  pour  les  résoudre.  Mais  ce 
qui  en  augmente  l'importance,  c'est  qu'elles  sont  la  base  de 
l'une  des  méthodes  que  l'on  peut  suivre  pour  la  démons- 
tration de  la  vérité. 

Beconnaitre  si  une  proposition  est  vraie  ou  fausse. 

22.  Lorsque  certaines  analogies,  ou  des  raisons  quel- 
conques non  suffisantes  pour  démontrer,  font  soupçonner 
la  vérité  d'une  proposition,  il  se  présente  celte  nouvelle 
espèce  de  question  :  Reconnaître  si  une  proposition  énoncée 
est  vraie  ou  fausse. 

Telles  sont  généralement  les  diflercjnles  formes  sous  les- 
quelles se  présentent  les  recherches  que  les  hommes  ont  à 
faire  dans  l'étude  et  la  formation  d'une  science  de  raison- 
nement. Il  n'existe  aucune  règle  qui  puisse  dans  tous  les  cas 
en  assurer  le  succès  ;  mais  on  peut  aider  ces  recherches 
en  leur  donnant  une  direction  qui  ne  les  laisse  pas  s'égarer 
au  hasard.  On  ne  peut  pas  tracer  à  l'esprit  de  l'homme  une 
marche  sûre,  telle  qu'en  la  suivant  il  parvienne  à  démontrer 
tous  les  théorèmes,  et  à  résoudre  tous  les  problèmes  \  mais 
on  peut  lui  indiquer  celles  qui  sont  les  meilleures  à  suivre, 
pour  essayer  de  parvenir  au  but  qu'il  se  propose.  Ces 
marches  générales,  ou,  en  d'autres  termes,  ces  méthodes, 
devront  certainement  avoir  quelque  chose  de  vague  et  d'in- 

3. 
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détermine,  puisqu'elles  doivent  s'appliquer  aux  questions 
les  plus  différentes;  mais  elles  auront  cependant  quelque 
chose  de  précis,  et  offriront  une  aide  réelle  à  la  faiblesse  de 
l'esprit  humain. 

Le  développement  de  ces  méthodes  est  ce  qui  va  mainte- 
nant nous  occuper. 


-LJ-U. 


CHAPITRE  IV. 

EGHERCHE  DE  VÉRITÉS  NOUVELIJSS  NON  DÉSIGNÉES. 


1.  Loi*sque  Ton  connaît  un  certain  nombre  de  propo- 
siti  ons,  on  peut,  en  les  combinant,  en  déduire  de  nouvelles 
dorx  t  on  n'avait  aucune  idée,  et  Vju'on  conservera  si  elles 
pa]:*£t.issent  avoir  quelque  importance.  Beaucoup  de  décou- 
vertes utiles  se  sont  faites  et  se  feront  encore  de  cette  ma- 
nîèi^c*  c'est  un  moyen  d'accroissement  pour  la  science,  qu'il 
ne  f^sfcut  pas  négliger,  et  bien  qu'il  ne  soit  pas  susceptible 
d'êti-€  dirigé  par  une  méthode  régulière,  tout  n'est  pas  dû 
au  Ixâsard  dans  les  résultats  auxquels  il  conduit. 

Ccftte  méthode  de  déduction  sans  but  déterminé  peut 
cependant  quelquefois  être  réglée  jusqu'à  un  certain  point 
par  cJes  conditions  qu'on  s'impose  sans  savoir  à  quoi  elles  ' 
coaduiront.  Si,  par  exemple,  on  a  des  relations  entre  plu- 
8iei^i»s  choses,  on  peut  se -proposer  d'en  déduire  d'autres 
rela.  lions,  où  quelques-unes  de  ces  choses  n'entrent  plus. 
Cellcjs  qui  restent  se  trouvent  ainsi  plus  rapprochées  les 
unes  des  autres,  puisqu'on  a  diminué  le  nombre  de  celles 
aveo  lesquelles  elles  se  trouvaient  mêlées.  Mais  ces  condî- 
ti0îi3  qu'on  s'est  imposées  n'ont  pas  fixé  la  forme  des  rela- 
tiocis  qu'on  veut  obtenir;  et,  quelque  influence  qu'elles 
puissent  avoir  sur  la  direction  à  donner  aux  déductions,  la 
quesiion  est  différente  de  celle  que  nous  examinerons  bien- 
l^U  et  qui  a  pour  objet  de  déduire  une  proposition  déler- 
nnci^e  de  l'ensemble  de  celles  qui  sont  antérieurement 
eoaTiues. 

Nous  donnerons  des  exemples  de  ces  recherches  indé- 
icru^iQées  dans  les  sciences  particulières  que  nous  exami- 
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nerons;  mais  en  restant  dans  des  termes  généraux,  de  plus 
amples  développements  seraient  superflus. 

Nous  allons  maintenant  exposer  les  méthodes  qui  s'ap- 
pliquent à  la  solution  des  questions  que  nous  avons  dési- 
gnées sous  les  noms  généraux  de  théorèmes  et  de  problèmes. 
Ces  méthodes  sont  celles  que  les  anciens  géomètres   ont 
nommées  Analyse  et  Synthèse,  Nous  croyons  les  avoir 
présentées  avec  plus  de  précision  et  de  rigueur  qu'on  ne 
Tav^tit  fait  jusqu'ici;  mais  ];m>us  ne  ]K)us  dis&imulon&  pas 
qq€  la  grande  généralité  de  ces  considérations  lest  rei^  dif- 
ficiles à  suivre^  et  nous  engageons  le  lecteur  à  ne  pas  sie 
laisser  rebuter  par  ces  discussions  abstraites,  et  à  ne  pas 
prendre  pour  des,  subtilités,  des  distinctious  t.out  à  fajt  né-* 
çesaaires  pour  la  rigueur.  Nous  supposons  d'ailleura   que 
eeux  qui  cberchimt  à  saisir  Tesprit  des  méthode^  le^  ont 
déjà  appliquées  bien  souvent^  et  qu'ils  ne  feront  quelque- 
fois ici  que  reconnaître  la  manière  dont.  Us  oat  procédé 
d.ans.  le  passé.  Mais  ce  retour  en  arrière,  qui  sur  les  études 
mêi^ie  les  mieux  faites  est  généralement  uûle,  en  ce^  q^'^ 
en  fait  mieux  comprendre  la  liaison,  est  tout  à  fait  îndij^-^ 
pensable  quand  il  s'agit  de  ce  qu'il  y  a  de  plus  sii^llHil  dans 
l'esprit  humain,  quand  il  s'agit  non  pas  de  ses  opéra.tioAS 
el.ks->mèmes,  mais  de  la  manière  dont  il  doitt  les  diriger 
pour  arriver  à  ses  fins. 

Nous  croyons  donc  que  nos  discussions  seront  utiles  à 
ceux  qui  ont  déjà  travaillé  les  sciences.de  raisonuemeM,  elt 
qç^'elles  sjeront  peut-être  trop  abstraites  pour  ceux  qui  ne 
s'y  seraient  pas  ainsi  préparés.  Ce  seront  peut-être  cepen- 
dant ces  derniers  qui  se  croiront  le  plus  en  droit  de  les 
j^Ugei:  :  J.C  les  prierai  seulement  de  les  examiner  eu  elles- 
mêmes  et  sans  comparaison  avec  les  doctrines  auT^quelles 
ils  sont  habitués,  et  de  penser  que  la  moindre  proposition 
qu'ils  pourraient  négliger  comme  sans  importaji^CQ  si  été 
l'objet  de  longues  et  sérieuses  méditations. 


CHAPITRE  V 

m  L'ANALYSE, 


24.  Cette  méthode,  qtii  s'applique  à  la  démonstration  de 
propositions  énoncées,  et  à  la  résolution  de  qtrestions  pro- 
posées, ne  semble  pas  très-conntre  de  la  pTupart  des  logi- 
ciens. Elle  est  due  aux  anciens  philosophes  géomètres,  mais 
elPe  s'applique  à  toutes  les  recherches  qui  sont  du*  ressort 
du  raisonnement  pur. 

On  en  trouve  les  premières  traces  dans  les  Éléments 
d'Euclide  :  il  ne  parait  pas  toutefois  que  ce  soit  à  ce  grand^ 
géomètre  qu'on  doive  en  attribuer  l'invention  ;  et  Pappus 
d'Alexandrie  la  fait  remonter  à  Platon,  dont  les  ouvrages 
n'en  font  cependant  aucune  mention,  non  pfus  que  d'une 
autre  invention  géométrique  très-importante  qui  lui  est 
encore  attribuée.  Cette  absence  de  mention  ne  doit  pas 
suffire  pour  infirmer  la  croyance  des  savants  d^  Alexandrie, 
qui  n'étaient  pas  assez  éloignés  des  temps  de  Platon  et 
d'Euclide  pour  que  la  tradition  à  cet  égard  se  fût  altérée  au 
point  de  refuser  le  mérite  de  l'invention  à  Eudide,  s'il  avait 
réellement  été  le  premier  qui  l'eût  fait  connaître.  Il  est 
vraisemblable  que  Platon,  à  la  fois  pMlosophe  et  géomètre, 
mais  surtout  philosophe,  qui  cependant  regardait  la  Géo- 
métrie comme  le  préliminaire  obligé  de  la  philosophie, 
puisqu'il  avait  écrit  sur  le  seuil  de  son*  école  :  Que  nul 
n^ entre  ici  s^â  n^est  géomètre^  il  est  probable,  dîs-je,  que 
Platon,  dans  son  enseignement  oral,  aura  fait  connaître 
beaucoup  d^e  choses-  importantes  en  Géométrie,  et  n'aura 
pas*  trouvé  place  pour  elles  dans  les  ouvrages  si  considé- 
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rables  qu'il  a  écrits  sur  la  Philosophie.  Un  passage  d'une 
de  ses  lettres  prouve  même  que  cette  omission  est  volon- 
taire. Ce  qui  augmente  encore  la  probabilité  que  cette  tra- 
dition n'est  pas  erronée,  c'est  que  les  diverses  inventions 
qu'elle  lui  attribue  ont  un  caractère  de  grandeur  et  de 
généralité  conforme  à  ce  que  Ion  pouvait  attendre  d'un 
esprit  si  profond  et  si  élevé. 

Pappus,  après  avoir  brièvement  exposé  la  méthode  ana- 
lytique, telle  qu'elle  se  trouve  dans  Euclide,  donne  en  pas- 
sant l'étymologie  probable  du  mot  analyse ^  conformément 
à  Tesprit  de  cette  méthode.  Les  logiciens  modernes  en 
donnent  une  autre,  et  entendent  la  méthode  tout  autre-, 
ment  que  les  anciens.  La  différence  de  signification  att-ri- 
buée  au  même  mot  n'a  rien  qui  puisse  surprendre,  parce 
que  Ton  sait  que  les  mêmes  prépositions  peuvent  avoir  dans 
la  composition  des  mots  grecs  des  sens  trcs-diiférents.  Ce 
qui  serait  fâcheux  serait  qu'on  pensât  que  les  deux  méthodes 
sont  identiques;  mais  si  on  admet  qu'elles  n'ont  rien  de 
commun,  pourquoi  les  désigner  par  le  même  nom,  lorsque 
surtout  l'une  a  précédé  l'autre  de  tant  de  siècles?  Nous  dis- 
cuterons ces  divers  points  de  vue  avec  beaucoup  de  détail^ 
mais  nous  devons  commencer  par  exposer  la  méthode  telle 
que  nous  la  concevons. 

Méthode  analytique  pour  la  démonstration  des  théorèmes, 

25.  Lorsque  l'on  aura  à  trouver  la  démonstration  d'une 
proposition  énoncée,  on  cherchera  d'abord  si  elle  peut  se 
déduire  comme  conséquence  nécessaire  de  propositions 
admises,  auquel  cas  elle  devra  être  admise  elle-même,  et 
sera  par  conséquent  démontrée.  Si  Ton  n'aperçoit  pas  de 
quelles  propositions  connues  elle  pourrait  être  déduite,  on 
cherchera  de  quelle  proposition  non  admise  elle  pourrait 
l'être,  et  alors  la  question  sera  ramenée  à  démontrer  la 
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vérité  de  cette  dernière.  Si  celle-ci  peiit  se  déduît'e  de  pra- 
positioDS  admises,  elle  sera  reconnue  vraie,  et  par  suite  la 
proposée  :  sinon^  on  cherchera  de  quelle  proposition  non 
encore  admise  elle  pourrait  être  déduite,  et  la  question 
sera,  ramenée  à  démontrer  la  vérité  de  cette  dernière.  On 
continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  une  propo- 
sition reconnue  vraie;  et  alors  la  vérité  de  la  proposée  sera 
démontrée* 

On  voit  donc  que  cette  méthode,  que  Ton  appelle  ana- 
lyse ^  consiste  à  établir  une  chaîne  de  propositions  com- 
mençant à  celle  qu'on  veut  démontrer,  finissant  à  une 
proposition  connue,  et  telles  qu'en  partant  de  la  première,- 
chacune  soit  une  conséquence  nécessaire  de  celle  qui  la 
suit;  d'où  il  résulte  que  la  première  est  une  conséquence 
de  la  dernière,  et  par  conséquent  vraie  comme  elle. 

L'analyse  n'est  donc  autre  chose  qu'une  méthode  de  ré- 
duction. 

Mais  parmi  les  diverses  propositions  dont  la  première 
pourrait  être  déduite,  laquelle  faudra-t-il  choisir?  Même 
question  pour  chacune  de  celles  qui  composent  cette  chaîne^ 
On  ne  peut  rien  dire  de  précis  à  cet  égard  :  la  suite  des 
propositions  peut  être  prolongée  indéfiniment  sans  qu'on 
parvienne  à  une  proposition  connue,  comme  il  est  possible 
aussi  qu'on  y  parvienne  promptement  :  cela  dépend  de  la 
sagacité  et  de  l'étendue  des  connaissances  de  celui  qui 
cherche  la  démonstration.  Et  s'il  a  réussi  à  la  découvrir,  il 
pourra  la  communiquer  aux  autres  en  leur  indiquant  la 
série  de  propositions  qui  l'y  ont  fait  parvenir. 

Cas  où  la  dépendance  des  projosiiions  successives  peut 

être  renversée, 

26.  Si  deux  des  propositions  successives  dont  nous  ve- 
nons de  parler  étaient  réciproques,  on  pourrait  considérer 
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la.  (ecimde  coiBmedëdiiitedd  hr  première^  au  Keu  de  la  con* 
aidéreff  comme  ayant  la  pvenrièrr  pour  coupstfquence*  Et  si 
dette  réciprocité  a  Heu  depuis  la  première  jusqu'à  la  der- 
niëre,  on  peut  dire  que  la  méthode  analytique  consiste  à 
établir  une  suite  de  propositions  dont  la  première  soit  celle 
qui  est  à  démontrer,  et  telles  que  la  seconde  se  déduise  de 
la  première,  la  troisième  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  une  proposition  reconnue 
vraie. 

Et  Ton  voit  même  que  la  réciprocité  n'est  nécessaire 
que  pour  les  propositions  consécutives  oà  la  déduction  a  été 
renversée;  elle  ue  Test  nullement  poor  celles  où  l'ordre  de 
déduction  est  celui  que  nous  avons  prescrit  en  exposant  la 
méthode  analytique.  Sous  ces  conditions,  le  second  procédé 
n'est  autre  que  le  premier. 

27.  Remarque,  —  Il  est  souvent  plus  commode  de  dé- 
duire une  conséquence  d'une  proposition  que  d'en  trouver 
une  autre  dont  celle-ci  serait  la  conséquence.  Dans  ce  cas, 
on  pourra  employer  la  seconde  manière  de  procéder  pour 
toutes  les  propositions  successives,  ou  pour  quelques-unes 
seulement,  en  ayant  soin  de  s'assurer  de  la  réciprocité,  car 
si  elle  n'avait  pas  lieu,  ne  fût-ce  que  pour  deux  consécu- 
tives seulement,  la  seconde  de  ces  deux  pourrait  être  vraie 
sans  que  la  première  le  fût,  puisque  le  vrai  peut  quelque- 
fois se  déduire  du  faux.  Il  ne  suffirait  donc  pas  que  la  suite 
des  propositions  se  terminât  par  une  qui  fût  reconnue 
vraie,  pour  que  toutes  les  précédentes,  jusqu'à  la  première, 
le  fussent  elles-mêmes;  il  n'y  aurait  donc  pas  démons- 
tration. 

Méthode  analytique  pour  la  solution  des  problèmes. 

â8.  Nous  avons  dit  que  dans  mn  ordre  quelconque  de 
choses,  l'objet,  d'un  proUème  est  de  déterminer  une  ou 
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ptvb3i#iura  choses^  d'esipèces  données^  ayant  des  rapports  dé- 
«igi^â  avec  des  chcees  données,  ou^en  d^ autres  termes,  satis- 
faisant à  des  conditions  données.*  Or  on  aura  éYidemmeat 
des    choses  de  l'espèce  désignée  qui  y  satisferont,  si  on  en 
trouive  de  cette  même  espèce  assujetties  à  de  nouveaux  rap- 
ports qui  entraînent  les  premiers  comme  conséquences  né- 
cessaires. Si  ce  nouveau  problème  est  plus  facile  a  résoudre 
que  le  premier,  la  question  sera  avancée. 

Et  l'on  pourra  même  ne  pas  s'assujettir  à  prendre  pour 
ohjet  delà  recherche  des  choses  de  l'espèce  demandée;  il 
suffira  que  la  connaissance  des  nouvelles  choses  entraîne 
imi3aédiateBE»ent  celle  des  proposées.  Il  sera  alors  indîflerenl 
^  dcierminer  k»  unes  ou  les  autres,  et  l'on  sera  moins 
géoé  pour  la  transformation  de  la  question.  On  aura  ainsi 
faaaené  le  problème  à  un  autre  où  de  nouveaux  rapports 
seront  imposés  à  de  nouvelles  choses. 

Sî  ce  second  problème  ne  peut  être  immédiatement  ré- 
solu., on  cherchera  de  la  même  manière  à  le  ramener  à  un 
iroisîème,^  dont  toute»  les  solutions  en  fourniront  du  second 
coaxrne  celles  du  second  en  (i&upnissaient  du  premier. 

Sî  on  ne  peut  résoudre  immédiatement  ce  troisième,  on 
chexrchera  semblableme»t  à  te  ramener  à  un  quatrième^  et 
aioai  de  suite  ji«squ^à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  problème 
que  l'on  sache  résoudre.  Alors  chacune  de  ses  solutions  en 
v^%  connaître  du>  précédent  ;  chacune  de  cettes-ci  en  fera 
^^'^a^aitre  du  |MrobIiéa>e  qui  précède,  et  en  remontant  ainsi 
Jttscj^'arta-  prenoier  on  voit  que  chaque  solution  du  dernier 
P<^^l)lèiiie  eB  fournit  une  du  proposé. 

Cl«tie  méthode  s'appelle  encore  analyse^  parce  qu^felle 
«aXE^Qje  le  problvine  proposé  à  une  suite  d'autres,  jusqu'à  ce 
que^  l'on  en  trouve  un  qu'on  sache  résoud^re-,  comme,  dans 
■^  ^£fes.di^s  théorèmes,  la  méAode  que  nous  avons  appelée 
«siob^^e  ramène  la  démonstration  du  proposé  à  une  suite 
d  a\iia.es^  jusqu'à  «e  que  1  on  parvienne  à  un  théorème  connu. 
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Cette  identité  de  marche  pour  ces  deux  genres  de  questions 
constitue  une  seule  méthode  qui  ne  pouvait  être  désignée 
que  par  une  seule  dénomination. 

29.  Les  problèmes  que  Ton  substitue  successivement  les 
uns  aux  autres  ne  sont  pas  déterminés  d'une  manière  ab- 
solue^ le  choix  peut  en  être  fait  avec  plus  ou  moins  de  dis- 
cernement, et  quelquefois,  au  lieu  de  se  rapprocher  de  la  so- 
lution du  problème,  ou  pourra  s'en  trouver  plus  éloigné. 
Aussi  nos  méthodes  ne  sont  présentées  que  comme  des 
moyens  de  chercher,  et  non  de  trouver  sûrement.  Elles 
indiquent  comment  on  doit  diriger  ses  tentatives,  mais  sans 
dire  en  quoi  elles  doivent  précisément  consister,  ni  si  elles 
auront  quelque  succès.  Il  ne  faut  pas  s'en  exagérer  la  puis- 
sance ]  mais  on  serait  bien  loin  de  la  vérité  si  on  les  regar- 
dait comme  inutiles. 


Que  les  rapports  substitués  doivent  être  réciproques 
pour  que  la  solution  soit  par/aile. 

30.  Les  rapports  substitués,  comme  nous  l'avons  dit,  à 
ceux  qui  étaient  imposés  aux  choses  demandées,  peuvent 
ne  leur  être  pas  réciproques,  c'est-à-dire  que  des  choses  de 
r espèce  désignée  qui  satisferaient  aux  conditions  imposées, 
pourraient  ne  pas  satisfaire  aux  nouvelles,  qui  ont  seule- 
ment été  choisies  telles,  que  les  choses  qui  y  satisfont,  satis- 
font aussi  aux  proposées.  Dans  ce  cas,  toute  solution  du 
problème  substitué  au  proposé,  serait  bien  la  solution  de 
celui-ci  5  mais  quelques  solutions  de  celui-ci  pourraient  ne 
pas  être  des  solutions  du  nouveau  problème  :  et  par  consé- 
quent, en  résolvant  complètement  ce  dernier,  on  pourrait 
n'avoir  pas  résolu  complètement  le  proposé.  En  effet,  puis-^ 
que  les  rapports  imposés  par  la  question  aux  choses  de- 
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mandées,  et  qui  constituent  les  conditions  du  problème 
proposé,  peuvent  être  satisfaits  sans  que  ceux  du  second  le 
soient,  il  pourrait  donc  y  avoir  des  solutions  du  premier 
qui  ne  le  seraient  pas  du  second,  et  ces  so  lu  fions  seraient 
perriues  si  ton  se  bornait  à  déterminer  celles  du  second. 
Mais  si,  au  contraire,  les  conditions  du  second  problème 
et  celles  du  premier  sont  réciproques,  tout  ce  qui  satisfera 
à  celles  du  premier  satisfera  à  celles  du  second,  et  par  con- 
séquent toutes  les  solutions  du  premier  problème  seront 
des  solutions  du  second.  Si  donc  on  trouve  toutes  ces  der- 
nières, on  ne  perdra  aucune  de  celles  que  l'on  demande,  et  de 
plus,  comme  nous  Tavons  établi  d'abord,  on  n'en  aura  au- 
pume  qui  ne  satisfasse  A  la  question  proposée  ;  d'où  il  résulte 
que  les  solutions  du  premieret  du  second  problème  sont  exac- 
tement les  mêmes.  On  raisonnerait  de  même  pour  les  autres 
pral>lèmes  intermédiaires,  et  par  conséquent  on  peut  énon- 
<^ep  cette  proposition  générale  : 

*S!t  dans  les  problèmes  que  Von  substitue  les  uns  aux 
nutr^es,  en  partant  du  proposé,  les  conditions  de  deux  con- 
séci4tifs  quelconques  sont  réciproques ,  les  solutions  du 
pr&rnier  sont  identiques  a\fec  celles  du  dernier^  et  de  Vun 
q^^dconque  des  autres, 

31.  Dans  ces  raisonnements  nous  avons  supposé,  pour 
plus  de  simplicité,  que  les  choses  demandées  étaient  tou- 
jours l'objet  de  la  recherche  dans  chacun  des  problèmes 
successifs.  Mais,  comme  nous  l'avons  dît  précédemment, 
les  choses  peuvent  changer  de  l'un  à  l'autre  aussi  bien  que 
les  rapports  qui  leur  sont  imposés.  Rien  ne  sera  changé  au 
fond  dans  tous  nos  raisonnements;  seulement,  la  réciprocité 
de  conditions  entre  deux  problèmes  ne  consistera  pas  seule- 
ment dans  la  réciprocité  des  rapports  imposés,  mais  dans 
<*eile  de  ces  rapports   considérés  conjointement  avec  les 
choses  elles-mêmes;  ainsi   nous  dirons  que  les  conditions 
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dedteux  problèmes  sont  réciproques,  lorsque,  connaissant 
des  choses  satisfaisant  aux  rapports  imposés  par  l'un  quel« 
conque  de  ces  problèmes,  les  choses  correspondantes  de 
l'autre  satisfont  aux  conditions  qui  leur  sont  imposées  dans 
eei  antre.  La  conclusion  générale  à  laquelle  nous  étions 
parvenus  subsiste  encore  complètement. 


Remaîtjue  importarUe. 

32.  Lorsqu'un  ensemble  de  conditions  est  réciproque 
d'un  autre,  comme  nous  venons  de  le  supposer  pour  les 
problèmes  substitués  les  uns  aux  aulres,  il  y  a  identité  dans 
les  solutions  fournies  par  les  problèmes  différents  auxquels 
ils  correspondent  Tun  et  l'autre.  Mais  il  ne  serait  pas 
exact  de  dire  que  les  diverses  conditions  de  Fun  et  de 
l'autre  sont  les  mêmes  ^  et,  par  conséquent,  il  ne  le  serait 
pas  non  plus  de  dire  que  la  réunion  de  ces  conditions  est 
identique  à  la  réunion  des  autres,  qui  en  sont  individuelle^ 
ment  différentes.  Cependant,  deux  systèmes  de  conditions 
qui  conduisent  aux  mêmes  solutions,  et  qui  peuvent  être 
indifféremment  substitués  Tun  à  l'autre,  au  point  de  vue 
seulement  des  choses  demandées,  méritent  d'être  désignés 
d'une  manière  spéciale  l'un  par  rapport  à  l'autre.  Nous  les 
appellerons  systèmes  équwalents.  Il  n'y  a  d'identiques  que 
les  choses  mêmes  qui  constituent  les  solutions. 


Cas  où  les  rapports  substitués  seraient  simplement  des 

conséquences  des  proposés. 

33.  Nous  avons  commencé  par  ramener  le  problème 
proposé  à  un  autre  dont  les  conditions  entraînaient  celles  du 
premier,  et  nous  avons  montré  ensuite  que  toutes  les  solu-^ 
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ftiont  do  nouveau  éuieat  certatoement  des  solutions  da 
premier,  mais  qu  elles  pouvaient  ne  pas  les  renfermer 
toutes.  Voyons  maintenant  ce  qui  arriverait  si  Ja  dépen- 
dance eutre  les  conditions  des  deux  problèmes  éiait  in» 
verse,  en  admettant  toujours  que  la  réciprocité  n'aii  pas 
lieu.  Supposons  donc  un  nouveau  problème  dont  les  con- 
ditions soient  simplement  des  conséquences  de  celles  du 
premier;  il  suivra  de  là  que  toute  solution  du  premier  sera 
jsolution  du  second,  puisque  tout  ce  qui  satisfait  aux  condi* 
tions  du  premier  satisfera  nécessairement  à  celles  du  se- 
cond. Mais  toutes  les  solutions  du  second  ne  le  sont  pts 
nécessairement  du  premier,  puisque,  d'après  l'hypothèse, 
il  serait  possible  qu'on  satislit  aux  conditions  du  second 
^ans  satisfaire  à  celles  du  premier.  Le  second  problème  a 
donc  toutes  les  solutions  du  premier,  mais  il  peut  en  avoir 
d^étrangères*  On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  géné- 
rale : 

Sîy  dans  les  problèmes  substitués  les  uns  aux  autres  en 
partant  du  proposé,  les  conditions  de  Vun  quelconque 
sont  des  conséquences  du  précédent,  les  solutions  de  Vun 
quelconque  d* entre  eux  renferment  toutes  celles  du  pro- 
posé, et  peuuent  en  outre  en  renfermer  d^ étrangères» 

34.  Nous  pouvons  résumer  ainsi  qu'il  suit  les  diverses 
jcireons tances  que  présente  la  résolution  des  problèmes  par 
Ja  méthode  analytique;  en  concevant  toujours  que  si  les 
choses  cherchées  dans  les  problèmes  successifs  changent, 
on  considère  les  choses  proposées  qu'elles  déterminent. 

Résumé. 

a  i^  Si,  dans  les  problèmes  auxquels  on  ramène  succes- 
aivementle  proposé,  les  conditions  relatives  k  deuxconsé- 
cmtifis  i^elconques  sont  réciproques,  les  solutions  du  pro- 
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pjosé  et  de  Tun  quelconque  des  autres  sont  complëteioient 
ideiuiques. 

»  n^  Si  les  conditions  relatives  à  Tun  quelconque  de  ces 
problèmes  sont  simplement  des  conséquences  de  celles  dii 
suivant,  toutes  les  solutions  de  Tun  quelconque  sont  des 
solutions  du  proposé,  mais  peuvent  ne  pas  les  renfermer 
toutes. 

»  3**  Si  les  conditions  relatives  à  l'un  quelconque  de  ces 
problèmes  sont  simplement  des  conséquences  de  celles  du 
précédent,  les  solutions  de  l'un  quelconque  renferment 
toutes  celles  du  proposé  et  peuvent  en  renfermer  d'étran- 
gères.  )) 

Si  ces  diverses  circonstances  avaient  lieu  successivement 
dans  la  série  des  problèmes  qu'on  ramène  les  uns  aux 
autres,  il  n'y  aurait  aucune  difficulté  a  appliquer  succes- 
sivement les  conséquences  relatives  à  chaque  cas;  il  serait 
superflu  d'en  dire  davantage  à  ce  sujet. 

Remarques. 

3o.  Nous  avons  dit  que  lorsquW  avait  k  résoudre  un 
problème,  on  pouvait  chercher  à  le  ramener  à  un  autre 
où  l'on  prenait  pour  conditions  des  conséquences  de  celles 
du  premier,  ou  faire  l'inverse,  et  prendre  des  conditions 
entraînant  celles  qui  sont  exigées.  Dans  le  premier  cas,  il 
peut  y  avoir  des  solutions  étrangères  ;  dans  le  second  cas, 
il  peut  y  en  avoir  de  perdues. 

Mais,  tout  en  choisissant  les  conditions  du  nouveau  pro- 
blème à  celui  de  ces  deux  points  de  vue  qui  sera  le  plus 
commode,  il  peut  bien  arriver  que  la  réciprocité  ait  lieu, 
et  il  faudra  toujours  s'assurer  si  cela  est;  car  alors  les  solu- 
tions d^s  deux  problèmes  sont  identiques,  et  aucune  dis- 
cussion n'est  nécessaire  pour  mettre  de  côté  celles  qui  sont 
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etraxigèrcs,  oudécouvrir  celles  qui  manquent.  Malheureuse- 
ment)  il  en  est  souvent  autrement;  et  quand  on  ne  peut  se 

dispenser  de  subir  F  un  ou  l'autre  inconvénient,  il  faut  au 

moins  ne  pas  Tignorer. 

Décomposition  de  la  question. 

HG,  Lorsqu'il  arrivera  que  la  question,  de  quelque  genre 
qu^elle  soit,  puisse  être  décomposée  en  plusieurs  autres, 
susceptibles  d'être  traitées  indépendamment  les  unes  des 
autres,  il  est  évident  que  la  première  réduction  à  faire  sera 
de  substituer  ces  questions  partielles  à  la  proposée  :  on  aura 
ainsi  ramené  cette  dernière  à  d'autres  plus  simples.  Et 
même, si  ces  questions  partielles  ne  sont  pas  indépendantes, 
et  ne  peuvent  être  traitées  isolément,  il  y  aura  encore 
avantage  à  faire  la  décomposition,  parce  qu'il  sera  géné- 
ralement plus  facile  de  ramener  ces  questions  déjà  plus 
siinples  à  d'autres  plus  simples  encore,  que  de  faire  la  ré- 
duction sur  la  proposée,  qui  est  plus  compliquée  puisqu'elle 
les  i^enferme  toutes. 

L*si  décomposition  delà  question  en  plusieurs  autres,  est 
dono  la  première  réduction  à  faire  quand  elle  est  possible, 
et  Oela  est  si  naturel,  qu'il  est  presque  superflu  d'en  avertir. 

Observation, 

.  Nous  avons  donné  le  nom  de  problème  à  toute 
question  où  l'on  indique  le  résultat  qu'on  veut  obtenir,  et 
ou  X*on  demande  les  moyens  d'y  parvenir.  Dans  cette  défi- 
nition  générale  sont  renfermées  les  questions  où  l'on  pro- 
F>*^  de  déterminer  des  choses  de  nature  désignée,  ayant 
des  x^apports  indiqués  avec  des  choses  données  ;  et  l'on  peut 
mèixxe  dire  que  ces  dernières  renferment  toutes  les  autres, 
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^rce  que,  de  quelque  manière  qu'on  exprime  le  résultai 
•demande,  il  pourra  toujours  se  ramener  à  la  détermination 
«d&rMioses  d'une  nature  déterminée.  Si  cependant  on  tenait 
à  Hes^ter  dans  ces  termes  moins  précis  »  et  en  apparence  plus- 
^ënéraux,  il  n'y  aurait  que  les  expressions  à  changer  dans- 
tout  «œ  qui  précède.  Au  lieu  de  dire  qu'on  substitue  à  la 
redlfiercbe  de  la  chose  demandée  celle  d'une  autre  chose 
•d'om  on  déduira  celle-ci,  on  dirait  qu'au  Jieu  du  résultat 
demandé  on  cherche  à  en  obtenir  un  dont  celui-ci  se  dé- 
duira, et  ainsi  de  suite.  La  méthode  consistera  toujours  à 
partir  soit  du  résultat,  soit  de  la  chose  qu'on  demande,  en 
un  mol  de  la  fin  qu'on  se  propose,  et  de  lui  en  substituer 
une  plus  facile,  et  qui  entraînera  celle-ci  par  des  moyens 
connus. 


CHAPITRE  VI. 

DE  LA  SYNTHÈSE. 


38.  La  synthèse  ne  difTère  de  l'analyse  que  par  le  ren- 
versement de  l'ordre  des  théorèmes  ou  problèmes,  terminés 
d'ujne  part  au  proposé  et  de  Tautre  à  quelque  chose  de 
connu.  Considérons  successivement  ces  deux  genres  de 
questions. 

Démonstration  des  théorèmes  par  la  méthode  synthétique. 

39.  Cette  méthode  consiste  à  partir  de  propositions  re- 
connues vraies,  à  en  déduire  d'autres  comme  conséquences 
ïJécessaires,  de  celles-ci  de  nouvelles,  et  ainsi  de  suite  jus- 
9^  à  ce  que  l'on  parvienne  à  la  proposée,  qui  se  trouve 
^'ors  reconnue  elle-même  comme  vraie.  Elle  n'est  donc 
^u Ire  chose  qu'une  méthode  de  déduction.  D'où  l'on  voit 
9*^6  si  l'on  connaissait  la  démonstration  analytique  d'un 
tnéorème,  on  en  obtiendrait  immédiatement  la  démonstra- 
"on  synthétique  en  renversant  Tordre  des  propositions. 

Observations  sur  cette  méthode. 

40.  Si  l'on  qheréhe  une  démonstration  d'un  théorème 

^Ooncé,  et  que  pour  cela  on  se  propose  d'en  faire,  suivant 

^    tuéthode  synthétique,  la  dernière  conséquence  d'une 

^^Ue  de  théorèmes  déduits  les  uns  des  autres  en  partant  de 

Propositions   admises,  la  difficulté  sera  de  choisir  celles 

^^  il  convient  de, prendre  pour  ppint  de  départ  et  pour  con- 

4- 
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j^quences.  Et  si  rien  ne  les  désigne  et  qu'on  les  prenne  au 
hasard,  on  pourra  faire  un  nombre  indéfini  d'essais  infruc- 
tueux, et  un  pareil  procédé  ne  mériterait  pas  le  nom  de 
méthode. 

Mais  s'il  s'agit  seulement  de  communiquer  aux  autres 
une  démonstration  que  Ton  connaît,  on  saura  de  quelle 
proposition  admise  il  faut  partir,  et  quelles  sont  celles  qu'on 
en  doit  déduire  successivement  jusqu'à  celle  qui  est  à  dé- 
montrer. Le  seul  inconvénient,  dans  ce  cas,  consiste  en  ce 
que  celui  qu'on  instruit  est  conduit  en  quelque  sorte  à  l'a- 
veugle, et  sans  se  rendre  compte  si  les  pas  qu'on  lui  fait 
faire  le  rapprochent  ou  l'éloignent  de  son  but. 

41.  Comparons,  dans  ces  deux  cas,  la  synthèse  à  l'a- 
nalyse. 

1°  Supposons  d'abord  le  cas  où  l'on  veut  trouver  la  dé- 
monstration d'une  proposition  énoncée.  La  marche  analy- 
tique consiste  à  la  ramener  à  une  autre  dont  elle  soit  la 
conséquence;  il  y  a  bien  là  quelque  incertitude,  mais  le 
point  de  départ  est  connu.  Après  ce  premier  pas  on  en  fait 
un  second  semblable,  eu  partant  de  la  proposition  détermi- 
née que  l'on  vient  d'obtenir;  et  on  continue  ainsi  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  ramené  à  une  proposition  connue.  On  pourra  sans 
doute  n'y  jamais  parvenir;  mais  à  chaque  réduction  que 
Ton  tente,  on  sait  de  quelle  proposition  l'on  doit  partir  pour 
en  chercher  une  dont  elle  se  déduirait. 

Par  la  méthode  synthétique,  au  contraire,  on  ne  sait  par 
où  l'on  doit  commencer,  ni  quelles  conséquences  tirer,  à 
moins  que  l'on  n'ait  aperçu  une  certaine  liaison  entre  des 
propositions  admises  et  celle  qu'on  veut  démontrer,  auquel 
cas  on  aurait  plus  ou  moins  complètement  suivi  la  marche 
analytique. 

2**  S'il  s'agissait  seulement  de  communiquer  aux  autres 
une  démonstration  que  l'on  connaît,  l'analyse  leur  oflFre- 
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toujours  Tavantage  d'un  point  de  départ  assuré  qui  est  le 
théorème  proposé;  et  l'on  saisît  à  peu  près  aussi  facile- 
ment la  réduclion  de  chacun  de  ceux  qu'on  considère  à  ce- 
lai dont  il  serait  la  conséquence,  que  les  déductions  succes- 
sives que  présente  la  synthèse.  Il  reste  donc  à  celte  dernière 
le  grave  Inconvénient  de  ne  pas  donner  la  raison  qui  a  fait 
choisir  le  point  de  départ,  ainsi  que  chacune  des  consé- 
quences successives  ;  la  mémoire  y  joue  un  grand  rôle  :  on 
apprend  plus  difficilement,  et  on  retient  moins  bien.  Ce 
n'est  pas  à  dire  pour  cela  qu'on  doive  toujours  préférer  la 
marche  analytique.  Il  est  souvent  plus  simple  de  déduire 
que  de  ramener  une  proposition  à  une  autre  dont  elle  se 
déduise.  On  pourra  donc  quelquefois,  soit  au  commence- 
ment, soit  dans  le  courant  d'une  d  é  mou  s  t  ration,  poser  des 
propositions  vraies  dont  rien  ne  montre  la  liaison  avec 
celles  auxquelles  on  a  été  ramené,  puis  en  déduire  des  con- 
séquences qui  conduisent  au  but  plus  promptemciit,  quoi- 
que par  une  route  moins  éclairée.  L'art  consiste  à  em- 
ployer le  mieux  possible  les  deux  méthodes,  sans  s'attacher 
exclusivement  à  l'une  ou  à  l'autre;  et  il  ne  faut  pas  perdre 
de  vue  que,  n'ayant  d'autre  objet  que  d'aider  l'esprit  bu- 
main,  elles  doivent  se  plier  un  peu  à  ses  faiblesses,  et  le  re- 
buter le  moins  possible. 

Résolution  des  problèmes  par  la  méthode  synthétique. 

42.  Par  la  méthode  analytique  on  ramène  le  problème 
proposé  à  un  second,  celui-ci  à  un  troisième,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  un  problème  qu'on 
sache  résoudre.  La  méthode  synthétique,  au  contraire,  con- 
siste, à  partir  de  ce  dernier,  à  déduire  de  sa  solution  celle 
de  l'avant-dernier,  de  celle-ci  celle  du  précédent,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  proposé  dont  on  obtient 
ainsi  la  solution. 
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Observations  sur  cette  méthode. 

43.  Si  l'on  a  pour  but  de  communiquer  aux  autres  la 
solution  qu'on  connaît  d'un  problème,  on  peut  suivre  cette 
marche ,  parce  que  Ton  sait  de  quel  problème  connu  il 
convient  de  partir  pour  déduire  de  sa  solution  celle  de  tou^ 
les  intermédiaires  successifs  jusqu'au  proposé.  Il  y  aura 
seulement  cet  inconvénient  pour  celui  qui  apprend,  que, 
n'apercevant  aucune  liaison  entre  le  point  de  départ  et  le 
but,  il  marche  à  l'aveugle  jusqu'à  ce  qu'il  Tait  atteint. 

La  solution  analytique,  au  contraire,  est  plus  facile  à 
suivre,  parce  que  Ton  voit  la  liaison  qui  existe  entre  la  chose 
cherchée  et  celles  auxquelles  on  la  ramène  successivement. 

Mais  si,  au  lieu  d'avoir  à  communiquer  une  solution 
connue,  on  se  propose  de  découvrir  la  solution  d'un  pro- 
blème, la  méthode  synthétique  serait  tout  à  fait  déri-* 
soire,  puisque  l'on  ne  saurait  de  quel  problème  connu  il 
faudrait  partir  pour  en  déduire  la  solution  du  proposé.  On 
pourrait  faire  une  multitude  d'essais  infructueux,  et  le  ha- 
sard seul  conduirait  au  but,  à  moins  cependant  qu'on  n'a- 
perçût  une  certaine  dépendance  éloignée  entre  le  problème 
d'où  l'on  part  et  le  proposé;  et  alors  ce  serait  simplement 
une  analyse  imparfaite. 

La  marche  synthétique  n'est  donc  pas  une  marche  propre 
à  la  découverte  de  la  solution  d'un  problème  proposé.  Elle 
ne  pourrait  faire  découvrir  que  les  solutions  de  problèmes 
non  désignés  d'avance.  Elle  servirait  bien  de  celte  manière 
à  faire  connaître  des  solutions  de  questions  qu'on  ne  se 
proposait  pas;  mais  quand  le  problème  est  précisé,  il  n'y  a 
que  la  méthode  analytique  qui  puisse  être  sérieusement 
employée,  quoiqu'elle  n'offre  cependant  aucune  certitude 
de  vsuccès. 


CHAPITRE  VII. 

REMARQUES  DIVERSES  SUR  CES  MÉTHODES. 


Emploi  aliernatifde  V  analyse  et  de  la  synthèse. 

44.  Il  arrive  souvent,  comme  nous  l'avons  déjà  dît,  que, 
dans  la  solution  d'un  problème,  on  emploie  successivement 
les  deux  méthodes.  Pour  avoir  plus  de  probabilité  qu'en 
partant  des  conditions  connues  de  ce  problème  on  le  ra- 
mènera à  un  autre  dont  la  solution  soit  connue ,  il  peut  être 
bon  de  déduire  de  propositions  connues  les  solutions  de 
(fuestions  offrant  plus  ou  moins  d'apalogie  avec  la  propo- 
sée, et  donnant  quelque  chance  qu'on  puisse  les  rencontrer 
<?n  partant  de  celle-ci,  auquel  cas  elle  serait  résolue.  Et 
cette  double  marché,  qui  peut  être  bonne  pour  Tinvention, 
peut,  k  plus  forte  raison,  être  employée  avantageusement 
pour  l'exposition  de  la  solution  découverte. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidemment  à  la 
démonstration  de  théorèmes  énoncés. 

Cas  où  la  déduction  serait  la  marche  d'invention. 

45.  Si,  dans  un  système  de  choses,  on  demande  de  pas- 
ser d*un  état  connu  à  un  état  inconnu,  à  intervalle  dési- 

—       .  ,  .••■  .1..  7. 

gaé  du  premier,  la  marche  du  système  étant  assujettie  à 
des  lois  données,  tous  les  états  par  lesquels  passe  le  système 
sont  des  conséquences  les  unes  des  autres  d'après  ces  lois 
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connues  ;  la  méthode  de  déduction  est  donc  celle  qui  se 
présente  naturellement  pour  passer  de  l'état  primitif  k 
celui  qu'on  demande.  Mais  l'application  de  ces  lois  peut 
être  quelquefois  difficile,  et  certaines  parties  de  la  solu- 
tion pourront  être  traitées  avec  avantage  par  la  méthode 
analytique.  C'est  surtout  dans  les  questions  relatives  aux 
phénomènes  naturels  que  ces  circonstances  peuvent  se  ren- 
contrer, et  nous  en  offrirons  des  exemples  dans  la  seconde 
Partie  de  cet  Ouvrage. 

application  de  ianaljse  et  de  la  synthèse  à  des  questions 

tirées  de  la  vie  ordinaire. 

46.  Ce  n'est  pas  seulement  dans  les  sciences  de  raison- 
nement que  se  trouve  l'application  de  ces  méthodes  \  on 
la  rencontre  à  chaque  instant  dans  les  questions  les  plus 
ordinaires  de  la  vie.  Quelque  chose  que  Ton  se  propose, 
on  se  demande  nécessairement  quelle  est  celle  qu'il  faut 
faire  auparavant  et  qui  conduira  à  la  proposée.  Si  cette  nou- 
velle chose  ne  peut  se  faire  immédiatement,  on  cherche  de 
laquelle  elle  dépend,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
trouvé  celle  par  laquelle  il  faut  commencer.  Connaissant 
alors  le  point  de  départ,  on  n'a  plus  qu'à  faire  successive- 
ment toutes  ces  choses  dans  l'ordre  inverse  de  celui  où  on 
les  a  découvertes.  De  cette  manière  on  a  fait  d'abord  de 
l'analyse,  puis  de  la  synthèse.  Et  ce  ne  sera  que  dans  des 
cas  très-rares  que  l'analyse  consistera  à  décomposer  la  chose 
proposée  en  ses  parties  constituantes,  pour  les  réunir  en- 
suite et  former  cette  chose.  En  général,  elle  est  ramenée  à 
une  autre  qui  n'en  est  point  une  partie,  et  qui  s'est  ra- 
menée à  une  nouvelle,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  parvenu  à  une  chose  que  l'on  ait  pu  faire  immédia- 
tement. 
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Il  semble  bien  înulile  d'en  citer  des  exemples.  Chacun 
peut  s'en  proposer,  en  les  tirant  des  détails  les  plus  hum- 
bles de  la  vie  domestique,  aussi  bien  que  des  questions  les 
plus  graves  de  la  vie  politique  ou  civile. 

Chacune  des  questions,  quelquefois  très-compliquées,  par 
lesquelles  on  est  passé  dans  une  première  analyse,  peut 
demander  elle-même  une  analyse  spéciale,  à  laquelle  on 
aura  recours  après  l'analyse  générale  de  la  question. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  celui  qui 
se  propose  souvent  la  même  question  n'a  besoin  d'en  faire 
l'analyse  qu'une  seule  fois,  pourvu  qu'il  retienne  l'ordre 
dans  lequel  les  questions  se  suivent  dans  la  marche  synthé- 
tique de  Texécution.  Cela  peut  même  devenir  tellement 
familier,  qu'on  en  vienne  à  se  figurer  à  tort  que  la  question 
n'a  jamais  eu  besoin  de  la  solution  analytique. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ce  point.  Mais  nous 
avons  cru  qu'il  n'était  pas  au-dessous  de  la  dignité  du  su- 
jet (laissant  au  lecteur  le  choix  facile  des  exemples)  d'in- 
sister sur  ce  point,  que  les  méthodes  de  raisonnement  ne 
s'appliquent  pas  seulement  aux  recherches  profondes  et 
abstraites,  mais  qu'elles  sont  faites  pour  venir  en  aide  à 
l'homme  dans  sa  vie  de  tous  les  jours  ]  qu'elles  sont  au 
service  de  l'ignorant  aussi  bien  que  du  savant,  et  que  l'es- 
prit humain  procède  de  la  même  manière  dans  les  ques- 
tions les  plus  humbles  et  dans  les  plus  transcendantes. 


CHAPITRE  VIII. 

COBIMENT  ON  DÉMONTRE  LA  FAUSSETÉ  D'UNE  PROPOSITION. 


47.  Toutes  les  conséquences  nécessaires  de  propositions 
vraies  sont  vraies^  et  les  conséquences  de  propositions 
fausses  peuvent  aussi  quelquefois  être  vraies.  Si  donc,  en 
parlant  d'une  certaine  proposition,  ou,  en  d^ autres  termes, 
en  Tadmettant,  on  en  déduit  une  suite  de  conséquences  né- 
cessaires qui  soient  toutes  des  propositions  vraies,  on  n'a 
nullement  le  droit  d'en  conclure  que  la  première  le  soit. 
Mais  si  dans  cette  suite  de  propositions  déduites  on  en  re- 
connaît une  fausse,  on  peut  affirmer  que  la  première  Test 
aussi  ;  car  si  elle  était  vraie,  elle  n'aurait  conduit  qu'à  des 
conséquences  vraies. 

Si  donc  on  a  à  démontrer  la  fausseté  d'une  proposition 
qui  ne  se  présente  pas  immédiatement  comme  incompa- 
tible avec  d'autres  reconnues  vraies,  il  suffit  d'en  tirer  des 
conséquences  nécessaires  qui  finissent  par  conduire  à  une 
proposition  dont  la  fausseté  soit  évidente.  Et  il  n'est 
même  pas  nécessaire  d'obtenir  ainsi  une  proposition  re- 
connue fausse,  il  suffit  d'en  obtenir  une  qui  soit  incom- 
patible soit  avec  la  première,  soit  avec  une  quelconque  de 
celles  qu'on  en  a  déduites.  Car  si  la  première  était  vraie, 
toutes  celles  qu'on  en  a  déduites  le  seraient,  et  n'offriraient, 
par  conséquent,  aucune  incompatibilité.  On  peut  donc 
énoncer  la  règle  suivante  : 

Pour  démontrer  la  fausseté  (Tune  proposition^  il  suffit 
défaire  voir  quen  V  admettant  on  en  déduit  par  des  rai^ 
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sonnements  justes  une  pmposit ion  fausse^  ou  incompatible 

at^ec  Vune  des  précédentes. 

Et  Ton  peut  remarquer  que  cette  marche  est  analytique^ 
puisqu'elle  prend  pour  point  de  départ  la  proposition  en 
question,  et  qu'elle  conduit  à  la  dernière  par  des  consé- 
quences nécessaires. 

Comment  on  reconnaît  si  une  proposition  énoncée 

est  vraie  ou  fausse. 

48.  Pour  reconnaître  si  une  proposition  est  vraie,  on 
procédera  comme  si  on  voulait  prouver  qu'elle  Test  5  et  si 
l'on  y  parvient,  la  question  sera  décidée.  Si  Ton  ne  peut 
réussir  à  la  déduire  de  propositions  reconnues  vraies,  on 
n'a  rien  à  en  conclure  \  on  n'a  fait  preuve  que  d'impuis- 
sance. 

On  essayera  alors  de  reconnaître  si  elle  est  fausse,  et  l'on 
procédera  comme  si  l'on  voulait  prouver  qu'elle  l'est  :  c'est- 
à-dîre  que  l'on  cherchera  k  en  déduire  comme  conséquence 
nécessaire  quelque  proposition  fausse.  Si  Ton  y  parvient, 
'3  question  sera  décidée;  mais  si  l'on  n'y  parvient  pas,  on 
''estera  dans  le  doute. 

On  voit  donc  que  pour  reconnaître  si  une  proposition 
est  vraie  ou  fausse,  on  est  ramené  aux  questions  déjà  traitées, 
q^î  ont  pour  objet  de  démontrer  la  vérité  ou  la  fausseté 
dxxue  proposition. 


CHAPITRE  IX. 

MÉTHODE  DE  DÉMONSTRATION  PAR  LA  CONSIDÉRATION 
DES  PROPOSITIONS  CONTRADICTOIRES,  OU  MÉTHODE 
DE  RÉDUCTION  A  L'ABSURDE. 


49.  Deux  propositions,  dont  chacune  est  la  simple  néga- 
lion  de  l'autre,  sont  ce  que  nous  avons  appelé  contradic- 
toires; et,  par  conséquent,  comme  nous  l'avons  remarqué, 
la  vérité  de  Tune  quelconque  des  deux  entraine  la  fausseté 
de  l'autre,  et  réciproquement. 

Il  résulte  de  cette  remarque  une  méthode  indirecte  pour 
démontrer  la  vérité  d'une  proposition,  et  qui  consiste  à  en 
considérer  la  contradictoire  et  en  démontrer  la  fausseté.  Le 
plus  ordinairement,  comme  nous  l'avons  dit  précédem- 
ment, cette  proposition  contradictoire  renfermera  plu- 
sieurs cas  différents  ;  et  pour  qu'elle  soit  démontrée  fausse, 
il  faut  que  chacun  de  ces  cas  le  soit  :  car  si  un  seul  était 
vrai,  la  proposée  ne  le  serait  pas.  On  les  considérera  donc 
chacun  successivement^  et  suivant  la  méthode  donnée  pour 
la  démonstration  de  la  fausseté,  on  fera  voir  que  chacune 
de  ces  propositions  étant  admise  conduit,  par  des  raison- 
nements justes,  à  des  conclusions,  soit  absurdes  en  elles- 
mêmes,  soit  contradictoires  avec  l'hypothèse  ou  avec  Tune 
de  ses  conséquences. 

Ce  procédé  détourné,  mais  souvent  utile,  se  nomme  ré- 
duction à  V absurde. 

Elle  a  été  beaucoup  employée  par  les  anciens  géomètres, 
auxquels  les  sophistes  ne  permettaient  pas  les  hardiesses  de 
raisonnement  que  prenenl  si  légitimement  les  modernes. 
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Remarque.  —  11  est  inutile  de  dire  qu'on  prouverait  la 
fausseté  d'une  proposition  parla  vérité  de  la  contradictoire. 
Mais  les  cas  où  ce  serait  avantageux  sont  bien  rares,  et 
quand  on  a  à  prouver  la  fausseté  d*une  proposition,  c'est 
presque  toujours  au  contraire  pour  prouver  la  vérité  de  la 
contradictoire. 

Actuellement,  que  nous  avons  développé  notre  doctrine 
et  exposé  nos  méthodes  de  raisonnement,  nous  croyons  in- 
dispensable de  discuter  rapidement  celles  qui  les  ont  pré- 
cédées, et  dont  quelques-unes  sont  l'origine  et  la  base  des 
nôtres» 


CHAPITRE  X. 

EiE  L'ANALYSE  ET  DE  LA  SYNTHÈSE  CHEZ  LES  ANCIENS. 


50.  Après  avoir  expose  avec  détail  la  oramère  dont  nous 
entendons  ces  mélliodes,  il  est  utile  de  faire  connaître 
exactement  ce  qu'elles  ont  été  avant  nous. 

On  trouve  dans  le  treizième  livre  des  Eléments  d'Eu- 
clide  les  définitions  suivantes  de  l'analyse  et  de  la  syn- 
thèse. 

«  Qu'est-ce  que  l'analyse  et  qu'est-ce  que  la  synthèse? 

n  L'analyse  est  l'admission  de  la  chose  cherchée  comme 
accordée,  pour  en  déduire  des  conséquences  qui  conduisent 
à  quelque  vérité  accordée. 

»  La  synthèse  au  contraire  consiste  à  partir  de  choses 
accordées,  et  à  en  déduire  des  conséquences  qui  conduisent 
à  la  connaissance  de  la  chose  cherchée.   » 

81 .  Pour  donner  une  idée  plus  complète  de  la  maniè'*^ 
dont  les  anciens  entendaient  ces  deux  méthodes,  nous  cite- 
rons le  passage  suivant,  qui  commence  le  septième  livre  des 
Collections  mathématiques  de  Pappus  d'Alexandrie,  tra- 
duites en  latin  par  Halley  : 

«  Locus  de  resolulione  inscriptus,  Hermodore  fili,  ut 
»  paucis  dicam,  propria  qusedam  est  materia  in  eorum 
»  usum  designata,  qui  perceptis  communibus  démentis,  în 
»  Geomelrià  facultatem  sibi  comparare  desiderant  investi- 
»  gandi  solutiones  propositorum  problematum^  et  in  hune 
))  finem  solummodo  utilis.  Traditur  autem  à  tribus  vi ris,  Eu- 
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»  cHde  nenipè  Elementorum  «crîptore,  ApoUonio  Pergaeo  et 
»  Aristseo  senîore.  Procedit  verà  per  modum  resolutionis  et 
))  cômposilionis.  Resolaiio  autcm  est  melhodus  epsA  k  quae- 
D  sito  quasi  jam  coDcesso,  per  ea  quœ  deindè  eonsequuntur 
»  ad  conclusionem  aliquam,  cujus  ope  compositio  fiât,  per- 
))  ducamur.  In  resolutione  enim,  quod  quseritur  ut  jam  fac- 
»  tum  supponentes,  ex  quo  antécédente  hoc  consequatnr 
»  expendimus  ;  iterùmque  quodnam  fuerit  ejus  antecedens ; 
»  atque  îta  deinceps,  usque  dùm  in  hune  modum  regre- 
»  dientes,  in  aliquid  jam  cognitum,  locoque  principii  ha- 
»  bitum,  incidamus.  Atque  hic  processus  Analysis  vocatur, 
»  quasi  dicas,  inversa  solutîo.  E  contrario  autem  in  com* 
»  positione,  cognitum  illud,  in  resolutione  ultimo  loco  ac- 
»  quisitum^  ut  jam  factiim  prœmittentes  ;  et  quse  ibi  conse- 
»  quentia  erant,  hic  ut  antecedentia  naturali  ordine 
»  disponentes,  aque  inter  se  conferentes,  tandem  ad  con- 
»  structionem  quœsiti  pervenimus.  Hoc  autem  vocamu» 
»  Synthesin, 

))  Duplex  autem  est  aualyseos  genus  :  vel  enim  est  veri 
»  indagatrix,  dichurque  theoj^tica;  vel  propositi  investiga- 
»  trix,  acproblematica\ocaiinT. 

»  In  theoretico  autem  génère,  quod  quaeritur  rêvera  ita 
»  se  habere  supponentes ,  ac  deindè  per  ea  quœ  conse- 
9  quuntùr,  quasi  vera  sint  (ut  sunt  ex  hypotbesi)  argu- 
-»  mentantes,  ad  evidentem  aliquam  propositionem  proce* 
M  dimus.  Jam  si  conclusio  ista  vera  sit,  vera  quoque  est 
»  propositio  de  quâ  quseritur;  ac  demonstratio  reciprocè 
»  respondet  analysi.  Si  verô  in  falsam  conclusionem  inci- 
»  damus,  falsum  quoque  erit  de  quo  quœritur. 

»  In  problematico  verô  génère,  quod  proponitur  ut  jam 
»  cognitum  sistentes,  iper  ea  quse  exindè  eonsequuntur, 
»   tafnquam  vera,  perducimur  ad  conclusionem  aliquam; 

)»  quod  si  conclusio  ista  possibilis  sit,  ac  Tropiavft^  quod  ma- 
y>  thematici  ^^tum  appellant,  possibile  quoque  erit  quod 
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»  proponitur,  et  hic  quoquc  demonstratio  reciprocè  res- 
»  pondebit  analysi.  Si  verô  incidamus  in  conclusionem  im- 
»  possibilem,  erit  etiam  problema  impossibile.  Dioriâmus 
»  autera,  sivedeierminatio^  esl  quà  discernitur  quibus  con- 
»  ditionibus  quoique  modis  problema  effici  possit. 

»  Atque  bsec  de  resolutione  et  composilione  dicta 
n  suDlo.   » 

52.  Ce  remarquable  passage  de  Pappus  peut  être  traduit 
de  la  manière  suivante  : 

((  Le  lieu  appelé  avaXvojULîvo;^  6  mon  (ils  Hermodore, 
est,  pour  parler  sommairement,  une  certaine  matière  qui 
vient  après  rétablissement  des  élénieuts  ordinaires,  et  est 
destinée  à  ceux  qui  veulent  acquérir  de  la  force  pour  dé- 
couvrir la  solution  des  problèmes  de  Géométrie  qui  peuvent 
leur  être  proposés;  c^est  dans  ce  but  unique  qu'elle  a  été 
créée.  Trois  géomètres  ont  écrit  sur  ce  sujet  :  Euclide, 
l'auteur  des  Éléments ^  Apollonius  de  Perge,  et  le  vieux 
Aristée.  On  y  procède  par  analyse  et  par  synthèse, 

»  L'analyse  est  la  ix>ute  qui  part  de  ce  qu'on  cherche, 
comme  si  c'était  accordé,  et  conduit,  parles  conséquences 
qu'on  en  tire,  à  quelque  chose  qui  soit  réellement  accordé. 

)>  Dans  l'analyse,  supposant  faite  la  chose  demandée, 
nous  cherchons  de  quelle  autre  elle  se  déduirait,  et  de 
même  de  laquelle  se  déduirait  cette  dernière,  jusqu'à  ce 
que  par  celle  marche  rétrograde  nous  rencontrions  quelque 
chose  de  connu,  ou  rangé  parmi  les  principes.  Et  nous  don- 
nons à  cette  marche  le  nom d* analyse  (résolution),  comme 
pour  dire  solution  en  sens  im^erse. 

»  Dans  la  synthèse,   au  contraire,   admettant  comme 
faite  la  dernière  chose  à  laquelle  l'analyse  avait  conduit,  et 
disposant  suivant  l'ordre  naturel  les  choses  qui  se  précéde- 
ront ici,  et  qui  se  suivaient  au  contraire  dans  l'analyse,  on^ 
parvient  enfin  à  la  construction. 
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»  II  y  a  deux  genres  d* analyse  :  Tun  a  pour  objet  la  dé- 
monstration delà  vérité,  et  se  nomme  théorétique;Vsiu{rCj 
Texécution  d'une  chose  proposée,  et  se  nomme  probléma^ 
tique, 

))  Dans  le  genre  théoréiique^  supposant  vraie  la  chose 
en  question,  et  regardant  comme  vraies  les  conséquences 
qui  s'en  déduisent,  comme  elles  le  sont  en  cfTet  d'après 
l'hypolhèse,  nous  avançons  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions 
à  quelque  chose  de  connu.  Si  cette  chose  est  vraie,  la  pro- 
posée le  sera  aussi*,  et  la  démonstration  se  fera  en  sens 
inverse  de  Panalyse.  Mais  si  nous  sommes  parvenus  à  une 
chose  reconnue  fausse,  la  proposée  sera  fausse  elle-même. 
Dans  le  genre  problématique,  nous  regardons  comme 
exécuté  ce  qui  est  proposé*,  et  en  suivant  les  conséquences 
quien  résultent,  nous  tachons  de  parvenir  à  quelque  chose 
qui  soit  connu.  Si  celte  chose  est  possible  et  exécutable,  ce 
que  les  géomètres  appellent  donnée^  la  proposée  le  sera 
^ussi,  et  la  démonstration  s'en  fera  en  sens  inverse  de  l'ana- 
lyse. Mais  si  la  chose  à  laquelle  nous  sommes  parvenus  est 
reconnue  impossible,  le  problème  sera  impossible  lui- 
inème.  La  détermination  est  la  discussion  qui  apprend 
qnand,  comment,  et  de  combien  de  manières  le  problème 
est  possible. 

»  C'est  là  ce  que  nous  avions  à  dire  sur  l'analyse  et  la 
synthèse.  » 


ŒAPITRE  XI. 

OBSERVATIONS  SUR  L'ANALYSE  DES  ANGENS. 


De  la  méthode  analytique  d* après  Euclide. 

53.  D'après  la  définitioa  qu'Euclide  donne  de  Taiialyse, 
oa  doit  comprendre  qu  il  regarde  une  proposition  comme 
démontrée  lorsque  Ton  est  parvenu  à  en  déduire  comme 
conséquence  nécessaire  une  proposition  reconnue  vraie.  Le^ 
exemples  qu'il  présente  pour  la  faire  comprendre  cou^ 
firment  entièrement  cette  opinion;  car  lorsqu'en  partant 
de  la  proposition  à  démontrer,  il  parvient  par  des  déduc- 
tions çxactes  à  une  vérité  connue,  il  se  borne  à  dire  :  Or  cela 
est;  et  il  s^arrète  sans  prendre  la  peine  de  conclure.  U  re- 
garde donc  comme  évident  que  dès  qu^l  est  arrivé  à  quelque 
conséquence  vraie,  la  proposition  d'où  il  est  parti  Test 
aussi.  S'il  en  est  ainsi,  sa  méthode  est  défectueuse,  puisque 
nous  avons  établi  que  des  propositions  fausses  pouvaient 
conduire  à  des  conséquences  vraies.  Il  faut  qu'il  ait  ignoré 
qu'Aristote  avait  mis  cela  hors  de  doute. 


De  la  méthode  analytique  d  après  Pappus. 

54.  Pappus  commence  pay  définir  Tanalyse  comme  Eu- 
clide,  puisqu'il  dit  que  c'est  la  route  qui  part  de  ce  qu*or 
cherche  comme  si  c  était  accordé,  et  conduit,  par  les  con- 
séquences quon  en  tire,  à  quelque  chose  qui  soit  réelle- 
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nient  (iccordé.  Mais  ce  qui   suit  porterait  à  croire  qu'il 
l'entend  autrement.  Il  continue  en  effet  en  ces  termes  : 

Dans  V analyse^  supposant  faite  la  chose  demandéey 
nous  cherchons  de  quelle  autre  elle  se  déduirait^  et  de 
même  de  laquelle  se  déduirait  cette  dernière ,  etc. 

Dans  ce  passage,  la  méthode  est  bien  présentée.  Lequel 
des  deux  exprime  la  vraie  pensée  de  Pappus?  Ce  sont  les 
développements  qui  suivent  qui  pourront  conduire  à  se  faire 
une  opinion  à  cet  égard.  Examinons  d'abord  ce  qu'il  dit  de 
l'analyse  théorétique  qui  a  pour  objet  la  démonstration  de 
la  vérité. 

«  Dans  le  genre  théorétique^  dit-il,  supposant  vraie  la 
chose  en  question,  et  regardant  comme  vraies  les  choses 
qui s^ en  déduisent^  nous  av^ançons  jusqu  à  ce  que  nous  par- 
ifenions  à  quelque  chose  de  connu.  Si  cette  chose  est  vraie ^ 
la  proposée  le  sera  aussi^  et  la  démonstration  se  fera  en 
sens  inverse  de  V analyse.  Mais  si  nous  sommes  parvenus 
à  une  chose  reconnue  fausse,  la  proposition  sera  fausse 
elle-même.  » 

Ici  il  n'y  a  plus  de  doute,  la  méthode  est  la  même  que 
celle  d'Euclide,  ^tpar  conséquent  défectueuse.  Mais  il  est  à 
remarquer  qu'il  ne  regarde  pas  la  démonstration  comme 
faite  pçir  l'analyse,  quoiqu'il  dise  que  la  proposition  d*où 
Voik  part  est  vraie  si  elle  a  conduit  à  quelque  chose  de  vrai; 
il  çxîge  que  la  démonstration  se  fasse  synthétiquement  en 
partant  de  la  proposition  vraie  où  s'arrête  l'analyse.  Ce 
double  procédé  empêchera  l'erreur-,  mais  la  première  partie 
serait  insuffisante  et  il  ne  s'en  est  pas  aperçu.  Au  contraire, 
Vanafyse  telle  que  nous  Vavons  présentée  ci^dessus  se 
suffit  à  elle-même,  H  na  pas  besoin  d'être  suivie  de  la 
démonstration  synthétique.  Et  l'insuffisance  de  sa  pre- 
mière partie  est  telle,  qu'en  partant  de  la  dernière  propo- 
sition, reconnue  vraie,  il  n'en  déduira  jamais  la  proposée  si 
les  propositions  successives  ne  sont  pas  toutes  réciproques 

5. 
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]i3s  unes  des  autres  ]  circonstance  fortuite,  et  dont  il  ne  fait 
pas  mention. 

â5k  Passons  main  tenant  à  la  résolution  des  problèmes. 
k  Dans  le  genre  problématique,  dit  Pappus,  nous  regar- 
dons comme  exécuté  ce  qui  est  proposé  ]  et  en  suivant  les 
conséquences  qui  en  résultent,  nous  tachons  de  parvenir 
à  quelque  chose  qui  soit  connu....  Si  cette  chose  est  exécu- 
table, la  proposée  le  sera  aussi.  » 

Pappus  suppose  donc  que  si  le  dernier  problème  est 
résolu,  le  premier  le  sera.  Or  nous  avons  prouvé  qu'il  n'en 
était  pas  toujours  ainsi  :  la  méthode  de  Pappus  est  donc 
encore  imparfaite  pour  la  résolution  des  problèmes.  Mais 
les  solutions  étrangères  qu'elle  peut  introduire,  et  dont  il 
ne  fait  pas  mention,  se  reconnaîtraient  en  suivant,  comme 
il  le  prescrit  ensuite,  la  marche  synthétique  qui  conduit  du 
dernier  problème  au  proposé.  Néanmoins,  au  point  de  vue 
de  la  complète  rigueur  et  de  la  dignité  de  la  science,  nous 
ne  pouvions  nous  dispenser  de  signaler  cette  imperfection. 

S6.  Il  y  a  encore  un  autre  reproche  à  faire  aux  anciens 
géomètres  qui  ont  employé  l'analyse  dans  la  résolution  des 
problèmes.  Lorsque,  partant  du  problème  supposé  résolu, 
ils  arrivent  par  une  suite  de  déductions  à  un  problème 
connu,  ils  ne  se  contentent  pas  toujours  de  démontrer  syn- 
thétiquement  que  les  solutions  de  ce  dernier  satisfont  au 
premier  5  ce  qui  est  nécessaire  comme  nous  l'avons  montré, 
puisque  leur  procédé  peut  en  introduire  d'étrangères  :  mais 
ils  se  croient  encore  obligés  de  démontrer  qu'il  n'en  existe 
pas  d'autres.  Or  cela  est  inutile,  puisque  nous  avons  établi 
que  ce  procédé  de  déduction  pouvait  bien  introduire  des 
solutions  étrangères,  mais  qu'il  ne  pouvait  en  faire  perdre. 
Cela  ferait  croire  qu'ils  ne  comprenaient  pas  bien  nettement 
la  valeur  de  leur  méthode. 


CHAPITRE  XII. 

DES  MÉTHODES  DE  RAISONNEMENT,  OU  DE  LA  LOGIQUE, 

CHEZ  LES  MODERNES. 


Opinion  de  Bacon  et  de  Descaries  sur  ta  loijique. 

S7.  Les  modernes  onl  donné  le  nom  de  logique  à  Tart 

de  raisonner,  et  plus  généralement  encore  à  Tart  de  penser. 

Les  deux  hommes  qui  ont  exercé  la  plus  grande  influence 

Kur  la  manière  de  procéder  dans  la  recherche  de  la  vérité, 

sont  inconlestablement  Bacon  et  Descartes. 

Nous  dirons  cependant  peu  de  chose  de  leurs  méthodes, 
parce  qu'elles  n'ont  pas  précisément  le  même  objet  que 
celles  dont  nous  nous  occupons.  Ces  deux  grands  hommes 
avaient  principalement  en  vue  rétablissement  des  principes 
généraux,  el  la  marche  à  suivre  pour  acquérir  des  connais- 
sances certaines  sur  Thorame  et  sur  la  nature.  Us  ne  se  sont 
pas  occupés  spécialement  des  méthodes  à  suivre  pour  la 
^lutlon  des  questions  qui  peuvent  se  présenter  dans  une 
science  de  raisonnement,  dont  toutes  les  bases  fondamen- 
^lesontété  établies.  Or  c'est  là  l'objet  principal  de  notre 
Ouvrage. 

Nous  ne  pouvons  cependant  nous  empêcher  de  faire  con- 
"ïwire  l'opinion  qu'ils  ont  émise  l'un  et  l'autre  sur  la  lo- 
Pque  telle  qu'on  l'enseignait  depuis  Aristote. 

^»  Voici  comment  Bacon  js'exprime  dans  l'analyse  ra- 
pWe  qui  précède  le  livre  I"  : 
«  Cet  art  que  nous  proposons,  et  auquel  nous  donnon3 
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ordinairement  le  nom  d'interprétation  de  la  nature^  cet 
art,  dis-je,  est  une  sorte  de  logique,  quoiqu'il  y  ait  une 
différence  infinie  entre  celle-ci  et  la  science  à  laquelle  on 
donne  ordinairement  ce  nom:  car  celte  logique  vulgaire 
fait  bien  profession  de  destiner  et  de  procurer  à  l'entende- 
ment des  secours  et  des  appuis,  et  c'est  ce  que  les  deux  lo- 
giques ont  de  commun  ;  mais  elles  diffèrent  principalement 
en  trois  choses,  savoir  :  quant  au  but  même,  puis  quant  à 
l'ordre  des  démonstrations,  enfin  quant  à  la  manière  de 
commencer  la  recherche. 

»  En  effet,  la  fin  de  la  science  que  nous  proposons  n'est 
pas  d'inventer  des  arguments,  mais  des  arts  ^  non  des  choses 
conformes  aux  principes,  mais  les  principes  mêmes  ;  non 
des  probabilités,  mais  des  indications  de  nouveauic  procé- 
dés. Ainsi,  les  intentions  et  les  vues  étant  différentes,  les 
effets  ne  doivent  pas  non  pliis  être  les  mêmes;  car  là  ce 
qu'on  se  propose  de  vaincre  et  de  lier,  pour  ainsi  dire,  par 
la  dispute,  c'est  son  adversaire;  ici  c'est  la  nature,  et  c'est 
par  les  œuvres  qu'on  tend  à  ce  but. 

»  Or»  la  nature  et  l'ordre  des  démonstrations  même 
s'approprie  a  une  telle  fin;  car  dans  la  logique  vulgaire 
tout  le  travail  a  pour  objet  le  syllogisme.  Quant  à  l'in^ 
duction ,  à  peine  les  dialecticiens  paraissaient- ils  y  avoii 
pensé  sérieusement;  ils  nç  font  que  toucher  ce  sujet  en 
passant,  se  hâtant  d'arriver  aux  formules  qui  servent  danc 
la  dispute.  Quant  à  nous,  nous  rejetons  toute  démonstra<- 
tion  qui  procède  par  la  voie  du  syllogisme,  parce  qu'elle 
ne  produit  que  de  la  confusion,  et  fait  que  la  nature  nous 
échappe  des  mains.  En  effet,  quoiqu'il  soit  hors  de  douti 
que  deux  choses  qui  s'accordent  dans  le  moyen  terme  s'ac: 
cordent  aussi  entre  elles,  cependant  il  y  a  ici  de  la  super 
chérie,  en  ce  que  le  syllogisme  est  composé  de  propôsitionsi^ 
les  propositions  de  mots,  et  que  les  mots  sont  les  signes  G 
comme  les  étiquettes  des  notions.   Si   donc   les   notior" 
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mêmes  de  Tesprit,  qui  sont  comme  Tàme  des  mots  et  comme 
la  base  de  tout  l'édifice,  sont  vagues,  extraites  des  choses 
au  hasard  ou  par  une  fausse  méthode,  si  elles  ne  sont  pas 
l)ien  déterminées  et  suffisamment  circonscrites,  si  enfin 
elles  pèchent  de  mille  manières,  dès  lors  croule  tout  Tédi- 
fice.  Ainsi  nous  rejetons  le  syllogisme,  et  cela  non-seule- 
'nent  quant  aux  principes,  par  rapport  auxquels  eux-mêmes 
n^en  font  aucun  usage,  mais  même  quant  aux  propositions 
moyennes  que  le  syllogisme  parvient  sans  contredit  à  dé- 
duire et  enfanter  bien  ou  mal ,  mais  qui  sont  tout  à  fait 
stériles  en  œuvres,  éloignées  de  la  pratique,  et  incompé- 
tentes quant  à  la  partie  active  des  sciences.  » 

On  voit  par  ce  passage,  sur  lequel  nous  ne  voulons  faire 
^^cune  observation,  que  Bacon  reprochait  i  la  logique  de 
son  temps  de  s'appuyer  sur  des  principes  généraux  mal 
établis,  sur  des  notions  vagues  qui  ne  pouvaient  être  la 
base  d'un  édifice  solide^  et  d'avoir  plutôt  pour  objet  la  dis- 
pute que  Ija  recherche  de  la  vérité  et  l'accroissement  des 
^^ounaissances  humaines, 

^9.  Voici  maintenadt  uii  passage  extrait  du  Discours  de 
^  Méthode  de  Deseartes  : 

<t  Pavais  un  peu  étudié,  étant  plus  jeune,  entre  les  par- 

wed  de  la  philosophie,  à  la  logique,  et  entre  les  mathéma*- 

^qties,  i  l'analyse  des  géomètres  et  k  l'algèbre,  trois  arts  ou 

^^îences  qui  semblaient  devoir  contribuer  quelque  chose  à 

^Jton  dessein.  Mais  en  les  examinant  je  pris  garde  que,  pour 

*^  logique,  ses  syllogismes  et  la  plupart  de  ses  autres  in- 

^li^ctions  servent  plutôt  à  expliquer  à  autrui  les  choses 

tJu*on  sait,  ou  même,  comme  l'art  de  Lulle,  à  parler  sans 

jugement  de  celles  qu'on  ignore,  qu'à  les  apprendre  5  et 

"îen  qu'elle  contienne  en  eflet  beaucoup  de  préceptes  très- 

"vraîs  et  très-bons,  il  y  en  a  toutefois  tant  d'autres  mêlés 

parmi,  qui  sont  ou  nuisibl<^  oil  superflus,  qu'il  est  presque 
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aussi  malaisé  de  les  eu  séparer  que  de  tirer  une  Diane  ou 
une  Minerve  hors  d'un  bloc  de  marbre  qui  n'est  point  en- 
core  ébauché.  » 

11  ajoute  un  peu  plus  loin  : 

((  Au  lieu  de  ce  grand  nombre  de  préceptes  dont  la  lo* 
gique  est  composée,  je  crus  que  j'aurais  assez  des  quatre 
suivants,  pourvu  que  je  prisse  une  ferme  et  constante  ré- 
solution de  ne  manquer  pas  une  seule  fois  de  les  observer. 

»  Le  premier  était  de  ne  recevoir  jamais  aucune  chose 
pour  vraie  que  je  ne  la  connusse  évidemment  être  telle; 
c^est-à-dire  d'éviter  soigneusement  la  précipitation  et  la 
prévention,  et  de  ne  comprendre  rien  de  plus  en  mes  juge« 
ments  que  ce  qui  se  présenterait  si  clairement  et  si  distinc- 
tement à  mon  esprit,  que  je  n'eusse  aucune  occasion  de  le 
mettre  en  doute. 

»  Le  second,  de  diviser  chacune  des  difficultés,  etc.,  etc.  » 

Descartes  ne  faisait  donc  pas  plus  cas  que  Bacon  de  la  lo- 
gique de  son  temps*,  il  croit  qu'elle  n'est  pas  propre  à  faire 
acquérir  des  connaissances  nouvelles,  mais  plutôt  à  expli- 
quer aux  autres  les  choses  qu'on  sait,  ou  même  à  parler  sans 
jugement  de  celles  qu'on  ignore  ;  et  que  parmi  des  préceptes 
très-bons,  elle  en  contient  bien  d'autres  nuisibles  ou  super- 
flus. Et  entin,  à  toutes  ces  règles  destioées  à  faire  reconnaître 
la  justesse  ou  la  fausseté  des  déductions,  il  en  substitue  une 
seule,  qui  est  de  n'admettre  comme  vrai  que  ce  qui  se  pré- 
sente a  l'esprit  avec  le  caractère  de  l'évidence,  c'est-à-dire 
si  distinclement  et  si  clairement,  qu'aucun  doute  ne  soit 
possible. 

Ce  précepte^  qui  nous  parait  aujourd'hui  si  simple,  a  été 
à  cette  époque  un  immense  progrès.  En  apprenant  à  chaque 
homme  qu'il  a  en  lui  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  re- 
connaître la  vérité,  il  a  rendu  la  liberté  à  l'esprit  humain  ; 
il  l'a  aûranchi  du  joug  des  doctrines  imposées,  et  lui  a 
donné  en  même  temps  un  guide  sûr  qui  renipêchera  de 
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s'égarer  s'il  veut  lui  être  toujours  fidèle,  et  ne  pas  se  pro** 
noncer  sur  des  matières  où  le  sentiment  de  Févidence  lui 
fera  défaut.  Car  Descartes  admet  et  proclame  hautement  ce 
principe  que  Dieu  n'a  pas  voulu  que  Thommc  fût  le  jouet 
d'illusions  perpétuelles,  et  qu'il  lui  a  donné  les  moyens  de 
connaître  les  choses  telles  qu'elles  sont,  au  moins  dans  les 
limites  circonscrites  où  il  a  permis  qu^elles  lui  fussent  ac- 
cessibles. D'où  il  suit  que  la  libre  discussion  de  la  vérité 
ne  peut  avoir  pour  résultat  final  une  anarchie  pire  que  le 
despotisme,  mais  Tassentîmeut  unanime  des  esprits  aux 
vérités  auxquelles  le  Créateur  a  voulu  que  Thomme  pût 
être  initié. 


CHAPITRE  XIII. 

DB  LA  LOGIQUE  DE  PORT-ROYAL 


60.  Cet  ouvrage,  dont  Y  Encyclopédie  fait  un  gratid 
éloge,  et  que  Tauteur,  Arnaud,  appelle  aussi  VArt  de  pefi" 
sery  a  élé  conçu  d'après  la  méthode  de  Descartes.  Nous  ne 
parlerons  pas  des  deux  premières  parties,  qui  n'ont  pas  un 
rapport  immédiat  à  notre  objet,  et  nous  passerons  à  la 
troisième  dont  le  titre  est  ;  Du  raisonnement.  Elle  com- 
inence  ainsi  : 

((  Cette  partie  que  nous  avons  maintenant  à  traiter,  qui 
comprend  les  règles  du  raisonnement,  est  estimée  la  plus 
importante  de  la  logique,  et  c'est  presque  l'unique  que 
Ton  y  traite  avec  quelque  soin.  Mais  il  y  a  sujet  de  douter 
si  elle  est  aussi  utile  qu'on  se  l'imagine.  La  plupart  des  er- 
reurs des  hommes,  comme  nous  avons  déjà  dit  ailleurs, 
viennent  bien  plus  de  ce  qu'ils  raisonnent  sur  de  faux  prin- 
cipes, que  non  pas  de  ce  qu'ils  raisonnent  mal  suivant  leurs 
principes.  Il  arrive  rarement  qu'on  se  laisse  tromper  par 
des  raisonnements  qui  ne  soient  faux  que  parce  que  la  con- 
séquence en  est  mal  tirée;  et  ceux  qui  ne  seraient  pas  ca- 
pables d'en  reconnaître  la  fausseté  par  la  seule  lumière  de 
la  raison,  ne  le  seraient  pas  ordinairement  d'entendre  les 
règles  que  l'on  en  donne,  et  encore  moins  de  les  appliquer.. 
Néanmoins ,  quand  on  ne  considérerait  ces  règles  qus 
comme  des  vérités  spéculatives,  elles  serviraient  toujours 
exercer  l'esprit.  » 
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On  voil  que,  comme  Descartes  et  Bacon,  l'auteur  ne  re- 
garde pas  les  règles  du  raisonnement  comme  ayant  une 
utilité  réelle,  mais  simplement  comme  des  théorèmes  dont 
Ja  démonstration  peut  offrir  un  exercice  utile  k  l'esprit. 

Ce  motif,  et  peut-être  Un  reste  de  respect  pour  ces 
formes  qui  avaient  sî  longtemps  régné  dans  l'école,  ont  en- 
gagé l'auteur  dans  des  développements  très-longs,  qui  ron* 
ferment  une  grande  partie  de  la  logique  d'Aristote.  Ce 
sujet  a  été  traité  depuis  plus  simplement  et  plus  rigoureu- 
sement par  Euler.  Nous  nous  bornerons  à  cette  mention, 
et  nous  passerons  à  la  quatrième  partie  intitulée  ;  Dà  fa 
fnéthode. 


De  la  méthode. 

61,  t  II  sert  de  peu,  pour  bien  démontrer,  dit  l'auteur, 
"^  Savoir  les  règles  du  syllogisme,  qui  est  à  quoi  on  manque 
très-peu  souvent;  mais  le  tout  est  de  bien  arranger  ses 
Pensées,  en  se  servant  de  celles  qui  sont  claires  et  évi- 
^^n  tes,  pour  pénétrer  dans  ce  qui  paraissait  le  plus  caché.. ., 
»  On  peut  appeler  généralement  méthode  l'art  de  bien 
^îsposer  une  suite  de  plusieurs  pensées,  ou  pour  découvrir 
*^  vérité  quand  nous  l'ignorons,  ou  pour  la  prouver  aui^ 
autres  quand  nous  la  connaissons  déjà. 

»   Ainsi,  il  y  a  deux  sortes  de  méthode  :  l'une,  pour  dét 

cotivrir  la  vérité,  qu'on  appelle  analysa  ou  méthode  dà  ré^ 

^^^uiion^  et  qu'on  peut  aussi  appeler  méthode  d'inuenîton  ; 

^^  Vautre,  pour  la  faire  entendre  aux  autres  quand  on  l'a 

trouvée,  qu'on  appelle  synthèse  ou  méthode  de  compost'^ 

^^on ,  et  qu'on  peut  aussi  appeler  méthode  de  doctrine. . . , 

»  Or,  c'est  dans  Tallention  que  l'on  fait  à  ce  qu'il  y  a  de 

<^onnu  dans  la  question  que  l'on  veut  résoudre,  que  consiste 

pHncipalement  l'analyse;  tout  l'art  étant  de  tirer  de  cet 
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examen  beaucoup  de  vérités  qui  nous  puissent  mener  à  la 
connaissance  de  ce  que  nous  cherchons.. •• 

»  El  il  faut  remarquer  :  i°  qu'on  y  doit  pratiquer  aussi 
bien  que  dans  la  méthode  qu'on  appelle  de  composition^ 
de  passer  toujours  de  ce  qui  est  plus  connu  à  ce  qui  Test 
moins ,  car  il  n'est  point  de  vraie  méthode  qui  se  puisse 
dispenser  de  celte  règle;  2°  mais  qu'elle  diiFère  de  celle  de 
composition  en  ce  qu'on  prend  ces  vérités  connues  dans 
l'examen  de  la  chose  que  Ton  se  propose  de  connaître,  et 
non  dans  les  choses  plus  générales,  comme  on  fait  dans  la 
méthode  de  doctrine. 

»  Enfin  ces  deux  méthodes  ne  diffèrent  que  comme 
le  chemin  qu'on  fait  en  montant  d'une  vallée  en  une  mon- 
tagne, de  celui  qu'on  fait  en  descendant  de  la  montagne 
dans  la  vallée  ;  ou  comme  diffèrent  les  deux  manières  dont 
on  se  peut  servir  pour  prouver  qu'une  personne  est  des- 
cendue de  saint  Louis  :  dont  l'une  est  de  montrer  que  cette 
personne  a  tel  pour  père,  qui  était  fils  d'un  tel,  et  celui-là 
d'un  autre,  et  ainsi  jusqu'à  saint  Louis;  et  l'autre,  de  com- 
mencer par  saint  Louis,  et  montrer  qu'il  a  eu  tels  enfants, 
et  ces  enfants  d'autres,  en  descendant  jusqu'à  la  personne 
dont  il  s'agit.  Et  cet  exemple  est  d'autant  plus  propre  en 
celte  rencontre,  qu'il  est  certain  que  pour  trouver  une  gé- 
néalogie inconnue,  il  faut  remonter  du  fils  au  père;  an 
lieu  que  pour  l'expliquer  après  l'avoir  trouvée,  la  ma- 
nière la  plus  ordinaire  est  de  commencer  par  le  tronc  poui 
en  faire  voir  les  descendants,  qui  est  aussi  ce  qu'on  fait  d'or- 
dinaire dans  les  sciences  où,  après  s'être  servi  de  l'analyse 
pour  trouver  quelque  vérité,  on  se  sert  de  l'autre  méthode 
pour  expliquer  ce  qu'on  a  trouvé. 

»  On  peut  comprendre  par  là  ce  que  c'est  que  l'analyse 
des  géomètres.  Car  voici  en  quoi  elle  consiste.  Une  ques- 
tion leur  ayant  été  proposée  dont  ils  ignorent  la  vérité  ol 
la  fausseté,  si  c'est  un  théorème;  la  possibilité  ou  l'impos- 
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sibiJiié,  si  c*est  un  problème,  ils  supposent  que  cela  est 
comme  il  est  proposé;  et  examinant  ce  qui  sY'Usuit  de  là, 
s'ils  arrivent  à  quelque  vérité  claire  dont  ce  qui  leur  est 
proposé  soit  une  suite  nécessaire,  ils  en  concluent  que  ce 
qui  leur  est  proposé  est  vrai  ;  et  reprenant  ensuite  par  où  ils 
avaient  fini,  ils  le  démontrent  par  Tautre  méthode  qu^on 
appelle  de  composa  ion.  Mais  s'ils  tombent  par  une  suite 
nécessaire  de  ce  qui  leur  est  proposé,  dans  quelque  absurdité 
ou  impossibilité,  ils  en  concluent  que  ce  qu'on  leur  avait 
proposé  est  faux  et  impossible.  Voilà  ce  qu'on  peut  dire  gé- 
néralement de  l'analyse,  qui  consiste  plus  dans  le  jugement 
6t.   dans  l'adresse  de  Tesprit  que  dans  des  règles  particu- 
lières. Ces  quatre,  néanmoins,  que  M.  Descartes  propose 
dans  sa  Méthode,  peuvent  être  utiles  pour  se  garder  de 
*  erreur  en  voulant  rechercher  la  vérité  dans  les  sciences 
l^uuiaiues,  quoiqu'à  dire  vrai  elles  soient  générales  pour 
toutes  sortes  de  méthodes,  et   non  particulières  pour  la 
®^ule  analyse.  La  première  est  de  ne  recevoir  jamais  au» 
•^tine  chose  pour  vraie,  qu'on  ne  la  connaisse  évidemment 
^^^e  telle..,.  » 


tx* 


62.  Nous  avons  rapporté  ces  divers  passages  afin  qu'il 

y  ait  aucun  doute  sur  la  manière  dont  l'auteur  y  conçoit 

txiéthode.  L'analyse,  suivant  lui,  consisteà  tirer  de  l'exa- 

de  la  chose  que  Ton  se  propose  de  connaître,  des  vé- 

t^és  qui  mènent  à  la  connaissance  de  ce  que  l'on  cherche; 

^^T\dis  que  dans  la  méthode  dite  de  composition ,  on  part 

^^  choses  générales,  pour  arriver  à  la  connaissance  de  celles 

Sl"^e  Ton  cherche.  Ces  deux  méthodes,  dit-il,  sont  inverses 

*  ^ne  de  l'autre,  comme  les  deux  chemins  que  l'on  ferait 

^^  tïiontant  de  la  vallée  à  la  montagne,  ou  en  descendant  de 

^  ^    montagne  dans  la  vallée.  Il  n'entend  donc  nullement  par 

^Oinposition  la  réunion  de  plusieurs  choses  en  un  tout,  ni 

V^r  analyse  la  décomposition  d'une  chose  en  ses  parties. 
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II  est  eeruî»  aussi  qu«  les  délÎQitîoqs  qu'il  donne  de  ces 
méthodes^  m  jscml  ni  asses$  préçi^s  ni  a^^ez  développées 
pour  en  donner  uno  id^e  çxacta  ;  mais  cependant  il  est  im- 
possible de  ne  pas  reeoonaitre  la  ressemblance  qu'elles  ont 
avec  l'analyse  et  la  synthèse  des  géomètres  anciens.  Etrau<- 
teur  lui-même  l'indique  en  ajoutant  à  la  suite  de  son  expo- 
sition :  On  peut  comprendre  par  là  ce  que  cest  que  Cana^ 
lyse  des  géomètres. .  •  • 

Quant  à  la  manière  dont  il  présente  cette  dernièrci  j'y 
ferai  les  mêmes  observations  que  m'ont  suggérées  les  an- 
ciens et  les  modernes  qui  Tont  définie  ou  pratiquée.  Ainsi, 
pour  démontrer  un  théorème,  il  faut,  dit«il,  le  regarder 
comme  vrai,  et  en  tirer  des  conséquences  jusqu'à  ce  que  l'pn 
arrive  è  quelque  vérité  claire;  mais  nous  savons  que  les 
propositions  ainsi  obtenues  n'entraînent  pas  nécessairement 
la  première,  et  par  conséquent  lorsqu'on  sera  parvenu  à 
une  vérité  daire^  il  arrivera  trèsrsouvent  que  la  proposée 
n'en  sera  pas  une  suite  nécessaire.  Il  dit  bien,  il  est  vraj,  à 
la  fin  ;  S'ils  arrivent  à  une  'vérité  claire  dont  ce  qui  leur  est 
proposé  soit  une  suite  nécessaire.,.  Mais  c'est  précisémenl 
ce  que  n'apprendra  pas  la  marche  qu'il  indique,  qui  con- 
sistée examiner  ce  qui  suit  de  la  proposition  admise  comme 
vraie,  et  non,  comme  nous  l'avons  recommandé,  à  cher- 
cher de  quelle  proposition  elle  serait  la  conséquence,  ce  qui 
est  l'inverse. 

Si,  au  contraire,  o^  arrivait  à  une  proposition  reconuue 
fausse,  on  en  tirerait,  comme  nous  l'avons  fait  voir  pré- 
cédemment, la  conséquence  légitime  que  la  proposée  est 
elle-même  fausse.  Cette  marche  serait  donc  bonne  pour 
reconnaître  la  fausseté,  et  insuffisante  pour  reconnaître  la 
vérité.  Quant  à  l'application  de  l'analyse  à  la  résolution 
des  problèmes,  ce  qui  est  sa  destination  principale,  il  n'en 
parle  pas. 
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CHAPITRE  XIV. 


DE  LA  LOGIQUE  DE  CONDILLAC. 


63.  Condillac  a  eu  une  si  grande  célébrité,  et  il  attachait 
une  telle  importance  à  sa  logique,  qu'il  regardait  comme 
devant  faire  révolution  dans  l'art  de  raisonner  et  de  penser, 
<pie  nous  nous  croyons  obligé  de  faire  un  examen  appro- 
fondi de  cette  œuvre;  d^autant  plus  qne  sur  les  points  les 
plus  importants,  nos  idées  sont  bien  différentes  des  siennes. 
L'opinion  de  l'auteur  sur  son  ouvrage  est  caractérisée  par 
1*  phrase  suivante,  qu'on  trouve  au  confmencement  : 

ce  Cette  logique,  dit-il,  ne  ressemble  à  aucune  de  celles 
^u'on  a  faites  jusqu'à  présent.  Mais  la  manière  neuve  dont 
^Ile  est  traitée  ne  doit  pas  être  son  seul  avantage;  il  faut 
encore  qu'elle  soit  la  plus  simple,  la  plus  facile  et  la  plus 
'Uiuineuse.  » 

C'est  donc  une  oeuvre  capitale  que  l'auteur  juge  qu'il  a 
PW>duite;  et  il  ne  m'est  pas  permis  d'en  critiquer  les  points 
pnxicipaux,  sans  appuyer  mes  opinions  de  développements 
dont  la  longueur  aura  peut-être  besoin  de  cette  excuse. 

Uanalj^  suivant  Condillac. 

64.  Pour  faire  comprendre  par  une  image  sensible  la 
uianière  dont  il  entend  cette  méthode,  Condillac  suppose 
^n  spectateur  eu  présence  d'une  campagne  riche  et  variée, 
^^on  ne  lui  laisse  «  apercevoir  qu'un  instant;  il  eslcer- 
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tain,  diuil,  qu'il  a  tout  vu,  mais  qu'il  ne  connaît  rien  de  ce 
qu'il  a  vu.  Pour  avoir  la  connaissance  de  cette  campagne, 
il  ne  suflSt  pas  de  la  voir  tout  à  la  fois,  il  en  faut  voii 
chaque  partie  Tune  après  Tautre;  et  au  lieu  de  tout  em- 
brasser d'un  coup  d'œil,  arrêter  ses  regards  successivement 
d'un  objet  sur  un  objet.  L'ordre  dans  lequel  il  faut  let 
observer  est  indiqué  par  la  nature^  c'est  celui  dans  lequel 
elle  les  offre;  il  y  en  a  qui  appellent  plus  particulièrenienl 
les  regards,  et  tous  les  autres  semblent  s'arranger  autoui 
d'eux  pour  eux.  Voilà' ceux  qu'on  observe  d'abord^  el 
quand  on  a  examiné  leur  situation  respective,  les  autres  se 
mettent  dans  les  intervalles,  chacun  à  leur  place.  Alors  on 
démêle  tous  les  objets  dont  on  a  saisi  la  forme  et  la  situa- 
tion, et  on  les  embrasse  d'un  seul  regard.  L'ordre  qui  est 
entre  eux  dans  notre  esprit,  n'est  plus  successif^  il  est  si- 
multané. Cette  décomposition  et  recomposition  est  cÈ 
qu'on  nomme  analyse.  Analyser  n'est  donc  autre  chose 
qu'observer  dans  un  ordre  successif  les  qualités  d'un  objet, 
afin  de  leur  donner  dans  l'esprit  Tordre  simultané  dans  le- 
quel elles  existent.  C'est  ce  que  la  nature  nous  fait  faire  k 
tous.  L'analyse  qu'on  croit  n'être  connue  que  des  philo- 
sophes, est  donc  connue  de  tout  le  monde.  Il  n'y  a  pas  jus- 
qu'aux plus  petites  couturières  qui  n'en  soient  convain- 
cues; car  si  leur  donnant  pour  modèle  une  robe  d'une 
forme  singulière,  vous  leur  proposez  d'en  faire  une  sem- 
blable, elles  imagineront  naturellement  de  défaire  et  de  re- 
faire ce  modèle,  pour  apprendre  à  faire  la  robe  que  vous 
demandez.  Elles  savent  donc  l'analyse  aussi  bien  que  les 
philosophes*,  et  elles  en  connaissent  l'utilité  beaucoup 
mieux  que  ceux  qui  s'obstinent  à  soutenir  qu'il  y  a  une 
autre  méthode  pour  s'instruire.  » 

65.  On  voit  clairement  par  ce  résumé  rapide,  et  par  lea 
exemples  dont  il  fait  suivre  son  exposition,  que  Condillac 
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fait  consister  l'analyse  dans  la  décomposîtion  d'un  tout  en 
ses  parties  les  plus  simples.  De  sorte  que  si  Ton  se  propose 
de  connaître  une  chose,  on  sera  parvenu  à  sou  but,  puis- 
c|ae  toutes  les  parties  qui  la  composent  seront  connues;  et 
si  c'est  une  chose  à  former,  on  y  parviendra  facilement  si 
l'on  peut  former  ces  dernières  parties. 

Or,  on  aperçoit  immédiatement  combien  serait  borné 
l'emploi  d'une  pareille  méthode  pour  la  solution  des  ques- 
tions de   raisonnement.  Elle  suppose  qu'on  ait  sous  les 
y€ux,  et  en  quelque  sorte  sous  la  main,  l'objet  qu'on  veut 
étudier^  ou  auquel  en  veut  en  construire  un  semblable, 
^ous  êtes  en  présence  d'une  campagne  dont  vous  pouvez 
examiner  tous  les  détails,  et  vous  supposez  qu'on  demande 
de  bien  reconnaître  tous  ces  détails  et  de  retenir  leur  en- 
8<^mble«   Ce  n'est  pas  là  un  problème  de  raisonnement, 
cest  une  question  d'inventaire  et  de  classement;  on  peut 
^ns  doute  le  faire  avec  plus  ou  moins  d'ordre:  mais  quelle 
uiflTérence  il  y  a  entre  la  question  qui  consiste  à  se  rendre 
<>ieo.  compte  d'une  chose  toute  faite  qu'on  a  devant  soi,  et 
^Ue  où  l'on  propose  de  trouver  les  éléments  constitutifs 
^ttne  chose,  sous  la  condition  qu'elle  ait  des  rapports  dé- 
^'S^és  avec  des  choses  données!  Je  conviens  avec  Condillac 
4^^  la  nature  indique  le  moyen  de  résoudre  la  première  ; 
^'^^s  il  faut  aussi  convenir  que  la  nature  a  bien  besoin  d'être 
aidée  par  l'art,"  pour  résoudre  la  seconde. 

66.   La    même  observation  doit   être    faite  pour    son 
^^mple   de  la  couturière.   Elle  a  sous  la  main  la  robe 
<t^  elle  doit  imiter.  Elle  la  décompose,  non  pas  par  une 
aération  de  son  esprit,  mais  bien  de  ses  mains  ]  et  elle  ne 
*6  peut  que  parce  qu'elle  possède  l'objet  réellement  con- 
struit. Elle  le  défait  matériellement  jusqu'à  ce  qu'elle  par- 
tienne  à  des  parties  qu'elle  sache  reproduire  j  et  pourvu 
qu'elle  ait  bien  retenu  l'ordre  dans  lequel  se  trouvaient 
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touteâ  les  parties  obtenues  par  les  décompositious  succes- 
sives, elle  pourra  construire  une  robe  semblable  à  la  pro- 
posée»  Mais  si  elle  n*avait  pas  possédé  matériellement  cette 
robe,  et  qu'on  n'eût  fait  que  lui  indiquer  les  conditions  à 
remplir;  ou  encore  qu'on  lui  eût  montré  le  dessin  de  cette 
robe,  ou  cette  robe  même,  sans  lui  permettre  de  la  défaire; 
il  aurait  fallu  qu'elle  devinât  les  détails  cachés,  d'après  les 
jconditions  données,  ou  d'après  les  apparences  visibles; 
qu'elle  se  bornât  à  des  décompositions  fictives;  qu'elle  dé- 
couvrit quelles  constructions  conduiraient  à  celles  qu'elle 
voulait  obtenir;  enfin  qu'elle  fit  un  travail  d'intelligeufce, 
au  lieu  d'un  travail  de  mains. 

67.  L'analyse  suivant  Condillac  ne  s'appliquerait  donc 
réellement  qu'à  l'étude  des  questions  résolues  ;  et  ce  n*étail 
pas  la  peine  de  tant  se  moquer  des  méthodes  des  philoso- 
phes, pour  leur  en  substituer  une  aussi  puérile. 

Mais,  dira-t-on,  Condillac  a  résolu  par  sa  méthode  un 
problème  d'Algèbre  à  deux  inconnues  ;  et  il  prétend  que 
c'est  à  l'analyse  qu'il  faut  attribuer  les  grands  progrès  que 
les  Mathématiques  doivent  à  Euler  et  Lagrange.  Son  em- 
ploi n'est  donc  pas  aussi  borné  que  vous  le  pensez. 

A  cette  objection  la  réponse  est  bien  simple.  Il  y  a  tout 
bonnement  confusion  dans  les  termes.  Ces  grands  géomètres 
emploient  en  effet  l'analyse  et  même  la  synthèse,  mais  dans 
le  sens  où  nous  les  avons  expliquées  au  commencement  di 
cet  Ouvrage.  Leur  analyse  n'est  pas  la  décomposition  d'un 
tout  en  ses  parties.  Us  décomposent,  bien  entendu, -quan* 
cela  est  possible  ;  c'est,  comme  nous  l'avons  dit,  une  réduc:: 
tion  tout  élémentaire.  Mais  après  ce  premier  pas,  il  faw 
employer  des  méthodes  qui  ne  ressemblent  en  rien  à  U 
décomposition. 

Et  le  petit  problème  que  résout  Condillac  n'est  mêoM 
pas  une  application  de  sa  méthode. 
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En  effet,  il  y  a  deux  conditions  imposées  aux  deux  in- 
connues, et  en  les  considérant  séparément  on  obtient  deux 
relations  entre  les  inconnues  et  les  connues  :  on  peut  ap- 
peler cela  une  décomposition  de  la  question  en  deux  autres. 
Mais  ces  deux  questions  ne  sont  pas  indépendantes,  et  ne 
peuvent  être  résolues  isolément.  11  faut  les  ramener  succes- 
sÎTement  à  d'autres  plus  simples,  en  se  dirigeant  par  la 
pensée  de  parvenir  à  isoler  les  deux  inconnues,  et  à  ramener 
ainsi  à  la  résolution  d'équations  à  une  seule  inconnue. 
C'est  ce  que  fait  Condillac,  et  cette  méthode  n'est  pas  une 
décomposition,  mais  bien  Tanalyse  que  nous  avons  ex- 
posée. 

68.  Nous  pouvons  conclure  de  là,  sans  plus  ample  exa- 
ii^en,  que  l'analyse  de  Condillac  est  insuffisante  et  même 
impropre  à  la  résolution  des  questions  de  raisonnement; 
qu'elle  ne  peut  être  regardée  que  comme  une  première 
préparation  à  cette  résolution,  quand  toutefois  il  y  a  lieu 
^^  l'appliquer  5  et  que  dans  ce  cas  même  elle  n'est  que 
^e  premier  pas  indiqué  par  la  méthode  que  nous   avons 
^^posée,  qui  souvent  encore  aide  à  ti'ouver  le  mode  de  dé- 
composition le  plus  avantageux. 

t^e  topinion  de  CondillaCy  que  les  langues  sont  des 

méthodes  analjrtiques. 

69é  Une  langue  est  l'ensemble  des  signes  au  moyen  des- 

^^els  les  hommes  peuvent  exprimer  et  se  communiquer 

^^iirs  sensations,  leurs  pensées,  leurs   sentiments^  avec 

^^utes  les  nuances  dont  ils  sont  susceptibles.  D'abord  très 

^^mple,  elle  s'étend  avec  nos  connaissances  5  et  les  rapports 

^^e  celles-ci  ont  entre  elles  demanderaient  entre  les  signes 

H]Ui  les  expriment  des  rapports  qui  rappelleraient  toujours 

^^s  premiers;  d'où  résulterait  une  plus  grande  facilité  à 

6. 
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suivre  avec  le  langage  le  développement  et  l'enehaînemei 
des  idées,  ainsi  qu'à  apprendre  la  langue  même.  Il  n'e 
est  malheureusement  pas  ainsi,  et  l'analogie  n'a  pas  tôt 
jours  présidé  à  la  formation  du  langage. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  forthation  d'une  langue  demar 
derait  un  examen  préalable  de  toutes  nos  pensées  et  toi 
nos  sentiments,  sans  aucune  omission  ;  c'est-à-dire,  suivai 
l'expression  de  Condillac,  une  analyse  complète  de  tout  c 
qui  se  passe  dans  notre  âme. 

Celte  analyse  de  nos  pensées  précède  donc  la  foritiatîo 
de  la  langue  qui  doii  les  exprimer.  Les  accroissements  qt 
s'opéreront  dans  l'ensemble  de  nos  pensées,  pourront  en 
traîner  des  accroissements  correspondants  dans  la  langui 
qui  sera  toujours  le  résultat  de  V analyse  la  plus  coinplè 
de  Télat  actuel  de  nos  idées  et  de  nos  sentiments.  Et  Coi 
dillac  le  reconnaît  expressément  en  disant:  C  est  V  une. 
lys&^qui failles  langues. 

La  langue  étant  le  produit  de  la  méthode  analjtiqw. 
n'est  donc  pas  cette  méthode  elle-même.  Mais  elle  en  ai^ 
considérablement  Tapplication  à  toute  espèce  de  questio  : 
parce  qu'il  serait  très-difficile  de  rappeler  aux  autres  et 
soi-même  une  chose  quelconque  qu'on  ne  peut  toujoia 
montrer,  si  on  n'était  pas  convenu  d'un  signe  pour  la  repr" 
senter*,  et  à  plus  forte  raison  s'il  s'agit  d'une  chose  abstrai 
dont  l'idée  n'a  pu  être  donnée  que  par  des  moyens  que 
quefois  très -compliqués.  Et  cette  difficulté  de  se  faire,  sa 
l'aide  des  signes,  des  idées  autres  que  celles  des  objets  v 
sibles,  est  si  grande,  que  bien  des  philosophes  ont  érr 
l'opinion,  certainement  exagérée,  qu'on  ne  peut  pen^ 
qu'avec  des  signes. 

70»  Tout  en  reconnaissant  cette  immense  utilité  S 
langues,  on  a  droit  de  s'^lonn^r  du  rôle  que  Coodîllac  te 
attribue. 
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En  parlant  d^abord  du  langage  d'action,  c't!6t*à-dire  de 
lui  où  les  signes  sont  des  gestes,  il  dit  qu*il  devient  natu^r 
rellemeut  une  méthode  analytique,  a  Je  dis  une  méthode^ 
ajoute-t-il,  parce  que  la  succession  des  mouvements  ne  se  fera 
|>^s  arbitrairement  et  sans  règles;  car  l*aclion  étant  reflet 
doa  besoins  et  des  circonstances  où  Ton  se  trouve,  ilestna- 
ii3  rel  qu'elle  se  décompose  dans  Tordre  donné  par  les  besoins 
el  parles  circonstances;  et  quoique  cet  oitlre  puisse  varier, 
et  varie,  il  ne  peut  jamais  être  arbitraire,  Cest  ainsi  que, 
cIaus  un  tableau,  la  place  de  chaque  personnage,  sou  action 
et  son  caractère  sont  déterminés,  lorsque  le  sujet  est  donné 
stvec  toutes  ses  circonstances.  » 

On  voit  par  ces  développements  que  Condillac  lui-même 
viQ  regarde  la  décomposition  du  mouvement  que  comme  la 
conséquence  naturelle  do  la  décomposition  des  besoins  et 
des  circonstances.  Comment  donc  peut-il  ajouter  : 

u  Eu  décomposant  sou  action  cet  homme  décompose  sa 
pensée  pour  lui  comme  pour  les  autres;  il  Tanalysc,  et  il 
se  fait  entendre  parce  qu'il  s'entend  lui-m(me?  » 

Ici)  Condillac  suppose  que  la  décomposition  de  Faction 
précède  et  produit  celle  de  la  pensée. 

&is  deux  opinions,  émises  immédiatement  à  la  suite 
l'une  de  Tautre,  et  comme  pour  se  corroborer^  sont  évi-> 
^^Qiament  en  contradiction,  et  c'est  la  première  qui  est  la 
vraie.  Il  continue,  comme  il  suit,  le  développement  de  cette 
^^onde  opinion  : 

«  Comme  l'action  totale  est  le  tableau  de  toute  la  pensée, 
les  actions  partielles  sont  autant  de  tableaux  des  idées  qui 
^ti  font  partie.  Donc,  s'il  décompose  encore  ces  actions  par- 
odies, il  décomposera  également  les  idées  partielles  dont 
dlessont  les  signes,  et  il  se  fera  continuellement  de  nou- 
velles idiées,   » 

Ce  serait  donc  encore  la  décomposition  des  actions  par- 
celles qui  produirait  la  décomposition  des  idées  partielles 
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dout  elles  sont  les  signes^  et  qui  ferait  naître  continuelle- 
raent  de  nouvelles  idées.  Quel  renversement  de  l'ordre 
naturel  ! 

Il  ajoute  :. 

«  Ce  moyen,  Tunique  qu'il  ait  pour  analyser  sa  pensée, 
pourra  la  développer  jusque  dans  les  moindres  détails,  car 
les  premiers  signes  du'iangage  étant  donnés,  on  n'a  plus 
qu^à  consulter  l'analogie,  elle  donnera  tous  les  autres.  » 

Nous  terminerons  par  le  passage  suivant  : 

((  Il  n'y  aura  donc  point  d^dées  que  le  langage  d*action 
ne  puisse  rendre;  et  il  les  rendra  avec  d'autant  plus  de 
clarté  et  de  précision,  que  l'analogie  se  montrera  plus  sen- 
siblement dans  la  suite  des  signes  qu'on  aura  choisis.  Des 
signes  absolument  arbitraires  ne  seraient  pas  entendus, 
parce  que  n'étant  pas  analogues,  l'acception  d'un  signe 
connu  ne  conduirait  pas  à  l'acception  d'un  signe  inconnu. 
jiussi  est-ce  r  analogie  qui  fait  tout  t  artifice  des  langues^ 
elles  sont  faciles^  claires  et  précises^  à  proportion  que  /'a- 
nalogie  s^y  montre  d'une  manière  plus  sensible»  » 

Il  n'y  a  pas  le  même  reproche  à  faire  à  ce  passage.  On 
le  croirait  écrit  d'après  l'opinion  que  les  idées  précèdent  les 
signes  qui  les  représentent,  comme  le  demande  la  nature, 
si  souvent  invoquée  par  l'auteur.  On  y  voit  aussi  ce  qu'il 
entend  par  une  langue  bien  faite,  et  nous  l'admettrons  dans 
la  suite  sans  en  rappeler  la  définition. 

Tout  co  que  Condillac  dit  du  langage  d'action,  s'appli- 
que, comme  il  le  fait  remarquer,  au  cas  où  les  signes  se- 
raient des  sons  articulés^  ou  des  caractères  propres  à  repré- 
senter ou  ces  sons  ou  les  idées  elles-mêmes.  Nous  n^avons 
donc  rien  à  ajouter  à  nos  observations,  qui  s'appliquent 
évidemment  à  toutes  les  langues. 

Et  l'on  doit  regarder  comme  constant  que  soit  dans  leur 
formation,  soit  dans  leur  emploi  journalier,  elles  ne  devan- 
cent ni  ne  décomposent  la  pensée,  mais  qu'elles  suivent  et 
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accompagnent  en  quelque  sorte  la  naissance  ou  la  décom- 
position des  idées,  eu  les  fixant  à  mesure  qu'elles  se  pro- 
duisent. 


De  r opinion  que  l'art  de  raisonner  se  réduit  à  une 

langue  bien  faite. 

71.  Nous  avons  dit  qu'un  raisonnement  es^  une  opéra- 
tion de  Tesprit  par  laquelle  il  acquiert  la  certitude  de  l'exis- 
tence d^un  certain  rapport,  diaprés  la  connaissance  qu'il  a 
de  Texistence  de  certains  autres  rapports.  Suivant  que  les 
signes  employés  pour  représenter  les  idées,  sont  plus  on 
moins  simples,  la  comparaison  s'en  fait  plus  ou  moins  faci- 
lement; mais  cette  comparaison,  qui  produit  la  déduction, 
est  toujours  une  opération  de  Tesprit  ;  et  le  mécanisme  du 
langage  a  pour  objet  de  la  faciliter,  mais  non  de  Pexécuter. 

Après  avoir  fait  cette  remarque,  si  simple  qu'elle  peut 
paraître  superflue,  comment  s'expliquer  l'opinion  émise 
par  Condillac  dans  le  passage  suivant  : 

«  Si  nous  n'avions  point  de  dénominations,  nous  n'au- 
rions point  d'idées  abstraites  \  si  nous  n'avions  point  d'idées 
abstraites,  nous  n'aurions  ni  genres  ni  espèces  ^  et  si  nous 
n^avions  ni  genres  ni  espèces,  nous  ne  pourrions  raisonner 
sur  rien.  Or  si  nous  ne  raisonnons  qu^avec  le  secours  de 
ces  dénominations,  c'est  une  nouvelle  preuve  que  nous  ne 
raisonnons  bien  ou  mal  que  parce  que  notre  langue  est  bien 
eu  mal  faite.  L'analyse  ne  nous  apprendra  donc  à  raisonner 
qu'autant  qu'en  nous  apprenant  à  déterminer  les  idées 
abstraites  et  générales,  elle  nous  apprendra  à  bien  faire 
notre  langue;  et  tout  l'art  de  raisonner  se  réduit  à  l'art  de 
bien  parler. 

»  Parler,  raisonner,  se  faire  des  idées  générales  ou 
abstraites,  c'est  donc  au  fond  la  même  chose  ;  cl  cette  vérité. 
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toute  simple  qu'elle  e5t,  pourrait  passer  pour  unedëcou* 
verte.  Certainement  on  ne  s'en  est  pas  douté;  il  le  parait,  à 
la  manière  dont  on  parle  et  dont  on  raisonne  ;  il  le  parait  à 
l'abus  qu'on  fait  des  idées  générales  ;  il  le  parait  enfin  aux 
difficultés  que  croient  trouver  à  concevoir  des  idées  abs* 
traites,  ceux  qui  en  trouvent  si  peu  à  parler. 

))  Uart  de  raisonner  ne  se  réduit  à  une  langue  bien 
faite  que  parce  que  l'ordre  dans  nos  idées  n'est  lui-même 
que  la  subordination  qui  est  entre  les  noms  donnés  aux 
genres  et  aux  espèces  ;  et  puisque  nous  n'avons  de  nouvelles 
idées  que  parce  que  nous  formons  de  nouvelles  classes,  il 
est  évident  que  nous  ne  déterminerons  les  idées  qu'autant 
que  nous  déterminerons  les  classes  mêmes.  Alors  nous  rai- 
sonnerons bien,  parce  que  l'analogie  nous  conduira  dans 
nos  jugements  comme  dans  l'intelligence  des  mots.  » 

72.  On  a  peine  à  concevoir  qu'un  homme  comme  Con- 
dillac  ait  pu  s'arrêter  à  une  pareille  théorie.  U  faut  que  sa 
singularité,  jointe  à^la  satisfaction  qu'il  ne  dissimule  pas 
de  s'en  reconnaître  l'auteur,  et  une  méditation  incessante, 
dirigée  constamment  vers  la  confirmation  de  ces  opinions, 
aient  fini  par  produire  en  lui  cette  idée  fixe,  qui  est  restée 
impuissante,  comme  tout  ce  qui  n'est  pas  la  vérité. 

Sans  doute  les  découvertes,  ou  les  démonstrations  qu'on 
en  fait  aux  autres,  sont  facilitées  par  la  perfection  du  lan- 
gage. Il  suffit  de  lire  les  énonces  de  tant  de  beaux  théorèmes 
d'Arcliiraède,  pouren  être  bien  convaincu.  Avant  d'arriver 
à  la  fin,  on  a  oublié  le  commencement.  Il  faut  les  relire 
bien  des  fois  avant  de  bien  comprendre  quelle  est  la  propo* 
sition  à  démontrer.  Ou  peut  juger  quelle  sera  la  difficulté 
de  suivre  tout  le  développement  de  la  démonstration  même, 
et  quelle  a  surtout  été  celle  de  la  découvrir,  à  moins  que 
ce  grand  géomètre  n'ait  employé  des  signes  abréviatifs 
qu'il  n'ait  pas  fait  connaître. 
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Mais  avec  le  langage  algébrique  tout  se  simplifie;  les 
eonditioDS  qui  demandaient  une  page  entière  pour  être  ex- 
primées dans  le  langage  ordinaire,  demanderont  â  peine 
quelques  lignes  dans  l'autre  ;  et  récriture  sera  saisie  instau*^ 
tanément  par  la  vue,  et  retenue  sans  difficulté.  Les  consé«> 
quences  des  raisonnements  s'écriront  avec  la  même  sim- 
plicité ^  et  d'un  seul  coup  d'oeil  on  pourra  saisir  à  la  fin 
Tensemble  de  tous  les  intermédiaires  par  lesquels  on  sera 
passé.  Mais  il  ne  faut  pas  pour  cela  se  faire  illusion  sur  le 
rôle  du  langage.  Ce  n'est  pas  lui  qui  a  fait  les  déductions,  il 
n'a  fait  que  les  fixer  à  mesure  que  l'esprit  les  faisait;  et 
d'une  manière  si  simple,  qu'à  chaque  instant,  sans  effort, 
on  pourra  y  revenir,  les  comprendre  immédiatement  à  l'in- 
spection seule  du  tableau  qui  les  figure,  en  faire  toutes  les 
combinaisons  par  lesquelles  on  essayera  de  faciliter  la  re-« 
cherche,  et  qui  seraient  impraticables  avec  l'écriture  ordi- 
naire, quelque  parfaite  qu  on  la  supposât» 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ce  point  :  ceux' qui 
ne  seraient  pas  convaincus  par  ces  courtes  réflexions,  le 
seraient  moins  encore  par  de  longs  développements.  Nous 
nous  bâtons  de  passer  à  l'examen  de  la  dernière  des  concep- 
tions de  Condillac  sur  lesquelles  nous  nous  trouvons  ea 
désaccord  avec  lui. 


De  l'opinion  que  l* identité  fait  tout^  r évidence  rft4 

raisonnement. 

73<  Condillac,  après  avoir  résolu  à^l'aide  des  signes  al- 
gébriques, un  problème  facile  qu'il  avait  résolu  d'abord  ei\ 
employant  les  signes  moins  commodes  du  langage  ordi-i 
naire,  fait  les  remarques  suivantes  : 

tt  Ce  langage  algébrique  fait  apercevoir  d'une  manièri^ 
sensible  comment  les  jugements  sont  liés  les  uns  aux  au- 
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très  dans  un  raisonnement.  On  voit  que  le  dernier  n^est 
renferme  dans  le  pénultième,  le  pénultième  dans  celui  <{ui 
le  précède  et  ainsi  de  suite  en  remontant,  que  parce  que  h 
dernier  est  identique  avec  le  pénultième,  le  pénultième 
avec  celui  qui  le  précède,  etc.,  et  Ton  reconnaît  que  cette 
identité  fait  toute  Tévidence  du  raisonnement. 

»  Lorsqu'un  raisonnement  se  développe  avec  des  xkiots* 
Tévidence  consiste  également  dans  l'identité,  qui  est  sensible 
d'un  jugement  à  l'autre.  En  effets  la  suite  des  jugements  es 
la  même,  et  il  n'y  a  que  l'expression  qui  change.  Il  faa 
seulement  remarquer  que  l'identité  s'aperçoit  plus  faciles 
ment  lorsqu'on  s'énonce  avec  des  signes  algébriques*  n 

Et  plus  loin  : 

«  Quand  la  question  est  établie^  le  raisonnement  qui  3 
résout  n'est  lui-même  qu'une  suite  de  traductions  où  nm 
proposition,  traduisant  celle  qui  la  précède,  est  traduite  pe 
celle  qui  la  suit.  C'est  ainsi  que  l'évidence  passe  avec  l'idcH 
tité  depuis  Ténoncé  de  la  question  jusqu'à  la  conclusion  (51 
raisonnement.  » 

Terminons  par  le  passage  suivant  : 

«  L'évidence  dont  nous  venons  de  parler,  et  que  jenemm 
évidence  de  raison,  consiste  uniquement  dans  l'identité 
c'est  ce  que  nous  avons  démontré.  Il  faut  que  cette  vérm 
soit  bien  simple  pour  avoir  échappé  à  tous  les  philosopha 
quoiqu'ils  eussent  tant  d^ntérêt  à  s'assurer  de  l'évidenc? 
dont  ils  avaient  continuellement  le  mot  dans  la  bouche* 

74.  Pour  bien  juger  cette  opinion,  il  faudrait  savC 
exactement  ce  que  Condillac  entend  par  jugements  ou  pr*"' 
positions  identiques;  et  c'est  ce  qu'il  n'a  pas  dit  avec 
netteté  que  demandait  une  si  grave  question. 

Si  par  propositions  Identiques  il  entend,  comme  il  ser^ 
naturel  de  le  supposer,  deux  propositions  qui  exprima 
tellement  les  mêmes  rapports,  que  chacune  d'elles  entrât: 
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i  autre  comme  conséquence  ;  ou,  en  d'autres  termes,  s^il 

entend  par  propositions  identiques,  celles  que  nous  avons 

nommées  réciproques,  il  est  dans  l'erreur.  Car  dans  une 

démonstration  ou  dans  une  résolution,  on  ne  procède  pas 

toujours  par  rapports  ou  propositions  réciproques;  et  même 

dans  notre  exposition  de  Tanalyse  et  de  la  synthèse,  nous 

avons  signalé  les  inconvénients  divers  qui  pouvaient  en 

résulter. 

Dans  le  problème  quMl  choisit  pour  exemple,  il  dit  que 
cbacun  des  jugements  n'est  renfermé  dans  le  précédent  que 
parce  qu'il  lui  est  identique  ;  il  entend  donc  par  identité 
cjiielque  chose  de  plus  que  déduction  ;  il  entend  que  l'une 
des  propositions  n'est  que  Tautre  exprimée  d'une  manière 
différente;  qu'elles  sont  par  suite  réciproques  :  et  par  con* 
séquent,  comme  nous  venons  de  le  dire,  il  n'est  pas  dans  le 
vi-ai. 

Et  même  dans  cet  exemple  il  se  trompe  en  disant  que 
cliaque  proposition  est  renfermée  dans  la  précédente;  il  y 
^^  a  une  qui  n'est  pas  une  conséquence  de  la  précédente,  et 
^pii  exige  la  considération  des  deux  précédentes  pour  èlre 
admise  :  c'est  celle  qui  résulte  de  l'élimination  d'une  des 
inconnues  entre  deux  équations.  A  laquelle  de  ces  deux 
dîra-t-il  qu'elle  est  identique,  puisque  aucune  des  deux  ne 
*  entraînerait,  et  qu'elle  ne  résulte  que  de  leur  ensemble.  Il 
^e  pourra  pas  dire  davantage  qu'elle  est  identique  aux  deux 
^ïiaemble,  puisqu'elle  ne  pourrait  les  remplacer  ;  c'est  seu- 
lement la  réunion  de  la  dernière  et  de  l'une  des  deux  pre- 
^*^îères,  qui  pourrait  être  substituée  à  ces  deux  premières.  La 
dernière  ne  peut  donc  réellement  être  dite  identique  à  l'une 
^e  ces  deux,  puisqu'elle  ne  peut  la  remplacer  absolument, 
^^^is  seulement  sous  la  condition  que  la  seconde  des  deux 
I^«"einîères  aura  lieu. 

La  seule  identité  qui  ait  lien  dans  toutes  ces  équations 
^^ccessives,  c'est  celle  des  valeurs  des  inconnues.  Ce  sont 
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f  oujourâ  les  mêmes  valeurs  qui  satisfont  à  des  systèmes  fit: 
cessifs  d*équatiou8,  qui  ne  seraient  identiques  que  sons 
rapport  de  ces  valeurs,  et  auxquels  nous  avons  donné  le  noi 
qui  nous  parait  plus  convenable,  de  systèmes  équwalentâ 

75.  Â  cette  discussion  qui  ne  peut  laisser  aucun  dont 
ajoutons  une  dernière  observation,  à  laquelle  nous  croyo 
que  Condillac  lui-même  n'aurait  pu  résister,  et  qui  monl 
bien  qu'on  ne  peut  appeler  identiques  les  propositions  su 
çessivesdont  se  compose  une  démonstration. 

En  effet  nous  avons  prouvé  qu'en  partant  d'une  propo; 
tioa  fausse,  ou  peut  par  des  déductions  exactes  arriver 
une  proposition  vraie.  Si  donc  on  admettait  que  les  prop« 
sitions  bien  déduites  les  unes  des  autres  sont  identiques, 
faudrait  admettre  Fidentité  de  deux  propositions  dont  Tui 
serait  vraie  et  l'autre  fausse.  Or,  de  quelque  manière  qu'c 
veuille  entendre  le  mot  identité^  on  n'en  viendra  jamais 
l'appliquer  à  deux  propositions  qui  seront  dans  ce  cas; 
Ton  ne  peut  supposer  que  la  langue  parfaite  que  CondilL 
appelait  de  ses  vœux,  put  admettre  une  pareille  énormil 

Concluons  donc  de  nouveau  qu'on  ne  démontre  pas  p 
une  suite  d'identités,  et  que  cette  vérité  qui  par  son  exe 
de  simplicité  aurait  échappé  à  tous  les  philosophes^  est  u 
illusion  produite  par  un  excès  de  subtilité. 


Conclusion  dç  la  dkcussion  précédente, 

76.  L'examen  que  nous  venons  de  faire  des  opinio . 
émises  par  G^ndillac,  dans  sa  logique,  nous  a  conduit  à  (I 
conséquences  qui  peuvent  être  résumées  comme  il  suit  : 

1^  L'analyse  telle  que  Condillac  la  conçoit,  étant  la  décbtf 
position  d'un  tout  en  ses  parties,  diffère  essentiellement 
U^méthode  qui  porte  le  même  nom,  et  qui  ^'applique  h  la  v:^ 
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solution  des  problèmes  de  raisonnement.  Il  croit  cependant 
qu'elle  est  la  même;  que  c'est  à  elle  que  Lagrange  et  Euler 
doivent  les  progrès  qu'ils  ont  fait  faire  à  la  science:  etil 
cionne  la  solution  d'un  problème  simple,  qu'il  dit  traité  par 
l'analyse  telle  qu'il  Ta  définie.  En  tout  cela  il  est  dans  l'er-^ 
i^^ur.  Celte  analyse  serait  impropre  à  la  résolution  des  pro- 
l:>lèmes  de  raisonnement  ;  elle  n'est  qu'une  première  pré* 
{>3ration  à  cette  résolution,  quand  toutefois  il  y  a  lieu  de 
1  "*  appliquer  ;  et  dans  ce  cas  même  elle  est  comprise  dans 
l^autre,  et  est  si  naturellement  indiquée,  qu*à  peine  il  serait 
i:^^cessaire  de  la  conseiller.  La  vraie  méthode  de  recherche 
pour  la  résolution  de  questions  proposées^  est  l'analyse 
^^lle  que  Ta  conçue  Platon,  telle  qu'elle  a  été  pratiquée  par 
le4  anciens  géomètres,  et  que  nous  avons  exposée  au  com^ 
**iéncement  de  cet  Ouvrage,  en  y  ajoutant  quelques  complet 
ïï^ents  nécessaires. 

a^  Les  langues  ne  sont  pas,  comme  le  prétend  Gondillae, 

<^c^  méthodes  analytiques.  L'examen  approfondi  de  tout  ce 

S[ui  se  passe  dans  notre  àme,  ou,  suivant  l'eicpressicm  de 

^ondillac,  Vanalyse  complète  de  nos  sentiments  et  de  nos 

pensées,  doit  précéder  la  formation  de  la  langue  qui  a  pour 

^l>jet  de  les  exprimer.  On  peut  procéder  avec  méthode  h 

^^tte  formation  5  mais  le  résultat  auquel  on  est  conduit  n'est 

P^s  une  méthode.  Dans  l'emploi  qu'on  fait  de  la  langue,  ce 

^^  sont  pas  les  signes  qui  devancent  et  décomposent  la  pen- 

^^e  •  ils  ne  font  que  suivre  les  idées  à  mesure  qu'elles  se 

*^*"cnent,  se  piêtcnt  à  toutes  les  décompositions  que  l'esprit 

y  Conçoit,  et  les  fixent  invariablement  à  mesure  qu'elles  se 

t^*'oduisent. 

0°  L'art  de  raisonner  ne  se  réduit  pas,  comme  le  dit  Con- 

^^^Hac,  à  une  langue  bien  faite.  Ce  n'est  pas  le  langage  qui 

^^t  les  déductions  ;  il  les  exprime  et  les  fixe  quand  Tesprit 

^s  a  faites.  Il  peut  les  rendre  plus  ou  moins  faciles,  suivant 

^l^  il  est  plus  ou  moins  parfait.  Les  démonstrations  d'Ar- 
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chiinède,  si  difficiles  à  suivre,  quand  on  emploie  comme  il 
le  faisait  le  langage  ordinaire,  deviennent  très-simples  avec 
le  langage  algébrique.  Mais  la  comparaison  qui  amène  la 
déduction  est  toujours  une  opération  deTesprit  ;  et  le  mé- 
canisme du  langage  a  pour  objet  de  la  faciliter  et  non  de 
l'exécuter. 

4^  Les  raisonnements  ne  sont  pas  des  identités.  Les  pro- 
positions successives  qVon  déduit  les  unes  des  autres,  ne 
sont  pas  identiques  entre  elles  ;  il  n'y  a  à  Têtre  qtte  les 
choses  dont  elles  expriment  les  propriétés.  Lorsque,  par 
exemple^  en  partant  de  la  propriété  qui  sert  de  défini  tiou  au 
cercle,  on  parvient  à  prouver  que  tous  les  rayons  coupent 
cette  courbe  à  angle  droit,  on  obtient  ainsi  une  propriété 
très-différente  de  la  première*,  il  n'y  a  identité  qu'entre  les 
deux  courbes  qui  jouissent  de  Tune  et  de  l'autre.  Dans  le 
plus  simple  raisonnement,  la  conséquence  n'est  identique 
avec  aucune  des  deux  prémisses.  Si  par  exemple  on  admet 
ces  deux  propositions,  que  A  est  égal  à  B,  et  que  B  Test  à  C, 
on  tirera  la  cons^uence  que  A  est  égal  à  C.  Mais  cette  troi- 
siime  proposition  n'est  identique  avec  aucune  des  deux 
premières)  elle  ne  résulte  d'aucune  d'elles  séparément,  mais 
seulement  de  leur  ensemble.  Et  Ton  ne  peut  pas  dire  non 
plus  qu'elle  est  identique  avec  cet  ensemble;  car  elle  pour* 
rait  être  vraie,  tandis  que  les  deux  autres  seraient  fausses  • 
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AVANT-PROPOS. 


Dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage  nous  avons 
dit  ce  que  c'était  qu'une  science  de  raisonnement, 
comment  elle  se  formait,  de  quelle  nature  étaient  les 
questions  dont  elle  s'occupait,  et  quelles  méthodes 
dirigeaient  l'esprit  dans  la  recherche  de  leur  résolu- 
tion. Nous  allons  maintenant  appliquer  ces  considé- 
rations générales  aux  sciences  les  plus  parfaites,  celles 
dont  les  données  nécessaires  sont  les  plus  simples  et 
les  mieux  assurées,  à  la  science  des  nombres  et  à  la 
science  de  V étendue. 

Nous  prendrons  ces  sciences  à  leur  origine;  nous 
établirons  leurs  données  premières,  celles  qui  sont 
nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  la  nature 
des  choses  dont  elles  s'occupent,  et  nous  procéderons 
à  leur  formation,  non  pas  avec  tous  les  détails  que 
comporterait  un  Traité  spécial,  mais  de  manière  à  bien 
faire  saisir  l'enchaînement  des  idées,  Tordre  dans 
lequel  elles  se  présentent  le  plus  naturellement,  et 
l'esprit  des  théories  successives  dans  lesquelles  vien- 
nent se  grouper  les  propositions  qui  se  rattachent  à 
un  même  but  partiel. 

Cet  ouvrage,  bien  que  commençant  aux  premiers 
éléments  des  Mathématiques,  n'est  donc  pas  destiné  à 
ceux  qui  n'en  ont  encore  aucune  notion  ;  il  peut  con- 
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venir  aux  élèves  à  qui  ces  matières  sont  déjà  fami- 
lières, et  pour  lesquels  la  partie  philosophique  de  la 
science  a  quelque  attrait;  mais  il  s'adresse  plus  par- 
ticulièrement à  ceux  qui  professent  et  qui  n'ont  pas 
eu  le  temps  de  faire  toutes  les  réflexions  qui  nous  ont 
été  suggérées  par  de  longues  méditations  et  par  un 
enseignement  de  près  d'un  demi-siècle.  Nous  y  avons 
suivi  l'ordre  dans  lequel  la  science  doit  être  exposée, 
afin  que  chaque  difficulté,  s'il  y  en  a,  soit  prise  à  sa 
naissance  et  éclaircie  au  moment  où  elle  se  produit. 
Rien  n'est  plus  dangereux  que  le  séjour  prolongé 
d'une  idée  obscure  dans  l'esprit;  elle  y  laisse  toujours 
quelque  trace,  après  même  que  la  vérité  s'y  est  fait 
jour.  Il  ne  faut  pas  dire  aux  élèves  :  Allez  en  avants  la 
foi  vous  viendra;  il  ne  faut  avancer  qu'en  s'appuyant 
sur  des  précédents  sans  nuage. 

Nous  avons  dû  passer  rapidement  sur  les  points 
qui  ne  peuvent  donner  lieu  à  aucune  idée  fausse,  et 
insister  au  contraire,  plus  même  qu'on  ne  le  fait  dans 
les  Traités  spéciaux,  sur  ceux  où  il  est  possible  de 
s'égarer.  Cet  ouvrage  n'est  donc  pas  fait  pour  servir 
de  texte  positif  à  un  cours  régulier,  mais  il  peut  être 
regardé  comme  le  programme  inégalement  développé 
d'un  cours;  et  nous  désirerions  qu'il  pût  donner  nais- 
sance à  des  Traités  complets,  où  les  matières  seraient 
présentées  dans  le  même  ordre  et  dans  le  même  esprit, 
et  où  ne  se  trouveraient  pas  les  lacunes  que  nous 
avons  laissées  à  dessein. 


APPLICATION 


DES 


itfiTHODES  GÉNÉRALES 


A   LA 


SCIENCE  DES  NOMBRES 


ET  A  LA 


SCIENCE  DE  L'ÉTENDUE. 


OBJET   ET  DONNÉES  DES  SCIENCES 
MATHÉMATIQUES  PURES. 


'^s  idées  les  plus  simples  que  font  naître  en  nous  les 
cc^i'pa  qui  nous  entourent^  sont  celles  d'étendue  et  de  plu- 

Uo.  corps  considéré  seul  nous  donne  l'idée  de  l'étendue 
^^  de  la  forme.  Des  corps  distincts  et  de  même  espèce  nous 
<*^nixent  celle  de  la  pluralité  ou  du  nombre, 

Nous  lions  d'abord  ces  idées  d'étendue  et  de  forme  aux 
^^s  qui  y  ont  donné  naissance  ;  mais  bientôt  notre  esprit 
^^  en  dégage  et  conçoit  la  forme,  ou  la  figure,  indépen- 
^^tt^tuent  de  la  nature  matérielle  des  corps  :  cette  opéra- 
tion est  ce  qu'on  nomme  une  abstraction. 

Nous  faisons  de  même  pour  la  pluralité;  nous  la  conce- 
vons indépendamment  de  l'espèce  des  objets  coexistants, 
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et  l'on  peut  même  dire  que  si  ces  objets  n'étaient  pas  < 
même  espèce,  la  distinction  que  nous  en  faisons  suffin 
pour  nous  donner  Tidée  du  nombre,  qui  nait  uniqueme 
delà  tonsidérAtion  simultanée  d'objets  diitiuctt*  Cette id 
du  nombre  résulte  encore,  comme  on  voit,  de  l'opér 
tion  de  Tesprit  que  nous  nommons  abstraction. 

L'ensemble  de  tous  les  rapports  nécessaires  qui  dérive 
de  la  nature  deê  nombres  forme,  d'après  nos  défînitio 
générales,  ce  qu'on  doit  appeler  la  science  des  nombres. 

L'ensemble  des  rapports  nécessaires  qui  dérivent  de 
nature  de  Tétendu^,  forme  la  science  de  Vétàridtêe^  qu' 
appelle  aussi  la  Géométrie, 

Ces  deux  sciences  réunies  constituent  ce  qu'on  appe 
les  Mathématiques  pures. 

Pour  qu'elles  soient  élevées  au  rang  de  ce  que  ne 
avons  appelé  sciences  de  raisonnement^  il  feut  ^tab 
d'abord  les  notions  et  les  données  ou  axiomes  qui  fixent 
nature  des  choses  dont  elles  s'occupent,  ou  sont  des  vérî 
évidentes  résultant  de  celte  nalure,  et  que  nous  ne  pc 
vons  ramener  à  d'autres  plus  simples.  C'est  ce  que  n< 
allons  faire  brièvement  pour  chacune  de  ces  deux  scieno 


nONlïÉES  PREMIERES   RÉSULTANT  DE  LA  NATURE  DES  NOMBX. 

i»  L'idée  des  nombres  est  tellemeîit  ^mpîe,  que 
axiomes  qui  s'y  rapportent  se  rédtiîsent  k  presqtte  rien, 
ne  «ont  réellement  que  It;  développement  naturel  de  ce 
idée  mêmre. 

On  fonnefâît  toutes  les  pluralités  en  partant  d'un  s< 
objet  <jai  nWfrit  pas  l'idée  de  pluralité,  maïs  de  ce  que  nt: 
appellerons  unité,  puis  en  lui  en  joignant  un  autre,  p' 
un  nouveau,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Et  comme  n€ 
appelons  nomires  toutes  ces  diverses  pltiralités,  en  y  co 
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prenant  même  runiié,  on  voit  que  la  suite  des  nombres  est 
illimitée,  que  le  plus  petit  est  l'unité,  ou  le  nombre  u/t,  et 
que  tous  les  autres  se  forment  successivement  par  l'addition 
constante  de  Tunité  au  dernier  formé. 

2.  La  première  idée  qu'on  se  fait  de  la  pluralité  entraine 
cette  autre  que,  dans  quelque  ordre  qu'on  place  les  objets 
et  de  quelque  manière  qu'on  les  partage  en  groupes  sépa- 
rés|  pourvu  qu'on  n'en  retire  aucun  et  qu'on  n'en  iniro* 
duise  pas  de  nouveau,  la  pluralité  ne  change  pas  et  le 
nombre  reste  toujours  le  même. 

3.  Si  l'on  considère  deux  ensembles  différents  d'objets,  et 

qu'on  fasse  correspondre,  par  la  pensée  ou  autrement,  un 

premier  objet  de  l'un  avec  un  premier  objet  de  l'autre,  un 

second  avec  un  second,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que 

1  un  des  deux  ensembles  soit  épuisé,  il  pourra  arriver  deux 
cas  : 

Ou  le  secoud  sera  épuisé  en  même  temps  que  le  pre- 
'Uier,  et  la  pluralité  sera  la  même  dans  les  deux  :  on  dira 
^lors  que  les  nombres  correspondants  sont  égaux  f 

Ou  l'un  des  deux  ensembles  sera  épuisé  avant  l'autre^  et 
^lors  on  dira  que  le  nombre  correspondant  à  cet  autre  est 
P^  grand  que  celui  qui  correspond  au  premier,  et  que 
^clui-cî  est  plus  petit  que  l'autre. 

4.  Si  l'on  a  plusieurs  groupes  d'objets  et  qu'on  les  réu- 
*^*fi8etous  ensemble,  le  nombre  qui  en  résultera  s'appellera 
^  Somme  des  nombres  correspondants  à  ces  divers  groupes, 
^  Ton  dira  que  ceux-ci  ont  été  ajoutés  ou  additionnés 
®^ti<e  eux  5  on  les  appellera  des  parties  de  la  somme,  qui 
'  ^peHe  aussi,  par  rapport  à  elles,  le  total  ou  le  tout.  Ce 
'^^^ftibrc  total  sera,  d'après  ce  que  nous  avons  dît,  indépen- 
dant de  Pordre  dans  lequel  on  aura  réuni  ou  ajouté  tous 
^^8  objets,  et  de  la  manière  dont  on  aura  pu  fractionner 

I. 


4  OBJET   Er    DONNÉES 

ces  groupes  pour  les  transporter  ensemble,  soit  effectîv 
ment,  soit  simplement  par  la  pensée,  pourvu  qu'anci 
objet  ne  soit  supprimé,  et  aucun  nouveau  introduit.  1 
nombre  total  des  objets  sera  ainsi  la  somme  des  nombr 
partiels  correspondants  à  ces  groupes  ou  à  leurs  fractionn 
ments  arbitraires  ;  et  comme  ce  nombre  total  est  invariabl 
on  peut  énoncer  cette  proposition  générale  : 

((  De  quelque  manière  qu'on  ajoute  plusieurs  nombre 
en  les  décomposant  comme  on  voudra ,  on  obtiendra  toi 
jours  la  même  sonmie.  » 

Nous  nous  bornerons  à  ces  notions  bien  simples,  qi 
comme  nous  Pavons  dit,  ne  sont  que  des  développements  < 
ridée  des  nombres,  et  suffisent  pour  faire  de  la  science  d 
nombres  ce  que  nous  avons  appelé  une  science  de  raisof 
nement. 

DONNÉES    PREMIERES   DE   LÀ   SCIENCE   DE   l' ÉTENDUE. 

5.  Les  corps  matériels  nous  donnent  les  idées  d'étendu 
de  forme,  de  situation  les  uns  par  rapport  aux  autres;  € 
comme  nous  l'avons  dit,  notre  esprit  peut  faire  abstractic 
de  tout  ce  qui  tient  à  leur  nature  matérielle,  pour  n'y  vc 
que  leur  figure.  Il  y  conçoit  une  continuité  et  une  régul 
rite  qu'ils  sont  bien  loin  d'avoir  réellement;  et  c'est  en  le" 
donnant  cette  perfection  idéale  qu'il  les  soumet  à  ses  ir 
vestigations,  et  forme  la  science  de  raisonnement  qui  s'a. 
pelle  la  Géométrie. 

Il  est  dans  la  nature  de  l'esprit  humain  d'aller  toujois 
au  delà  de  ce  que  les  sens  lui  présentent.  Aussi,  quoiqix 
ne  connaisse  par  leur  moyen  que  des  corps  très-limité 
conçoit' il  la  possibilité  que  ces  limites  soient  beaucoi 
moins  resserrées,  et  ne  voit-il  même  aucune  borne  asfi 
gnable  à  leur  étendue^  soit  idéale,  soit  même  matérielle. 
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Cette  couception  fait  nailre  chez  la  plupart  des  hommes 
l'idée  qu'il  existe  ce  qu'ils  appellent  un  espace  indéfini,  in- 
dépendant de  l'existence  d'aucun  corps,  et  qui  subsisterait 
après  l'anéantissement  complet  de  tout  ce  qui  est,  matériel 
ou  spirituel.  Ils  se  figurent  que  par  cela  seul  qu'on  admet 
la  possibilité  des  corps,  on  doit  admettre  qu'il  y  avait  de 
la  place  pour  les  recevoir;  et  de  la  pure  abstraction  qui 
nous  fait  concevoir  la  matière  et  la  figure  comme  suscep- 
tibles d'une  étendue  sans  borne,  ils  font  la  réalité  d'un  être 
qu'ils  nomment  V espace.  Il  est  difficile  de  pousser  l'aberra- 
tion plus  loin  )  et  cela  est  cependant  si  naturel,  que  bien 
peu  d'hommes  seront  d'abord  de  notre  avis  sur  ce  point, 
qui  a  déjà  été  l'objet  de  bien  des  controverses. 

Mais  si  l'on  suppose  pour  un  instant  que  rien  n'existe 
et  qu'un  corps  vienne  à  être  créé,  quel  obstacle  pourrait-il 
rencontrer?  Que  pense-t*on  quand  on  dit  qu'il  fallait  une 
place  pour  le  recevoir?  Dès  qu'il  a  été  créé,  il  a  une  éten- 
due; on  peut  sans  aucun  doute  faire  abstraction  de  sa 
matérialité  pour  ne  plus  voir  que  sa  figure;  on  a  ainsi 
une  idée  d'étendue  qu'on  pourrait  conserver  après  l'anéan- 
tissement de  toute  matière  :  mais  ce  serait  une  simple 
idée  existant  dans  notre  esprit,  et  n'ayant  aucune  réalité  en 
dehors. 

Après  s'être  créé  ce  fantôme,  si  l'on  vient  à  y  appliquer 
son  attention  et  à  chercher  à  se  rendre  compte  de  son  exis- 
tence, on  se  trouve  saisi  d'une  sorte  d'effroi,  comme  il  ar- 
rive toutes  les  fois  qu'on  veut  sonder  quelque  mystère  im- 
pénétrable à  l'esprit  humain.  Un  être  infini  dans  tous  les 
sens  et  indépendant  de  toute  création,  confond  l'imagina- 
tion ;  il  est  aussi  difficile  à  concevoir  que  Dieu  lui-même  : 
néanmoins,  personne  presque  ne  doute  de  son  existence  ; 
ceux-là  même  y  croient,  qui  ne  croient  pas  à  l'existence 
de  Dieu.  . 

Et  cependant  cet  être  prétendu  n'est  que  le  produit  dé 
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rimagination  de  l'homme;  ce  qui  est  vrai,  c'est  qu'il 
a  paà  de  limite  à  Tëtendue  possible  de  la  création,  eï 
suite  à  l'étendue  abstraite  des  objets  créés;  et  cet  esj 
fantastique,  que  Ton  semble  croire  destiné  à  recevoir 
objets,  ou  même  simplement  leurs  figures,  n'est  pas  i 
chose;  c'est  V absence  de  toute  chose  :  c'est  le  néant* 

6.  La  première  notion  d'étendue  que  nous  recevons 
corps  solides  n'est  pas  la  seule  dont  ils  nous  donnent  Pic 
La  limite  de  leur  étendue,  ou  leur  surface^  constitue  i 
autre  espèce  d'étendue  d'une  nature  toute  différente,  p 
que  l'intérieur  du  corps,  qui  est  considéré  dans  la  j 
mière,  ne  l'est  pas  dans  celle-ci.  Enfin,  si  l'on  consid 
une  portion  delà  surface  d'un  corps,  elle  est  terminée 
ce  que  l'on  appelle  une  ligne;  et  la  ligne  donne  Pi 
d'une  nouvelle  espèce  d'étendue  entièrement  diffère 
des  deux  autres.  Si  Ton  considère  une  portion  de  lig 
les  limites  de  son  étendue,  ou  ses  extrémités,  n'offrent  l'i 
d'aucune  espèce  d'étendue ,  et  se  nomment  des  poù 
Ces  trois  sortes  d'étendue  portent  les  noms  d'étendue 
solidité  ou  volume ,  en  surface  et  en  ligne.  On  les  oc 
prend  toutes  sous  la  dénomination  de  grandeurs  géoi 
triques. 

7.  Deux  grandeurs  géométriques,  de  quelque  esj 
qu'elles  soient,  sont  dites  égales ^  lorsqu'on  peut  transpoi 
l'une  des  deux,  en  ne  changeant  rien  en  elle,  de  mau 
qu'elle  coïncide  complètement  avec  l'autre.  Cette  translai 
offrirait  des  difficultés  et  même  des  impossibilités  dan 
cas  des  corps  solides,  si  l'on  n'avait  pas  fait  abstractioi 
leurs  propriétés  matérielles,  et  particulièrement  de  l'im 
nétrabilité.  Nous  ne  considérons  que  la  figure  des  coi 
des  surfaces  et  des  lignes,  et  ces  images  idéales  ne  pefi^ 
offrir  aucun  obstacle  à  la  pénétration. 
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Lorsqu'une  quantité  se  compose  d'une  quaiuilé  égale  h 
une  seconde  et  d'un  reste  quelconque»  on  dit  qu'elle  est 
plus  grande  que  la  seconde  ;  la  seconde  est  dite  plus  pa* 
tite  que  la  première,  et  s'appelle  aussi  une  partie  de  la  pre* 
mière.  Une  grandeur ,  relativement  aux  parties  dont  elle 
est  formée,  se  nomme  un /oii^/  elle' est  dite  la  somme  des 
différentes  grandeurs  qui  la  constituent. 

Ainsi,  d'après  le  sens  que  nous  attachons  aux  mots  tout^ 
partie,  plus  grand,  plus  petit,  on  voit  qu'un  tout  est  plus 
grand  qu'une  de  ses  parties,  ou  que  la  paHie  est  plus  pe- 
tite  que  le  tout.  C'est  donc  à  tort  qu'on  fait  de  cette  pro- 
position un  axiome  fondamental  que  quelques  auteurs  des 
Traités  de  Géométrie  demandent  qu'on  admette  comme 
évident»  et  placent  au  milieu  de  leurs  postulata  ou  vérités 
indémontrables.  Cette  méprise,  un  peu  forte  il  est  vrai» 
consiste  à  prendre  pour  une  vérité  de  sentiment  ce  qui  n'est 
qu'une  vérité  de  définition. 

8«  Nous  nous  occuperons  d'abord  de  l'étendue  ou  de  la 
figure  dans  le  cas  le  plus  simple,  le  plus  réduit,  dans  le 
cas  des  lignes. 

De  toutes  les  lignes,  celle  qui  présente  la  figure  la  plus 
simple,  et  dont  la  considération  se  présente  le  plus  souvent 
dans  la  Géométrie,  est  la  ligne  droite  :  on  en  a  donné  des 
définitions  assez  diverses. 

Les  auteurs  les  plus  célèbres  de  nos  jours  appellent  ligne 
droite  la  plus  courte  ligne  qui  puisse  être  menée  d'un  point 
à  un  autre}  définition  qui  est  entièrement  défectueuse.  En 
effets  elle  ramène  une  notion  à  d'autres  quel'on  n'a  pas,  etqui 
sont  beaucoup  moins  simples  que  la  première.  Qu'entend- 
on,  en  effet,  par  une  ligne  plus  grande  qu'une  autre?  C'est 
celle  qui  se  compose  d'une  partie  égale  à  la  première  et 
d'un  reste  quelconque.  Or,  deux  lignes  égales  sont  celles 
qui  peuvent  coïncider,  et  par  conséquent  l'égalité  ne  peut 
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être  conçue  entre  deux  lignes  dont  la  figure  ne  se  prèle 
à  la  super[>osition.  Quelle  idée  peut-on  se  faire  alors 
cette  définition  donnée  au  commencement  même  de 
science,  lorsque  Ton  n'a  pu  encore  faire  savoir  ce  que  1 
appelle  lignes  d'^ale  longueur,  dans  le  cas  où  il  ne  pei 
avoir  coïncidence?  Nous  rejetons  donc  entièrement  a 
définition,  qui  a  encore  l'inconvénient  de  ne  donner  auei 
idée  de  la  figure  de  la  ligne  droite  à  ceux  qui  ne  l'aurai 
pas  déjà. 

9.  Euclide  n'était  pas  tombé  dans  cette  faute,  et  n*ai 
pas  introduit  dans  sa  définition  la  considération  de  la  1 
gueur;  mais  elle  pèche  un  peu  par  la  clarté,  et  a  pu  d 
ner  lieu  à  des  interprétations  diverses.  La  ligne  droite,  ( 
il,  est  celle  qui  iÇ  î<wtf  taTrm  i^  ittvriç  otifuloiç,  c'est-à-dire < 
repose  également  sur  ses  points.  Or,  que  faut-il  enten* 
par  là?  Veut-il  dire  que  si  l'on  considère  deux  quelconq 
de  ses  points,  elle  ne  pourrait  être  posée  sur  eux  de  plusie 
manières  différentes,  de  sorte  que,  par  deux  de  ses  poîi 
on  ne  peut  concevoir  une  seconde  ligue  droite?  Suppose 
t-on,  au  contraire,  que  cette  similitude  entre  ses  poinli 
rapporte  aux  différentes  parties  de  la  droite?  Cela  n'est 
vraisemblable;  car  cette  identité  de  forme  dans  to 
l'étendue  d'une  ligne  s'appliquerait  aussi  bien  au  cercle 
à  l'hélice  qu'à  la  ligne  droite.  Ce  qui  est  bien  certain, 
reste,  c'est  qu'il  n'y  a  rien  dans  cette  définition  qui  pu] 
faire  supposer  qu'Euclide  considérait  la  droite  comme 
ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  entre  deux  qu 
conques  de  ses  points.  Et  cela  est  d'autant  plus  certain,  qi 
démontre  plus  tard  très-rigoureusement  que  toute  lii 
droite  est  plus  petite  qu'une  ligne  brisée  terminée  à  ses  d< 
extrémités.  Ajoutons  enfin  qu'Archimède  a  mis  au  nom! 
des  principes  que  la  ligne  droite  est  la  plus  courte  de  lor 
celles  qui  ont  les  mêmes  extrémités,  et  que  la  ligne  c^ 
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cave  est  plus  courte  que  toute  ligne  qui  l'enveloppe;  ce  qui 
montre  bien  qu'il  ne  regardait  pas  la  ligne  droite  comme 
ayant  été  définie  par  cette  propriété, 

IVous  sommes  porté  à  admettre  la  première  explication, 
et  nous  croirons  être  d'accord  avec  Euclide  en  appelant 
ligne  droite  une  ligne  indéfinie  telle,  que  par  deux  points 
donnés  on  nen  peut  faire  passer  qu^une  seule. 

Et  cette  propriété  que  nous  prenons  pour  définition  d'une 
forme  particulière  de  lignes  entraîne  cette  autre,  que  si  l'on 
en  prend  une  portion  quelconque  et  qu'on  la  transporte  de 
manière  que  les  deux  extrémités  soient  tout  autre  part  sur 
la  même  ligne,  les  deux  portions  comprises  entre  ces  deux 
points  coïncideront^  et  la  forme  de  cette  ligne  est  partout 
la  même. 

La  définition  que  nous  adoptons  a  l'avantage  de  donner 
"une  idée  bien  nette  de  celte  forme.  Il  suffit  de  se  représen- 
ter une  ligne  dont  deus  points  resteraient  les  mêmes,  et 
qu'on  essayerait  de  déplacer  d'une  manière  quelconque. 
On  aura  bientôt  exclu  toutes  les  formes  qui  ne  satisferaient 
pas  à  la  condition  de  coïncidence  constante  exigée  par  la 
définition,  et  il  ne  restera  comme  y  satisfaisant  que  cette 
lîgne  dont  tout  le  monde  a  le  sentiment  bien  avant  d'eu 
^Voirune  définition. 

Toute  ligne  qui  n'est  ni  droite  ni  composée  de  lignes 
di'oi les  s'appelle  ligne  courbe^  ou  simplement  courbe, 

10.  A  partir  d'un  point  d'une  droite,  on  peut  considérer 
deux  côtés  différents  donnant  lieu  à  ce  qu'on  appelle  les 
directions  opposées  de  la  droite  en  ce  point.  La  tendance 
ï^aiurellede  l'homme  à  rapporter  tout  à  lui-même,  fait  sou- 
Vent  désigner  ces  deux  directions  par  les  noms  de  gauche  et 
^'"oile^  et,  dans  certains  cas,  cette  image  contribue  à  don- 
*^er  une  idée  claire  des  positions  ou  des  mouvements. 

11.  Toutes  les  droites  indéfinies  coïncidant  quand  elles 
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ont  deux  points  communs,  rien  n'est  plus  facile  que  de  por — 
ter  sur  une  droite  indéfinie,  à  partir  d'un  de  ses  points  i^  ' 
dans  le  même  sens,  des  droites  égales  à  des  droites  donnéei^ 
C'est  ce  qu'on  appelle  ajouter  les  longueurs  de  ces  lignes 
et  l'on  dit  que  la  droite  comprise  entre  les  deuK  point 
extrêmes  a  une  longueur  égale  à  la  somme  de  tontes  1< 
autres. 


12.  Remarque.  — •  Nous  avons  compris  dans  la  défîniti 
de  la  ligne  droite  ces  deux  propriétés  que,  lorsque  deux 
ses  points  sont  fixés,  la  ligne  ne  peut  avoir  qu'une  sem^ 
position  tant  entre  ces  deux  points  qu'au  delà  ^  mais  il  ^ 
rait  possible  de  rendre  sensible  que  la  seconde  propri 
est  renfermée  dans  la  première.  Concevons,  en  effet, 
deux  droites  qui  ont  deux  points  communs  ne  coïncident  j^.^ 
au  delà,  et  prenons  sur  l'une  un  point  qui  ne  soit  pas  s 
l'autre.  On  pourra  amener  ce  point  sur  celle  dernière  | 
un  déplacement  de  la  première  droite  autour  du  point  co 
mun  le  plus  éloigné,  et  l'on  juge  avec  assez  d'évidence  q 
dans  ce  déplacement,  les  points  qui  étaient  d'abord  co 
muns  ne  le  seront  plus,  et  qu'il  y  aurait  par  conséqu< 
deux  lignes  droites  différentes  entre  le  point  resté  fixe 
celui  qu'on  a  rendu  commun  aux  deux  proposées  j  or, 
serait  contraire  à  la  définition  de  la  ligne  droite. 

Mais  le  sentiment  qu'on  a  de  la  justesse  de  ces  consid 
rations  ne  nous  paraît  propre  qu'à  produire  une  confirnr» 
tion,  et  non  une  véritable  démonstration.  Nous  croyo 
convenable  de  renfermer  dans  l'idée  de  la  ligne  droite  la  px 
priété  de  coïncidence  indéfinie  de  deux  droites  qui  aurais 
deux  points  communs. 

13.  Lorsque  deux  droites  se  rencontrent  en  un  point,  eH 
donnent  une  nouvelle  idée  qui  est  celle  àUnclinaison 
luelle  ou  d^ angle.  Nous  croyons  qu'il  n'est  pas  à  propos 
définir  cette  idée,  parce  qu'elle  ne  saurait  être  ramena 
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d'autres  plus  simples,  ou  seulemem  bien  défipî^s  avant  elle; 
maïs  il  faut  bien  savoir  que,  dans  la  recherche  des  rap- 
ports des  grandeurs  ou  quantités  quelconques,  Timportai^t 
n'est  pas  de  fixer  l'idée  des  choses  au  moyen  d'une  phrase, 
^piand  celle  idée  est  si  bien  conçue,  qu'elle  ne  peut  donner 
lieu  à  aucune  méprise.  L'important  est  de  définir  clairement 
l'égalité  et  l'addition  de  ces  choses;  et  cela  est  suffisant  en 
i^ème  temps  que  nécessaire  pour  les  comparaisons.  Nous 
ne  dirons  donc  pas  ce  que  c'est  qu'un  angle,  mais  ce  qu'on 
appelle  angles  égaux, 

f<  On  dit  que  deux  droites  qui  se  rencontrent  font  le 
mÊme  angle  que  deux  autres  qui  se  rencontrent  eu  un  autre 
point,  quand  on  peut,  en  transportant  l'un  de  ces  deux  sys* 
tàmes,  sans  y  r|en  changer,  faire  coïncider  les  directions  de 
ses  deux  lignes  avec  les  directions  de  celles  de  l'autre.   )) 

Il  faut  bien  remarquer  que  cette  égalité  est  indépen- 
dante de  celle  des  lignes  des  deux  systèmes. 

Du  reste,  e'est  pour  la  commodité  du  langage  qu'on  in- 
troduit le  mot  angle,  et  l'on  pourrait  énoncer  toutes  les 
pi^oposi lions  où  il  entre,  en  le  remplaçant  par  les  condi- 
tions qu'il  sert  à  exprimer.  Cette  remarque  peut  se  faire, 
^  la  vérité,  pour  toutes  les  définitions,  mais  ou  aurait  tort 
de  se  priver  de  l'avantage  qu'elles  donnent  au  langage 
lorsqu'elles  ne  sont  pas  défectueuses. 

ïfous  définirons  tout  à  l'heure  l'addition  des  angles,  et  ce 
q.i:&'on  entend  par  angles  plus  petits  ou  plus  grands. 

Il  est  un  cas  remarquable  d'égalité  d'angles  sur  lequel 
^ous  croyons  devoir  dès  à  présent  appeler  l'attentiou  :  c'est 
celui  où  ces  deux  angles  sont  ceux  qu'une  droite  qui  en 
l'encontre  une  autre  forme  avec  les  deux  côtés  de  cette  der- 
^î^re.  Nous  regardons  comme  évident^  la  possibilité  de 
<^tte  position  relative  de  deux  ligues.  On  dit  dans  ce  cas 
que  la  première  est  perpendiculaire  sur  la  seconde,  et 
^tt'elk  filait  avec  ell^  des  angles  droits. 
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14.  Les  surfaces,  dont  la  forme  peut  varier  à  Pinfinî 
offrent  aussi  un  cas  particulier  très-remarquable,  qui  es 
en  quelque  sorte  pour  les  surfaces  ce  que  la  droite  « 
pour  les  lignes  :  c'est  ce  qu'on  nomme  le  plan. 

On  le  définit  ordinairement  :  une  surface  telle,  que  sio\ 
fait  passer  une  droite  par  deux  quelconques  de  ses  points 
cette  droite  indéfinie  est  entièrement  comprise  dans  L 
surface. 

Cette  définition,  outre  qu'elle  ne  donne  pas  une  idé 
bien  nette  de  la  forme  de  cette  surface,  a  Tinconvéniec 
d'exprimer  un  nombre  indéfini  de  conditions  peut-être  in 
compatibles.  Existe-t-il  une  surface  sur  laquelle  une  droii 
puisse  s'appliquer  indéfiniment,  quels  que  soient  les  deii 
points  qu'on  ait  choisis  pour  la  déterminer?  Cette  infini" 
de  conditions  imposées  à  cette  surface  la  rend- elle  \im 
possible?  Son  existence  est-elle  une  vérité  première,  qu*c 
doive  admettre  comme  évidente,  comme  un  axiome? 

Nous  ne  partageons  pas  à  cet  égard  le  sentiment  con^ 
raun,  et  nous  pensons  que  l'admission  de  cette  surface  pev 
.  être  ramenée  à  quelque  chose  de  plus  évident  et  de  moix 
hypothétique  que  le  simple  énoncé  de  cette  définition. 

Concevons  en  effet  une  ligne  droite  quelconque,  et  en  u 
de  ses  points  élevons  une  perpendiculaire.  Supposons  qt: 
cette  seconde  ligne  prenne  d'une  manière  continue  tout« 
les  positions  possibles  en  passant  toujours  par  le  mênr 
point  et  restant  perpendiculaire  à  la  première.  11  est  ce* 
tainement  plus  facile  de  se  représenter  la  surface  lieu  c 
toutes  ces  perpendiculaires,  ou,  par  une  image  emprunté 
au  mouvement,  la  surface  engendrée  par  une  droite  pei 
pendiculaire  à  la  première  et  tournant  autour  d'elle  e 
passant  toujours  par  un  même  de  ses  points,  que  d'admetli 
à  priori  qu'il  existe  une  surface  telle,  que  la  droite  qi 
passe  par  deux  quelconques  de  ses  points  y  soit  compris 
tout  entière.  Or  on  peut  facilement  s'assurer  que  le  lie 
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dont  D0U8  venons  d'indiquer  la  génération,  jouira  de  cette 
jpjTopriélé. 

Semarquons  d'abord  Tidentité  de  forme  de  la  surface 
oonsidérée  de  ses  deux  côtés.  Si  eu  effet  on  la  retourne  et 
c[ix*on  fasse  coïncider  chacune  des  directions  de  la  première 
di:*oite  transportée  avec  elle,  avec  la  direction  opposée  à 
pa.K*tir  du  point  fixe,  elle  coïncidera  avec  sa  première  posi- 
t^ion,  puisqu'elles  seront  Tune  et  Tautre  le  lieu  des  per- 
pendiculaires à  une  même  droite  par  le  même  point. 

Il  est  de  plus  évident  que  cette  surface  coïncidera  tou- 
j  ours  avec  elle-même  si  on  la  déplace  de  manière  que  les 
perpendiculaires  qui  Tout  engendrée  restent  perpendicu- 
1  aires  à  l'axe  fixe. 

-  Cela  posé,  considérons  deux  points  quelconques  sur 
c^et.ie  surface^  faisons  passer  par  ces  points  une  ligne  droite 
i  Indéfinie,  et  suivons*la  à  partir  d'un  de  ces  deux  points  en 
'^nia.rchant  vers  Tautre»  Gomme  par  sa  définition  elle  est 
semblable  de  tous  les  côtés,  et  que  le  plan  n'offre  lui-même 
^^^icune  dissemblance  entre  ses  deux  faces,  de  quel  côté  de 
la  surface  peut-on  concevoir  que  passe  d'abord  la  droite? 
-^t  elle  ne  peut  passer  des  deux  côtés  à  la  fois,  parce  qu'alors, 
^^and  on  serait  arrivé  au  second  point  donné,  on  aurait 
d^vtx  lignes  droites  passant  par  les  deux  mêmes  points,  ce 
^^i  est  admis  impossible. 

Comment  donc  n'admettrait- on  pas  comme    évident 
^^'entre  ces  deux  points  la  droite  est  tout  entière  dans  la 
^i^face?  Et  l'on  admettra  aussi  qu'elle  n'en  peut  sortir  au 
à;  car,  par  les  raisons  déjà  données,  si  elle  passait  d'un 
^àt:é,  on  serait  fondé  à  admettre  qu'elle  passe  de  l'autre,  et 
-*-  On  aurait  encore  deux  droites  différentes  qui  auraient 
^^ux  points  communs^  ce  qui  est  contraire   à  la   défi- 
nition. 

Toutes  ces  idées  et  ces  propositions  sont  nettement  indi- 
^viëes,  et  leur  admission  ne  semble  pouvoir  être  l'objet 
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d'aucune  difficuhë;  tandis  que  l'idée  du  plan  tel  qu'on 
définissait  est  très-confuse,  et  renferme  tant  de  conditioi 
qu'on  ne  voit  nullement  qu'elles  soient  compatibiea. 

Le  lieu  dont  nous  venons  d'indiquer  la  génération, 
dont  reii:islence  est  incontestable,  jouit  donc  de  la  pi 
priété  que  si  l'on  joint  deux  quelconques  de  ses  pointe  | 
une  droite  indéfinie,  cette  droite  aura  tous  ses  points  sur 
surface. 

Et  de  là  résulte  comme  conséquence  nécessaires  q 
toute  droite  indéfinie  qui  passe  par  un  point  qui  n'appe 
tient  pas  à  ce  lieu  ne  peut  avoir  qu'un  seul  point  oomin< 
avec  lui  ]  car  si  elle  en  avait  deux,  tous  ses  points 
y  être,  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse. 

Cette  remarque  £ait  voir  bien  clairement  que  le 
question  n'est  nullement  un  corps  solide  ;  car  une  drol 
menée  par  un  point  extérieur  i  un  corps  peut,  en  le  péi 
trant,  avoir  avec  lui  un  nombre  indéfini  de  points  ooi 
muas.  Ce  lieu  ne  peut  donc  être  rangé  que  parmi  le^  m 
faces,  comme  cela  paraissait  d'ailieurs  bien  évident. 

15.  La  propriété  remarquable  que  nous  venons  de  d 
duicede  la  génération  de  celte  surface  est-elle  récipixiqu 
c'est^-dire  toule  surface  telle,  que  si  l'on  en  joint  dei 
points  par  une  droite,  cette  droite  soit  tout  entière  da 
cette  surface^  «st-<elle  le  lieu  des  perpendiculaires  à  u 
droite,  menées  par  qb  de  ces  points? 

Pour  r^oudre  cette  question,  dont  on  sentira  bteni 
râmportance,  concevons  deux  surfaces  quelconques  joui 
santde  la  propriété  supposée,  et  dans  Fane  d'elles  prenu 
arbitrairement  trois  points  non  en  ligue  droite.  Transpo 
tons  cette  sui€acede  manière  que  l'un  de  ces  trois  poinls 
trouve  placé  sur  Tautre  \  puis,  sans  déranger  ce  premi 
point,  faisons  tourner  la  surface  transportée  de  manié 
qm^un  des  dieux  autres  points  aixÎTc  à  ae  trouver  dans  od 
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qni  est  resiée  fixe^  et  enfin,  laissant  ces  denx  premiers 
points  À  la  piace  qu'ils  occupent,  ce  qui  év^idemment  ne  fixe 
pas  la  position  de  la  surface  que  nous  déplaçons,  faisons 
encore  mouvoir  cette  dernière  de  manière  que  le  troi- 
sième point  se  trouve  dans  Tautre.  Il  est  facile  de  dé- 
Jzxontrer  qu^alors  tous  les  points  des  deux  surfaces  coln- 
oiclcnl. 

On  voit  d*abord  que  les  trois  droites  qui  joignent  ces 
t.xx>is  points  deux  &  deux  sont  dans  les  deux  surfaces;  de 
sorte  qu'au  lieu  de  prendre  trois  points  dans  Tune,  on  eût 
pi]à  indifféremment  prendre  deux  de  ces  droites,  ou  même 
t. ou  les  les  trois. 

Considérons  maintenant  un  point  quelconque  sur  l'une 
<3ies  «urfaces  indéfinies,  et  prouvons  qu^il  est  aussi  sur 
1^  autre. 

Pour  ci^a,  menons  par  ce  point  une  droite  indéfinie  dans 
l^es  deux  eens,  qui  passe  par  un  autre  point  quelconque  de 
la.  même  surface,  pris  dans  Tintérieur  du  triangle  déler* 
Initié  par  les  trois  droites.  Celte  nouvelle  droite  rencon» 
^^•erA  nécessairement  deux  de  ces  dernières;  car  il  est  évi- 
dent que  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  directions  à 
partir  du  point  intérieur,  elle  sortira  des  deux  côtés  hors 
^*«  la  paHîe  de  la  surface  occupée  par  le  triangle,  et  rencon- 
^*^ra  son  contour  en  deux  points.  Et  ceux  qui  éprouveraient 
^^'elque  difficulté  à  cet  égard,  en  éprouveraient  bien  da- 
^^ntage  à  Tadmission  de  la  définition  ci-dessus  mention- 
"^^e.  Ces  deux  points  de  rencontre  seront  dans  les  deux 
^■^t^aioes,  puisqu'elles  renferment  les  deux  droites  rencon- 
^^''•Ses  :  la  nofivelle  droite  sera  donc  aussi  tout  entière  dans 
^^a  denx  «Urfaces,  et,  par  conséquent,  le  point  par  lequel 
*^Oas  Tavons  menée  y  sera  aussi.  Tout  point  de  l'une  des 
^'^rftwîcs  étant  sur  Tauire,  les  deux  surfaces  coïncident. 

Il  est  donc  démontré  que  si  deux  surfaces  jouissent  cha* 
^3^1»  de  la  propriété  de  renfermer  tous  les  points  de  la 
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droite  menée  par  deux  quelconques  de  leurs  points,  ell 
peuvent  coïncider  complètement   en    transportant  I' 
d'elles  de  manière  que  trois  points  non  en  ligne  droite,  pr 
arbitrairement  sur  elle,  viennent  s^appliquer  sur  l'autr 
nMmporte  dans  quelle  partie.  Et,  comme  on  peut  pren 
pour  seconde  surface  la  première  que  Ton  déplacerait, 
s'ensuit  que  celle-ci  peut  être  retournée  et  glisser  sur  el 
même  sans  cesser  de  coïncider,  pourvu  que  trois  de.s»^^ 
points,  non  en  ligne  droite,  restent  toujours  sur  la  pcr 
mjière  immobile.  Cette  surface  est  donc  partout  identique 
et  des  deux  côtés  ;  elle  est  doue  parmi  toutes  les  3urfac:2 
ce  que  la  droite  est  parmi  les  lignes. 

La  surface  lieu  des  perpendiculaires  en  un  même  pom  X3,  i 
d^une  droite,  jouissant  de  la  propriété  que  toute  droite  q^n^^ 
joint  deux  de  ses  points  y  est  tout  entière,  coïncidera  dcrs^i^ 
avec  elle-même  de  quelque  manière  quon  la  fasse  glissa  ^*) 
pourvu  que  trois  de  ses  points,  non  en  ligue  droite,  restes^  ^ 
toujours  dans  sa  première  situation.  On  peut  donc  la  k*^^ 
garder  comnxe  le  lieu  des  perpendiculaires  en  un  mên^*-^ 
point  d^une  droite,  menée  par  un  quelconque  de  ses  poin.C- 

Cette  surface  unique,  identique  à  elle-même  dans  tout- 
ses  parties  et  d^un  côté  quelconque,  peut  être  définie  par.  I 
génération  que  nous  en  avons  donnée,  ou  encore,  après 
démonstrations  précédentes,  par  la  propriété  réciproq 
que  nous  en  avons  déduite;  nous  lui  donnerons   le  no 
de  plan. 

16.  La  notion  du  plan  étant  admise,  nous  pourrons  d^ 
finir  l'addition  des  angles,  dont  nous  avons  défini  Tégalit^ 
Pour  ajouter  deux  angles,  nous  plaçons  sur  un  même  pla 
les  deux  systèmes  de  lignes  qui  les  forment,  de  manièx* 
que  les  points  où  leurs  côtés  se  rencontrent,  ou  leurs  soir^ 
mets,  coïncident  5  nous  plaçons  l'une  sur  l'autre  deux  d<^ 
lignes  qui  les  forment,  de  telle  manière  que  les  deux  autr^ 
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iîgnes  soient  de  côtés  dîflfërents  de  la  ligne  commune;  cela 
^it,  ces  deux  dernières  lignes,  quelle  que  soit  leur  position 
relative,  sont  dites  faire  entre  elles  un  angle  égal  k  la 
•Gmme  des  deux  autres  :  ou,  en  employant  un  langage  qui 
leva  dans  la  suite  plus  commode,  nous  dirons  que  Tnngle 
It}8  càtés  extrêmes  est  égal  n  la  somme  des  deux  autres.  On 
>cat  ajouter  ainsi  autant  d'angles  que  Ton  voudra,  en  tour- 
lant  toujours  dans  le  même  sens.  Le  dernier  côté  pourra 
(^passer  le  prolongement  du  premier*,  il  pourra  revenir 
Icins  la  direction  de  ce  premier  côté,  et  même,  par  Taddi- 
ion  continuée  de  nouveaux  angles  dans  le  même  sens,  re- 
passer un  nombre  quelconque  de  fois  par  cette  première 
Lirection  *,  de  sorte  que  Ton  pourra  avoir  une  somme  d'an- 
{les,  ou,  comme  nous  Tavons  dit,  un  angle  indéfiniment 
'X^oissant. 

17.  Si  par  le  sommet  d'un  angle  on  mène,  entre  ses  deux 
:âtés  et  dans  le  plan  qui  les  contient,  tant  de  droites  qu^on 
^oudra,  ces  droites  consécutives  formeront  des  angles  dont 

angle  proposé  sera  la  somme,  et  qui  seront  les  parties  de 
'^t  angle  total. 

18.  Nous  nous  bornons  pour  Tinstant  à  ces  premières  no* 
^^Tis,  et  nous  allons  montrer  comment  les  commencements 
'^  la  science  peuvent  être  fondés  sur  elles.  Ce  ne  sont  pas 
^^  seules  que  nous  serons  obligés  d'admettre  par  le  simple 
intiment  de  Tévidence;  mais  il  n'y  aurait  aucun  avantage 
^  en  parler  quand  le  besoin  ne  s'en  fait  pas  sentir,  et  il 
^^Ut  mieux  attendre,  pour  les  énoncer,  que  l'application 
ï^*on  aura  à  en  faire  leur  donne  un  intérêt  qu'elles  n'au- 
^^ient  pas  eu  auparavant.  Et  si  parmi  ces  vérités  qu'on  n'a 
Ï^U  ramener  à  d'autres  plus  simples,  et  qu'on  présente  à 

*^ acceptation  immédiate  de  tous  les  hommes,  il  s'en  trouve 

^ui  aient  une  apparence  un  peu  hypothétique  .et  cjui  ne 

irappent  pas  par  un  caractère  assez  éclatant  d'évidence,  il 
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faudra,  si  Ton  n'a  pas  assez  de  hardiesse  d'esprit  p 
franchir  le  passage  avec  confiance,  s'arrêter  à  ce  point  d 
teux,  ou  tout  au  moins  n'aller  au  delà  qu'en  faisant 
réserves. 

Les  vérités  fondées  sur  ces  notions  premières  sonl 
nombre  illimité,  parce  que  chacune  de  celles  que  l'on 
couvre  peut  donner  lieu  à  des  combinaisons  nouvel 
d'où  résulteront  de  nouvelles  conséquences,  et  ainsi  de  si 
indéfiniment. 

Les  sciences  ont  donc  une  étendue  à  laquelle  l'hom 
ne  peut  affirmer  qu'il  y  ait  des  bornes  ;  et  cependant  il 
connaît  et  possède  les  bases;  tout  ce  qu'elles  renferme 
est  virtuellement  Compris  dans  ce  petit  nombre  de  pri 
cipes  dont  il  a  le  sentiment  clair  et  distinct.  Et  ce  sen 
ment  commun  à  tous  les  hommes,  sur  des  choses  en  deh( 
d'eux-mêmes,  doit  ëti*e  regardé  comme  l'attestation  de 
réalité  de  ces  choses^  si  Ton  admet  que  le  Créateur  ( 
hommes  n'a  pas  voulu  qu'ils  fussent  tous,  et  toujours, 
jouet  des  mêmes  illusions. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

COMMENT  LES  NOMBRES  SERVENT  A  L'EXPRESSION 
DES  GRANDEURS.  -  LEUR  NOMENCLATURE. 


19.  Les  plus  simples  relations  des  hommes  entre  eux  ont 
^^  tout  temps  nécessité  l'emploi  des  nombres.  A  mesure 
^Ue  ces  relations  se  sont  compliquées,  que  les  échanges  sont 
^^venus  plus  multipliés  et  plus  variés  par  le  progrès  de 
-^  industrie,  que  les  communications  entre  les  peuples  se 
^^nt  plus  étendues,  Temploi  des  nombres  est  devenu  de 
plus  en  plus  indispensable,  et  Ton  peut  même  dire  que  sans 
^^X  presque  toutes  les  relations  commerciales  seraient  im- 
possibles. 

Et,  en  effet,  toutes  les  quantités  ou  grandeurs  qui  sont 

^^^îles  à  rhomme  et  peuvent  devenir  l'objet  de  ses  trans- 

^<^lîons  sont  de  celles  ou  Ton  peut  concevoir  Tégalité  et 

^  édition.  Or,  si  l'on  choisit  une  quantité  bien  déterminée 

^^Us  chaque  espèce  et  connue  de  tous  les  hommes,  il  est  facile 

^^  Voir  comment  ils  peuvent  se  donner  connaissance  les  uns 

^Ux  autres  de  toute  quantité  de  cette  espèce,  qu'ils  ne  peuvent 

Montrer,  soit  à  cause  d'impossibilités  matérielles,  soit  parce 

^ue  la  vue  n'en  donnerait  qu'une  notion  imparfaite  et  inu- 

^île.Pour  j  parvenir,  on  comparera  la  quantité  à  évaluer  à 
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celle  qui  est  connue  de  tous  et  qu'on  appelle  V unité  de  cette 
espèce^  on  cherchera,  par  des  procédés  [dépendant  de  la 
nature  de  cette  quantité,  combien  de  fois  elle  contient 
l'unité,  et  ce  nombre  en  donnera  la  mesure^  la  connais- 
sance exacte,  si  elle  a  été  ainsi  entièrement  épuisée. 

Mais  si,  après  avoir  ôté  de  la  quantité  à  évaluer  autant 
d'unités  entières  qu'elle  en  renferme,  il  y  avait  en  outre 
un  reste  moindre  que  l'unité,  on  le  comparerait  à  une  sub- 
division de  l'unité  en  un  nombre  déterminé  de  parties 
égales,  dont  l'une  serait  employée  comme  l'avait  été  pre- 
mièrement l'unité  entière.  Si,  après  cette  seconde  opéra- 
tion, il  y  avait  encore  un  reste,  on  le  mesurerait  avec  une 
subdivision  de  la  première  subdivision  de  l'unité,  et  l'on 
continuerait  ainsi  jusqu'à  l'entier  épuisement  de  la  quan- 
tité qu'on  veut  évaluer.  Dans  la  pratique,  cette  suite  d'opé- 
rations a  toujours  une  fiiî,  parce  qu'on  arrivera  toujours  à 
un  reste  trop  petit  pour  être  appréciable  avec  les  instru^ 
ments  les  plus  parfaits.  Mais,  dans  les  questions  abstraites 
où  les  quantités  ne  sont  pas  données  en  nature,  mais  par 
les  rapports  qu'elles  doivent  avoir  avec  d'autres,  soit  nu- 
mériques, soit  géométriques,  on  ne  sera  exposé  à  aucune 
incertitude  tenant  à  l'imperfection  des  sens.  Il  pourra  se 
faire,  dans  ce  cas,  que  l'opération  se  termine  en  employant 
une  seule  ou  plusieurs  subdivisions  successives  de  l'unité. 
U  sera  possible  qu'elle  se  termine  en  choisissant  une  cer- 
taine loi  pour  ces  subdivisions,  tandis  qu'elle  se  continue- 
rait indéfiniment  avec  une  autre.  U  sera  possible  enfin 
qu'elle  ne  se  termine  jamais,  quelque  loi  qu'on,  choisisse 
pour  les  subdivisions  successives  ;  c'est  le  cas  où  il  n'y  a 
aucune  mesure  commune  entre  la  grandeur  à  évaluer  et 
celle  qui  est  prise  pour  unité  :  comme,  par  exemple,  si  l'on 
veut  mesurer  la  diagonale  d'un  carré  en  prenant  le  côtés 
pour  unité. 

On  voit  par  là  comment,  au  moyen  des  nombres  et  d'ana 
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unité  choisie  arbitrairement,  on  peut  faire  connaître  toutes 

les  grandeurs  de  même  espèce»   soit  qu'elles  renferment 

an  nombre  exact  d'unitës,  soit  qu'il  y  ait  en  outre  une 

portion,  une  ,/mc^f on  d'unité.  Dans  le  premier  cas,  un 

seul  neutre  [suffit,  c'est  celui  des  unités  entières;  dans 

loutre,  il  en  faut  en  outre  plusieurs,  exprimant  la  loi 

des  subdivisions  de  l'unité  et  ce  que  les  restes  successifs 

en  renferment.  Et  enfin,  dans  le  cas  à'incommensurabi» 

^té,  leur  nombre  serait  indéfini;  et,  quelque  loin  qu'on 

pousse  l'opération,  on  n'obtiendra  qu'une  approximation, 

bien  suffisante  au  reste  dans  la  pratique. 

Z70MEIÏGLATURE   ET   REPRËSEUTÀTION   DES   2f03ORES. 

20.  Dès  qu'on  a  senti  le  besoin  d'employer  les  nombres, 
OQ  a  dû  s'occuper  des  moyens  de  les  distinguer  et  de  les 
coxnoàuniquer  aux  autres.  Quelquefois  on  l'a  fait  en  mon- 
trant des  objets  quelconques  en  nombre  égal  à  celui  qu'on 
voulait  désigner;  les  doigts  de  la  main  ont  certainement 
servi,  et  servent  encore  souvent  à  cet  usage.  Mais  nous  ne 
^OQ$  livrerons  à  aucune  recbercbe  archéologique  à  cet 
%ard;  nous  supposerons  une  société  organisée,  ayant  un 
langage  et  une  écriture  suffisamment  perfectionnés,  et 
^ous  dirona  en  quelques  mots  comment  la  question  a  pu 
^tr«  résolue. 

La  première  condition  à  remplir  pour  la  représentatiou 
des  nombres  par  le  langage,  est  que  chacun  d'eux  ait  un 
^om  différent;  la  seconde  est  qu'il  n'y  ait  pas  autant  de 
i&ots  particuliers  que  de  nombres,  car  la  meilleure  mé- 
ixxoire  en  pourrait  difficilement  retenir  suffisamment  pour 
1g8  besoins  du  commerce  le  plus  restreint.  Voici  comment 
ce  double  objet  a  été  rempli. 

On  a  commencé  par  donner  des  noms  aux  dix  premiers 
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nombres,  dont  Temploi  si  naturel  des  doigts  avait  ^enda  la 
communication  facile.  De  cette  collection  de  dix  unités  on 
a  fait  lin  terme  de  comparaison  dont  le  langage  des  signes 
avait  certainement  donné  Tidée  par  un  procédé  que  nous 
voyons  journellement  employé  par  les  enfants  qui^  voulant 
se  communiquer  des  nombres  dans  des  circonstaiice3.0Ù  la 
pafole  leur  est  interdite,  ouvrent  et  referment  les  deux 
mains  autant  de  fois  que  le  nombre  contiBQt  dix^  et»  quand 
le  nombre  des  dizaines  est  épuisé,  lèvent  autant  de  4oigts 
qu'il  reste  encore  d'unités. 

Cet  artifice  si  naturel,  qui  consiste  a  cpmpter  les  di- 
zaines au  lieu  de  compter  les  unités  qui  sont  en  nombre 
beaucoup  plus  grand,  constitue  tout  le  secrçt  du  procédé  de 
la  numération,  qui,  au  moyen  d'une  douzaine, de  mppâ 
peine,  permettrait  de  désigner  tous  les  nombres  jusqi^'à 
une  limite  bien  au  delà  des  besoins  des  sociétés  .]|es  plus^- 
vilisées,  et  qui  dépasse  tout  ce  que  l'imfigination  peut.se  re* 
présenter.     '  ^j. 

En  effet,  si  le  nombre  des  dizaines  dépassP:  dix^  en  jk.ur. 
appliquant  ce  qu'on  a  fait  aux  unitésj  et  prenant  u^.fiQUr 
veau  terme  de  comparaison  consisunt .  daijis  )a>  icolleptipj^. 
dé  dix  dizaines,  que  Ton  a  nommée  ççntfli^ep  la  q\ieslÂon. 
sera  ramenée  à  compter  les  centaiqe^.au.lieud^  4i^a^es, 
ce  qui  est  plus  simple,  puisqu'il  y  en  a  beaucoup;  moins. 
Après  avoir  épuisé  toutes  les  centaines  renfermé^^.  d^uaJe^ 
dizaines  qu'il  fallait  compter,  il  pourra  encore|  i;esiçi:.  q^e][-> 
ques  dizaines  en  nombre  moindre  que  di;ç  et  quie  Y.ovt.  pourra 
par  conséquent  désigner  par  un  des  mots  convenu^i^. 

Si  le  nombre  des  centaines  trouvées  n'excède  pas  dix,  on 
pourra  le  nommer,  et  le  nombre  lot^l  sera  exprimé  sans 
avoir  besoin  d'employer  plus  de  dix  mots  plus  un. 

Mais  si  ce  nombre  dépasse  di^,  on  fqra  encorie  un  nou'- 
veau  terme  de  comparaison  de  la  .collection  de  dix  cen^- 
taines,  que  l'on  nommera  un  millcy  et  l'on  continuera  ainsi 
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josqu'à  ce  que  le  nombre  des  collections  se  trouve  infé* 
rierù*  à  dix,  et  n'oblige  pas  à  former  une  collection  d^un 
ordre  supérieur. 

^ .  Cet  ingénieux  procédé  ne  demande,  comme  on  voit, 
qae  la  ccynception  nette  et  familière  des  pluralités  depuis  un 
jusqu'à  dix.  Car  toutes  les  collections  d'unités  qui  servent 
de  termes  de  comparaison  successifs,  se  forment  les  unes 
des- autres  par  la  réunion  de  dix  en  une  seule  ^  de  sorte  que, 
dès  qu'on  est  parvenu  à  se  faire  une  idée  nette  d'une  d'entre 
ell^s,  on  parvient  facilement  à  se  rendre  familière  la  sui- 
vante J'  et  il  n*èst  pas  nécessaire  d'en  avoir  à  son  service 
un  bien  grand  nombre  pour  suffire  aux  besoins  des  nations 
les  pltis  considérables  et  les  plus  civilisées. 

Et' eu  eflfet,  ayant  créé  les  mots  qui  désignent  les  neuf 
premiers  nombres,  et  les  termes  de  comparaison  ou  unités 
supérieures  que  l'on  nomme  dizaine^  centaine,  mille^  mil- 
tion^  on  aurait  réellement  tout  ce  qui  serait  nécessaire  aux 
ptyydigiéusës  transactions  dont  notre  temps  a  donné  les 
pï^miers  exemples.  On  a  évité  de  créer  de  nouveaux  mots 
pi>urla  collection  de  dix  mille,  qu'on  a  nommée  dizaine 
^  rMUè^'  et  pour^  cieîle  de'dix  dizaines  de  mille,  que  Ton  a 
nommée  centaine  de  mille.  Le  million  est  la  collection  de 
^i^  centaihes  de  mille  *,  on  a  eu  ensuite  les  dizaines  et  les 
^^itaiweis  dé  millioiis.  AU  delà  on  aurait  le  billion,  puis  les 
^iîiaiiies'et  les  centaines  de  billions,  et  ainsi  de  suite. 

On  fait  donc  qu'avec  quatorze  mots  on  aurait  pu  suffire 

^  la  nomenclature  de  tous  les  nombres  dont  les  hommes* 

pGUveiit' avoir  à  faire  usage.  Pour  satisfaire  l'imagination 

^11  a  créé^dcs  nomis  pour  aller  au  delà  5  mais  on  serait  ef- 

*rayé  de  l'immensité  où  l'on  se  trouverait  porté  par  Yem.- 

pioid*\inè  ou  deux  dénominations  de  plus. 

H  est  inutile  de  dire  que  l'usage  n'est  pas  complètement 
conforme  à  'la  théorie  siùrplè  que  nous  venons  d'exposer, 
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et  qu'on  emploie  quelques  dénominations  irrégulières  pour 
désigner  quelques-uns  des  nombres  au-dessus  de  dix,  et 
quelques-unes  des  premières  collections  de  dizaines  qu'on 
nomme  vingt,  trente,  au  lieu  de  dire  deux  dizaines,  trois 
dizaines,  etc. 

Ce  procédé  de  nomenclature,  que  Ton  nomme  la  numé" 
ration  parlée^  consiste  donc  à  décomposer  les  nombres  en 
unités  de  différentes  espèces  nommées  unités  simples^  di* 
zaineSf  centaines,  etc.,  et  à  exprimer  successivement  com« 
bien  le  nombre  à  nommer  en  contient  de  chaque  espèce: 
ce  qui  ne  peut  jamais  aller  au  delà  de  neuf  pour  aucum 
d'elles,  puisque  tant  qu'il  y  en  avait  plus  de  neuf  on  ex 
formait  de  Tordre  suivant. 

22.  Les  nombres  étant  nommés,  on  pouvait  les  commu- 
niquer par  récriture  comme  tous  les  autres  mots  dei 
langues  ]  mais  ce  moyen  se  serait  difficilement  prêté  aun 
combinaisons  dans  lesquelles  les  nombres  se  trouvent  enga- 
gés :  et  la  loi  simple  qui  a  présidé  à  la  numération  parlé< 
en  donne  un  bien  plus  avantageux  et  qui  se  présente  àt 
lui-même. 

En  effet,  puisque  les  unités  de  chaque  espèce  dont  m 
composent  tous  les  nombres  d'après  le  système  qui  vieni 
d'être  exposé,  ne  peuvent  jamais  aller  au  delà  de  neuf,  i 
suffit  de  convenir  de  neuf  caractères  particuliers  pour  re- 
présenter les  neuf  premiers  nombres,  et  il  ne  restera  plui 
qu'à  indiquer  l'espèce  d'unité  que  chacun  désignera  danî 
le  nombre  particulier  qu'on  aura  à  écrire.  Cette  dernière 
condition  pouvait  être  remplie  de  diverses  manières.  Li 
plus  simple,  celle  à  laquelle  on  s'est  arrêté,  consiste  à  écriri 
à  la  suite  les  uns  des  autres  les  caractères  ou  chiffres  qa 
expriment  les  nombres  d'unités  de  chaque  espèce  qo. 
renferme  le  nombre  en  question,  en  indiquant  cette  espèc 
par  la  place  occupée  par  le  chiffre  qui  lui  correspond.  Oi 


CHAPITRE   PREMIER.  ^7 

est  convenu  à  cet  effet  de  placer  toujours  à  la  première 
place  à  droite  le  chiffre  des  unités  simples,  à  la  seconde 
celui  des  dizaines,  à  la  troisième  celui  des  centaines,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  Mais  pour  que  l'absence  pos- 
sible d'une  espèce  d'unités  n'introduise  aucune  confusion 
dans  la  place  que  doivent  occuper  le&  autres,  on  est  con- 
venu d'un  nouveau  chiffre  qui  ne  représente  aucun  nombre, 
et  n'a  d'autre  office  que  de  marquer  la  place  des  unités  qui 
masquent,  et  d'éviter  ainsi  toute  erreur  sur  la  signification 
des  autres  chiffres. 

Ce  proxîédë,  qui  constitue  ce  qu'on  appelle  la  numéral 
tîon  écrite^  n^eifîge,  comme  on  le  voit,  que  dix  caractères 
pour  la  représentation  de  tous  les  nombres,  quelque  grands 
qu'on  les  suppose. 

23.  Quant  aux  fractions  ordinaires,  c'est-à-dire  celles 
qui  résultent  de  la  subdivision  de  l'unité  en  parties  égales 
dont  on  a  pris  un  certain  nombre,  elles  se  déterminent  par 
les  deux  nombres  entiers  qui  indiquent  en  combien  de  par- 
ties égales  l'unité  a  été  partagée,  et  combien  la  fraction  en 
renferme.  Le  premier  se  nomme  dénominateur^  le  second 
numérateur,  et  l'on  écrit  le  premier  sous  le  second  en  les 

séparant  par  une  barre.  Ainsi  ^  indique  que  l'unité  a  élé 
partagée  en  55  parties  égales^  et  qu'on  en  a  pris  47* 


CHAPITRE  II. 

DES  PREMIÈRES  OPÉRATIONS  SUR  LES  NOMBRES  ET  DE 
QUELQUES  THÉORÈMES  QUI  ST  RAPPORTAT. 


I  ■ 


24.  Dans  leurs  relations  journalières,  les  hpmmi^s  $ox3t 
conduits  à  chaque  instant  à  ajouter  des  nojcn]3re8>  à  les  .r^' 
trancher,  à  les  répéter  un  certain  nombre  de  fois,  om.à,  1,^^ 
diviser  en  parties  égales.  Ces  opérations  âémefkiair^s  s* €^£^ 
fectuaient  d'abord  par  des  procédés  grossiers  et  i;*réguUçi^^> 
même  après  l'invention  de  la  numération  parlée^  et. il  ^^^ 
est  encore  de  même  aujourd'hui  pour  une.grajjide  parUp  ^^ 
la  population  chez  les  nations  les  plus  civilisées.  Cépendax^^ 
la  décomposition  uniforme  de  tous  les  nombres  eQ  ifLuit^f 
décuples  les  unes  des  autres,  et  l'écriture  sin^ple  qui  en  r^^' 
suite,  donnent  des  moyens  commodes  de  les,  effectua ^ï 
qui  sans  doute  deviendront  un  jour  familiers  Ji.  \^^  }^^^ 
hommes.  La  prenxière  condition  ^  remplir  est  qupc^Sj 
cédés  s'appliquent  indistinctement  à  tous  les  poml^res^, 
que  la  démonstration,  faite  généralement  une  fois.  ppV^^ 
toutes,  conduise  à  une  règle  qu'on  applique  aveuglém^e^-'^'* 
dans  chaque  cas  particulier,  sans  avoir  besoin  de  .se.prçp^^^^ 
cuper  de  nouveau  de  la  justifier.  Nous  n'entrerons  J>  -^^^ 
dans  tous  les  détails  que  donnerait  un  Traité  élémentai^^^^ 
(ï u^rUhmédq lie imsiis  cependant  nous  ne  pouvons  uCt^*-^^ 
dispenser  d'examiner  avec  quelque  attention  les  qu^  ^' 
tions  qui  se  présentent  au  début  même  de  la  science "^^^ 
et  sur  lesquelles  doit  s'exercer  d'abord  l'intelligence 
l'élève. 


e 
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i.  Addition,  —  On  appelle  ainsi  l'opération  qui  a 
'  but  de  réunir  plusieurs  nombres  en  un  seul  qui  soit 
à  leur  somme.  Si  Ton  voulait  ajouter  successivement 
m  d'eux  toutes  l^s  ^n|tés|laipples  qui  composent  les 
es,  l'opération  serait  d'une  longueur  fastidieuse,  et  par 
I,  spjeue  k  theauccup  d^pi;eur&^  mais  la  diéoom^osition 
)rmQ  4^9  pombnes,  et  Téoriture  si  simple  qui  en  a  été 
nséquence,  conduit,  par  une  analyse  bien  naturelle,  à 
règle  de  pratique  d'une  très-grande  brièveté. 
1  effet,  le  principe  précédemment  admis,  que  la  somme 
usieurs  nombres  est  i  ndépendante  de  l'ordre  dans  lequel 
jdâtéiéilré  diVet^es  jpartîes,  permet  de  ramener  U  qiies- 
â^uiiepltis  sidiple  qui  çohsislerait  à  ajouter  entre  elles 
ïs^lès'tiniré's  de  ptëtaîer  ordre,  puis  entré  elles  toutes 
iiâhîé^  d)e  seèbnd  oï*dré,  et  ainsi  déduite  jusqu'aux  plus 
Ùii  ét'le^  opérations  partielles  auxquelles  on  est  ainsi 
uît,et<îùî  sotit'én^tfè^-peiit  nombre,  s'effectuent  immé- 
fidëtit',  puisque  tdtis  lés  nombres  à  ajouter  y  sont  au- 
iti^'ûe  dîxi  Mai^  cbpendailt  tout  li'esl  paâ  lini,  parce 
Ik  ^btiïnië  ttoùvéé  p6ùr  les  unités  d'une  méiiie  es{>èçe 
(fiépafiser  beuf,  et  ne  pourrait  pas  alors  être  ébritis  au 
^c)ërrlesptind!ant  dànsia  somme.  Ce  qui  se  présenté  tout 
^teiident  aàhs  ce  cas^  é'est  de  lès  réuûir  en  groupés  de 
it  d'àjbtiter  aux'xiiiité^  i'mméâlatémeiit  supérieures  au- 
d'utiîtfe  qu'il  y  a  de  ciés  gro'ùpès  ^'  il  reéterâ  'ainsi  dans 
hé  ëtàtè tin  '  ndinbrè  d'unités  ati-^éssbus  de  dïx ,  et'  la 
hè'àé'h'ôuVefa  faite  et  écrite  très-promptéinéàti  tt  la  rè- 
"dîéiibticé  léptocédé que  nous  véfaohs d'indiquer^  est  àp- 
tbté'àtb'tisleâ  nombres,  c'est-à-dire  qu'elle  esl  générale, 

S.  Soustraction, — ^^  Cette  opération  a  pourpbjet  la  dé- 
libation  dp  ce  qui  reste  d  un  nombre  quand  on  en  re- 
ictîe  un  autre,  ou,  en  d'autres  termes,  de  la  dil]ference 
leux  nombres  donnes. 
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Des  remarques  analogues  à  celles  que  nous  avona  fai 
pour  raddition,  conduisent  naturellement  k  retrancher, 
cela  se  peut,  les  unités  de  divers  ordres  qui  composent 
plus  petit  nombre  de  leurs  correspondantes  dans  le  p! 
grand.  Mais  si  le  nombre  des  unitës  d'un  certain  ordre 
plus  grand  dans  le  petit  nombre  que  dans  l'autre»  on  e 
ploie  un  artifice  très- simple  fondé  sur  ce  principe  évide 
que  la  différence  de  deux  nombres  n'est  pas  changée  qua 
on  les  augmente  également  tous  les  deux.  Diaprés  cela 
le  chiffre  d'un  certain  ordre  du  grand  nombre  est  moin 
que  le  correspondant  du  petit,  on  l'augmente  de  dix 
unités  qu'il  représente,  qui  en  valent  une  de  Tordre 
vant  ;  alors  la  soustraction  des  deux  chiffres  peut  se  faî 
et  le  reste  sera  moindre  que  neuf.  Mais  pour  ne  pas  châ. 
ger  la  différence  des  deux  nombres  proposés,  il  {sl\icL:m^ 
ajouter  au  petit  nombre,  comme  on  Ta  fait  au  grand,  O.  s:=ie 
unité  de  l'ordre  suivant.  De  là  résulte  une  règle  fort  sîni.^>le 
pour  l'exécution  de  l'opération.  Et  cette  règle  est  généra.!  ^\ 
car  les  raisonnements  que  nous  venons  de  faire  s'app^î* 
quent  à  tous  les  nombres. 

27.  Multiplication.  —  Cette  opération  a  pour  objet  ^® 
trouver  le  résultat  de  la  répétition  d'un  même  nombre.  C^  ^-^^ 
question  se  présente  à  chaque  instant  dans  la  vie  ordinal 
par  exemple,  lorsque  l'on  veut  connaître  le  prix  d'un  m 
bre  donné  d'unités  quand  on  connaît  le  prix  d'une  seul 
il  est  évident  que  pour  cela  il  faut  répéter  le  nombre 
exprime  le  prix  de  l'unité  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unir 

On  pourrait  bien  exécuter  cette  opération  en  ajout, 
à  lui-même  le  nombre  qui  doit  être  répété  ]  mais  s'il  d 
l'être  un  très-grand  nombre  de  fois,  ce  moyen  serait  d'i 
longueur  rebutante,  et  par  suite  sujet  à  beaucoup  d' 
reurs  ;  l'objet  qu'on  se  propose  est  d'exécuter  cette  addit: 
d'une  manière  abrégée. 
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La  dëmonslration  exacte  de  ce  procédé  et  les  applications 
le  cette  opération  se  fondent  sur  quelques  théorèmes  dont 
lous  dirons  quelques  mots,  ne  fût-ce  que  pour  faire  com- 
>rendre  comment  on  peut  obtenir,  dès  les  commencements 
le  l'Arithmétique,  des  propositions  générales,  aussi  bien 
pi'on  le  fera  plus  tard  avec  des  moyens  plus  puissants. 

28.  Le  premier  de  ces  théorèmes  consiste  en  ce  que,  dans 
quelque  ordre  qu  on  multiplie  deux  nombres,  on  a  toujours 
e  même  produit.  Pour  le  démontrer,  concevons  que  le 
lombre  qui  doit  être  répété,  et  qu'on  nomme  le  multipli'- 
7ande,  soit  réellement  répété  autant  de  fols  qu'il  y  a  d'uni- 
:és  dans  le  multiplicateur.  Dans  chacun  de  ces  multipli- 
candes répétés,  considérons  une  première  unité,  nous 
saurons  ainsi  un  nombre  égal  au  multiplicateur.  Considé- 
^ons-y  de  même  une  seconde  unité,  nous  obtiendrons  une 
^conde  fois  le  multiplicateur»  Continuons  ainsi  jusqu'à  la 
lemière  unité  de  tous  les  multiplicandes,  nous  obtiendrons 
une  dernière  fois  le  multiplicateur.  Ce  dernier  se  trouvera 
lonc  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multi- 
plicande. Et  comme  toutes  les  unités  qui  se  trouvaient  dans 
a  somme  des  multiplicandes  n'ont  été  prises  chacune 
lu' une  seule  fois,  et  qu'aucune  n'a  été  omise,  nous  con- 
'luons  de  là  qu'on  obtient  le  même  nombre  en  répétant  le 
Multiplicateur  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  mul* 
iplicande,  qu'en  répétant  le  multiplicande  autant  de  fois 
[U'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur  :  ce  qui  est  préci- 
ément  le  théorème  énoncé.  Et  il  est  démontré  générale- 
ment) puisque  nos  raisonnements  ont  été  faits  sans  parti- 
culariser les  deux  nombres. 

29.  Dans  cette  démonstration  nous  n'avons  désigné  les 
tiombres  que  par  le  rôle  qu'ils  jouent  dans  la  question^  et 
c*est  à  cela  qu'est  due  la  généralité  de  la  conclusion,  puis- 
qu'elle doit  alors  s'appliquer  à  tous  les  nombres  qui  se- 
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raient  dans  les  mêmes  condition^.  Mais  cette  manière  de 
procéder  entraine  des  longueurs  dans  le  langage,  et  rend 
plus  difficiles  à. saisir  les  déductionijdon4..1es  termes  sont 
éloignés.  Dans  la  question  précédente,  qui  est: fort  «impie, 
cet  inconvénient  u^est  pas  très -frappant;  mais  pour  s'en 
faire  une  idée  exacte,  il  suffit  de  lire  quelques  démonstra- 
tions compliquées  dans  les  ouvrages  clés  plus  gràhas  g^- 
mètres  de  Tantiquité.  Nous  croyons  donc  utile 'de  faire  con- 
naître un  procédé  plus  simple,  qui  rend  le  langage  jjus 
rapide,  sans  nuire  à  la  généralité  des  résultats.  U  consiste  à 
représenter  les  ^données  par  des  n'ombrés  particuliers,- en 
ayant  soin  que  tous  les  raisonnements  s  appliquent. aussi 
bien  à  d'autres  nombres  qu^à  ceux  que  Ton  a  choisis,  pour 
fixer  lés  idées  et  abréger  le  discours"  Pour  le  faire  com- 
prendre par  un  exemple  simple,  nous  l'appliquerons  à  la 
question  même  que  nous  venons  de  traiter. 

En  désignant  par  79  et  48  les  deux  nombres  à  multiplier, 
nous  nous  proposons  de  démontrer  que  79  répété  48  fois 
donne  le  nlême  résultat  que  48  répété  79  fois;  où,  en  indi- 
quant la  multiplication  par  un  point  Interposé  entrie  les. 
deux  factetirs,  que  79 .  48  est  égal  à  48 .  79. 

Représentons-nous  d'abord  le  premier  produit  formé 
de  48  nombres  égaux  à  79,  et  prenons  à  chacun  d'eux  une 
première  unité,  nous  en  obtiendrons  ainsi  48.  Preiionsren 
une  seconde  à  chacun,  nous  en  aurons  encore  48w  Une 
troisième  nous  donnera  une  troisième  fois  48*;  et  enfin 
quand  nous  arriverons  à  la  dernière,  c'est-à-dire  à  la 
soixante-dix-neuvième  unité,  nous  aurons  une  soixante* 
dix-neuvième  fois  48.  Donc  toutes  les  unités  qui  sont  dans 
79  répété  48  fois  équivalent  à  48  répété  79  fois. 

Or  il  n'est  personne  qui  ne  comprenne  que  la  conclusion 
serait  identique  si  l'on  avait  choisi  deux  autres  nombres,  et 
que  ceux-ci  n'ont  été  pris  que  pour  la  commodité  du  lan- 
gage. On  a  donc  ainsi  la  conviction  pleine  et  entière  de  la . 
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généralité  da  ihëorème.  Mais  il  ne  faut  pas  se  dissimulée 
que  dans  des  questions  plus  compliquées  ce  procédé  pré- 
sente des  inconvénients  que  nous  signalerons  plus  tard^  et 
qui  ont  conduit  à  en  adopter  un  plus  parfait. 

30.  Autre  théorème.  -^  Si  ou  multiplie  un  nombre  par 
le  produit  de.  deux  autres,  on  aura  le  même  ré&ultat  que 
si  l'on  multipliait  ce  nombre  par  le  premier  facteur  de 
ce  .produit*  et  le  résultat  par  le  second. 

Soit)  en  effet,  un  nombre  quelconque  à  multiplier  par 
le  prodqit  de  27  par  19,  ou  par  5i3.  Représentons-nous 
d'abord  ce  nombre  écrit  27  fois,  puis  ce  tableau  répété 
19  fois  :  il  est  évident  que  le  nombre  de  fois  que  le  nombre 
donné  sera  écrit  après  celte  nouvelle  opération  sera 
19  fois  ce  qu*ii  était  avant,  ou  19  fois  27.  Donc,  eu  multi- 
pliant le  nombre  d'abord  par  27,  puis  le  produit  par  19, 
Ou  4  pour  résultat  ce  même  nombre  répété  un  nombre  de 
fois  égal  au  produit  de  27  par  19.  Et,  comme  les  raisonue- 
'^euts  ne  dépendent  pas  des  valeurs  des  nombres  ^7  et  19, 
S[tii  ne  sont  là  que  pour  éviter  des  circonlocutions,  on  n'é- 
prouve aucun  doute  sur  la  généralité  du  théorème, 

31  w  Remarque.  —  Ces  théorèmes,  et  d'autres  que  nous 
^xueltotis,  pourraient  facilement  être  étendus  à  un  nombre 
S[Uelconqué  de  facteurs  ;  mais  nous  nous  en  dispenserons 
P^rce  que  notre  objet  n'est  pas  de  faire  un  Cours  complet, 
%aîs  d'indiquer  dans  quel  esprit  il  doit  être  fait.  Nous 
^Vons  voulu  par  ces  exemples  très- simples  montrer  com- 
ment on  peut  dans  l' Arithmétique  élémentaire  obtenir  la 
démonstration  de  propositions  générales.  Et  cela  est  abso- 
Wment  nécessaire,  si  l'on  ne  veut  pas  que  cet  enseignement 
^oit  borné  à  la  connaissance  de  procédés  mécaniques,  sans 
t'aisonnements  qui  les  justifient. 

La  première  méthode  que  nous  avons  indiquée  à  cet  effet 
^^onsiste  k  désigner  les  nombres  uniquement  par  le  rôle 
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qu'ils  jouent  dans  la  question,  et  raisonner  jusqu'à  ce  que 
Fon  arrive  à  la  conclusion  qu'on  a  en  vue,  et  qui  se  trouve 
alors  établie  généralement. 

La  seconde  consiste  à  prendi^  des  nombres  particuliers 
arbitraires  pour  représenter  ceux  que  Ton  donne,  et  à  rai- 
sonner indépendamment  de  ces  valeurs  particulières.  Li 
conclusion  en  sera  elle-même  indépendante. 

32.  Procédé  pour  effectuer  la  multiplication.  -^  Pont 
obtefnir  une  règle  générale  il  suffirait,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit,  de  considérer  deux  nombres  déterminés  et  de 
faire  les  raisonnements  indépendamment  de  letirs  valeun 
particulière^. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  cette  opération. 
Nous  nous  contenterons  de  dire  qu'on  la  décompose  en  au- 
tant d'autres  qu'il  y  a  de  chiffres  au  multiplicateur,  et  qu£ 
chacune  de  celles-ci  se  ramène  à  la  multiplication  du^mill- 
tiplicaude  par  un  nombre  d'un  seul  chiffre.  Car,  pàt 
exemple,  le  chiffre  des  centaines  représente  un  nombre 
égal  à  celui  que  marque  le  chiffre  multiplié  par  cent.  Donc 
pour  répéter  le  multiplicande  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'u- 
nités dans  la  partie  du  multiplicateur  marquée  parle  chiffra 
des  centaines,  il  suffit  de  le  multiplier  par  le  nombre  d'uni 
tés  que  marque  ce  chiffre,  puis  de  nmhiplier  le  résulta^ 
par  cent,  ce  qui  se  fait  en  écrivant  deux  zéros  à  sa  droite. 

La  multiplication  par  un  nombre  quelconque  se  ramèn 
donc  à  celle  par  un  nombre  d'un  seul  chiffre,  laquelle  s. 
fait  immédiatement  en  multipliant  chacune  des  parties  dv 
multiplicande. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  cette  opération*,  d:: 
plus  amples  détails  appartiennent  à  un  Cours  spécial  d'Ai* 
ri  thmé  tique. 

33.  Dinsion,  —  Cette  opération  a  pour  btit  de  partage 
un  nombre  en  un  nombre  désigné  de  partie»  égales^  et  S 
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faire  connaître  la  râleur  de  Tune  d'elles.  La  vie  ordinaire 
ea  offre  de  fréquentes  applications  )  par  exemple  lôr^iie^ 
connaissant  la  Taleur  d'un  cerlain  nombre  d'uni  les,  on 
veut  connaître  le  prix  d'une  seule  •,  ou  lorsqu'on  veut  par»- 
Uger  également  une  somme  entre  plusieurs  personnes)  ou, 
stehant  lë  temps  qtt^on  a  mis  à  parcourir  un  nombre  connu 
de  kilomètres^  connaître  le  nombre  qu'on  en  a  parcourti 
ckns  Timitë  de  temps,  etc^ 

Cette  opération  est  Tinverse  del  la  multiplieaiion^  puls^ 
qu'elle  A  pour  but  de  trouver  und  quantité  qui^  répétée  tih 
certain  nonlbre  de  fois,  donne  un  produit  connu.  Lé  n(ytn- 
^re  à  partager  s'appelle  dindendey  le  nombre  des  parties 
^iviêeutj  6t  runë  des  parties  (fuotienu 

Dans  l'addition  et  la  multiplication  on  s'occupait  d'abord 

<icë  tinités  de  la  plus  faible  espèce,  pafce  qu'en  s'àCCtinttL*- 

l^nt  elles  pouvaient  en  fournir  d'une  è'spèce  plus  élevée, 

^tfob  pouvait  réunir  avec  les  correspondantes  et  continuer 

^ifiél  jusqu'aux  plus  élevées.  Gela  était  nécessaire  aussi 

^ass  Û  soustraction^  où  l'on  peut  être  oblige  d'ajouter 

^tHÉâettx  nombres  des  unités  d'ordre  supérieur  k  celles  que 

l*6ii  considère  successivement.  Maïs  il  en  est  autretnent 

âânë  là  division  î  il  est  utile  de  (iommencef  le  partage  par 

les  unités  de  la  plus  forte  espèce,  parce  que  s'il  ne  se  fait 

'pai  etadlenkent  et  qu'il  reste  quelques-^nneë  de  ces  unités, 

on  peut  les  réduire  avec  les  suivantes  qui  sont  plus  faibles, 

et  continuer  semblablemeni  le  partage  de  ees  nouvelles 

unités  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  aux  plus  faibles.  Et  il 

peut  alors  arriver  deux  cas  :  pu  le  partage  sera  possible 

exactement,  ou  il  y  aura  un  reste  d^unités  simples  moindre 

que  le  diviseur.  Dans  le  premier  cas,  le  dividende  sera  le 

Ipîodultdu  quotient  par  le  diviseur;  dans  le  éécond,  le  di- 

^ideùde  sera  rfgal  au  produit  de  la  partie  entière  dtl  quo-^ 

tieni  par  le  diviseur,  plus  le  reste  obtenu» 

C^  fijste,  èdtnmé  lë  dividende  lul-méftnè^  ùât  cen^é  répré-^ 

3. 
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râleur;  mais  on  ne  peut  se  demander  de  diviser  soit  un 
nombre,  soit  une  fraction,  par  une  fraction;  cela  n^aurait 
pas  de  sens  d'après  la  définition  de  la  division.  En  effet, 
cette  opération,  ayant  pour  objet  de  partager  en  autant  de 
parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  diviseur,  «xigeque 
ce  dernier  soit  un  nombre  d'unités,  et  l'opération  n'aurait 
pas  de  sens  en  prenant  une  fraction  pour  diviseur. 


Il 


CHAPITRE  ni. 

:NSI0N  de  LIDÉE  DE  NOMBBE.  -  RAISONS  ET 
'   CONSÉQUENCE  DE  CETTE  EXTENSION. 


ous  avons  attaché  jusqu'ici  au  mot  nombre  la 
lée  de  pluralité,  et  les  théorèmes  que  nous  avons 
es  se  rapportent  exclusivement  à  cette  notion, 
tion  des  grandeurs  donne  lieu  le  plus  ordinaire- 
n  nombre  et  à  une  fraction.  Nous  avons  démontré 

théorèmes  sur  les  nombres,  quelques  autres  sur 
Ions.  Nous  avons  donné  le  moyen  d^exécuter  sur 
)res  les  opérations  les  plus  simples  et  de  Tusage  le 
in  aire  :  quelques-unes  d'entre  elles  se  sont  appli- 
X  fractions  ;  quelques  autres  n'auraient  eu  dans  ce 
m  sens  d'après  les  définitions  qui  en  avaient  été 
• 
tinction  des  nombres  et  des  fractions  a  des  incon- 

plus  graves  que  cette  dissymétrie  dans  les  opéra- 
le  introduit  dans  les  propositions  générales  une 
ition  qu'il  est  utile  de  faire  disparaître.  Pour  en 

seul  exemple,  supposons  qu'on  veuille  énoncer 
e  pour  déterminer  la  valeur  d'une  quantité  quand 
ait  le  prix  de  Tunité;  on  sera  obligé  de  distinguer 

:  celui  où  l'évaluation  de  la  quantité  aura  donné 
1  nombre,  et  celui  où  elle  aura  donné  lieu  en  outr  c 
iction.  Dans  le  premier  cas,  ou  dira  qu'il  faut  mul- 
ar  ce  nombre  le  prix  de  l'unité;  dans  le  second,  on 
il  faut  d'abord  multiplier  ce  prix  par  le  nombre 
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des  unîtes  s'il  y  en  a,  et  qu'ensuite  il  faut  prendre  une  frac- 
tion du  prix  qui  soit  la  même  que  la  fraction  d'unité  que 
renferme  la  quantité  proposée» 

Ce  que  nous  présente  cet  exemple  se  produit  dans  une 
multitude  d'autres  circonstances,  où  la  distinctioA  du 
nombre  et  de  la  fraction  a  pbligé  à  plusieurs  énoncés  pour 
la  réponse  à  des  questions  où  la  demande  n^en  avait  cepen- 
dant qu'un  seul. 

C'est  cet  inconvénient  qu'on  a  voulu  faire  disparaître 
en  donnant  de  l'extension  à  l'idée  de  nombre  et  en  atta- 
chant ce  nom  au  résultat  de  l'évaluation  d'une  grandeur, 
c'est-à-dire  de  la  comparaison  de  cette  grandeur  avec  une 
autre  de  même  espèce,  soit  que  ce  résqltat  soit  ce  que 
nous  avions  d'abord  appelé  nombre,  soit  qu  il  y  ait  en 
outre  ou  seulement  une  fraction  de  l'unité. 

C'est  là  ce  que  dorénavant  nous  entendrons  par  un 
nombre,  que  l'usage  veut  encore  qu'on  appelle  le  rapport 
de  la  grandeur  à  l'unité,  en  prenant  le  mot  rapport  dans^ 
un  sens  restreint,  que  nous  indiquons  parce  qu'il  est  usitâ 
dans  les  Mathématiques,  quoiqu'on  ait  cherché  à  le  rem- 
placer par  le  mot  quotient. 

ki .  Cette  nouvelle  définition  du  nombre  permettra  de! 
réunir  en  une  seule  plusieurs  propositions  qu'on  était 
obligé  d'énoncer  séparément  ;  il  y  aura  donc  généralisation 
et  par  suite  simplification  dans  la  science.  Mais  il  y  aura 
cet  autre  avantage,  que  cette  généralisation  a  été  la  consé- 
quence d'analogies  reconnues  entre  des  choses  qui  se  pré- 
sentaient d'abord  comme  dissemblables;  elle  les  rattache 
par  un  lien  commun  et  constate  un  agrandissement  dans 
les  vues  de  Tesprit. 

Mais  ces  avantages  de  la  généralisation  ne  peuvent  être 
acqpis  par  la  seule  extension  d'une  définition  ;  il  est  indis- 
pensable de  reprei^dre  toutes   les  propositions   établies 


Taprès  la  première  conception  et  de  les  étudier  diaprés  la 
louvelle.  Les  unes  pourront  conserver  leur  énotîcë,  les 
luM'fis  damapdeiont  qu'il  soit  modifié*,  et  quand  elles  àvir 
pont  été  toute§  passées  en  revue,  on  continuera  le  déve- 
loppement de  la  science,  en  restant  fidèle  aux  définitions 
modifiées,  jusqu'à  ce  que  peut-être  de  nouveaux  besoins 
demandent  une  nouvelle  extension,  pour  laquelle  on  prOf- 
[ïédera  d'après  les  mêmes  principes. 

.  42.  reddition  et  soustraction,  —  Ces  deux  opérations 
considérées  sur  les  nombres  fractionnaires  n'ofiVent  rien 
cle  nouve4U)  elles  rentrent  dans  ce  que  nous  avons  dit 
séparément  pour  les  nombres  entiers  et  pour  les  fractions. 

Multiplication,  —  Comme  on  s'est  proppsé  par  l'exten- 
sion de  ridée  de  nombre  de  renfermer  plusieurs  énopcés 
en  un  seul,  il  faut  donner  à  la  multiplicatipn  une  définition 
qui  permette  d'énoncer  d'une  manière  unique  les  solutions 
des  questions  qui  conduisaient  à  une  multiplication  dans 
le  cas  des  nombres  entiers,  et  à  d'autres  opérations  dans  le 
Cas  des  fractions.  A^^^î)  pour  reprendre  un  exemple  déjà 
cité,  il  faut  pouvoir  dire  que  le  prix  d'un  nombre  quel- 
conque d'unités  est  égal  au  produit  du  prix  de  l'unité  par 
le  nombre  de  ces  unités, 

C'est  pour  obtenir  cette  généralisation,  dans  une  multi- 
tude de  cas  différents  de  celui  que  nous  avons  choisi  pour 
exemple,  que  l'on  a  étendu  de  la  manière  suivante  la  défi- 
nition de  cette  opération  ; 

La  multiplication  est  une  opération  gui  a  pour  but  de 
composer  un  nombre  av^ec  le  multiplicande^  de  la  même 
manière  que  le  multiplicateur  Vest  a\^ec  V unité. 

43.  Appliquons  en  effet  cette  définition  à  la  questiop 

précédente  et  supposops  qu'on  veuille  trouver  la  valeur 

3 
d'une  quantité  composée  de  i5  unités  et  7  d'unité,  sachant 
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que  l'unité  coûte  7  francs  et  -r  de  franc.  Comme  il  e 
évident  que  les  i5  unités  coûtent  i5  fois  autant  qu*m 
seule,  et  que  les  7  d'une  unité  valent  les  7  du  prix  de  cet 

unité,  on  en  conclut  que,  la  valeur  totale  se  composant  avi 

3 
le  prix  de  Tunité  comme  i5  plus  7  se  compose  avec  Tunit 

2  3 

il  (fiul  pour  Tobitenir  multiplier  7  ^  par  i5  79  et  généra 

lement  que  le  prix  d'un  nombre  quelconque  d'unités  e 
égal  au  produit  de  la  multiplication  du  nombre  qui  e: 
prime  ce  prix  par  le  nombre  des  unités. 

44.  On  rendrait  le  langage  plus  commode  en  donnai 
de  ï^extension  à  un  mot  de  notre  langue  qui,  d'après  se 
origine,  ne  semble  pouvoir,  désigner  qu'jan  nombre  entîè 
et  qu^on  emploie  cependant  dans  certaines  circonstanç 
pour  représenter  un  nombre  fractionnaire.  Nous  youlbi 
parler  du  mot  fois,  qui  a  été  créé  pour  indiquer  la  répét 
tion  d'un  même  acte.  Et  cependant  il  n'est  personne  qi 
n'ait  employé  le  mot  fois  dans  un  sens  fractionnaire,  quar 
l'acte  Avait  pour  effet  de  produire  une  grandeur,  et  était  ( 
natui^  à  pouvoir  ne  pas  s'accomplir  totalement,  et  à  .pn 
duire  une  fraction  de  cette  grandeur.  Si  pari  exemple  on 
à  porter  une  certaine  mesure  sur  une  ligne  droite,  trois,fo 
en  entier,  plus  sa  moitié,  on  dira  communément  qu'il  fai 
la  porter  trois  fois  et  demie;  on  dit,  sans  craindre  de  ne  p: 
être  compris,  qu'on  a  fait  deux  fois  et  demie  le.tour:d!uc 
promenade;  nous  dirions  la  même  chose  pour  une  fraclic 
moins  simple.  Cette  extension  du  moi  fois  ne  serai  tdoi 
pas  une  innovation  trop  étrangei  et  on  en  retirerait  i 
nombreux  avantages*  Eu  l'adoptant,  la  définition  de  la  mil 
tipHcation  dans  le  sens  le  plus  général  serait  la  suivante 

La  nutltiphcation  ^st  un^  opéraikm  qui  a.  pour  but 
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prendre  un  nombre  autant  de  fois  quil  est  marqué  par  un 
autre. 

4f5.  Voyonf  maintenant  à  quelle  règle  on  est  conduit 

pour  Texëcution  de  l'opération,  et  bornons-nous  aux  cas  de 

deux  fractions. 

.    .   -  i5         8 
Soit  à  multiplier  —  par  — >  c'est-â-dîre,  d'après  la  défi- 

ni tion  adoptée,  soit  proposé  dé  prendre  les —  de  — •  Cela 

se  fera  en  en  prenant  d'abord  le  onzième,  puis  le  répétant 
8  fois.  Le  onzième  s'obtiendra  en  multipliant  le  dénomina- 

i5 
leur  par  ii,  ce  qui  donnera >  et  l'on  prendra  ce  ré- 

'-■■*' 

sultat  8  fois  en  multipliant  le  numérateur  par  8,  ce  qui 

i5.8 
donnera  — ^ — •  D'où  se  conclut  cette  règle,  que  pourmul- 

■■■'•*  .  -    ■  -, 

tiplier  deux  expressions  fractionnaires  plus  petites  ou  plus 

grandes  que  Vunité^  il  faut  multiplier  les  numérateurs 

entre  eux  et  tes  dénominateurs  entre  eux. 

Extension  des  théorèmes.  —  Le  produit-  de'^^eux  nom- 
bres entiers  ne  changeant  pas  quand  on  intervertit  les  fac- 
tours,-  et  le  produit  de  jdeux  fractions;  étant  ramené  aux 
produits  de  leurs  termes  respectifs,  il  s'ensuit iquiQ)  le  ipro- 
duit  'de  deuxf  fraotionsj  ne  change  pas  non  plus  quand  on 
intervertit  1-ordirede' la  multiplication. 

E^  il  en  serait  de  même  pour  jun  nombre  quelconque  de 
facteurs  fractionnaires  ou  entiers. 

46.  Les  autres  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  sur 
les  produits  s'étendront  semblablement  aux  fractions.  Aii^i, 
par  exemple,  nous  avons  va  que  si  Ton  multiplie  un  nombre 
entier  par  le  produit  effectué  de  plusieurs  autres,  on  aura 
le  même  résultat  que  si  l'on  multiplie  ce  nombre,  par  le 
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premîeP  facteur  du  produit,  puis  le  ré^ullât  pâf  le  âeéond 
facteur,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  étendre  ce  théorème  au  cas  dps  fractions,  on,  re- 
présentera le  multiplicande  par  une  fraction,  par  exemple 

3  i     6    1  .  • 

—  9  et  par  -=9  -9  -  celles  dont  on  a  à  considérer  le  ùrodaU 
Il        ^     5     7    9  ^ 

qui  sera  ■^'■-  '    *  Il  s'agira  alors  de  déiûohtrer  que  -^  mtrlti- 

plié  par  ce  produit  est  égal  à  ce  que  l'on  obtiendrait  en  mul- 

3  2.  .6  i 

ti pliant  —  par  ^>  puis  le  produit  par  -  et  le  résultat  par  -• 

o  fi  / 

Ôt*,pour  multiplier ^  par  ^'    '-^i  il  faut  mtlltîpHcfr  leS  nù- 

méfateUrs  entre  eux,  àiiisi  que  les  dénoinîtiatetirs,  M  tjjii 
donne,  d'après  les  n°*  30  et  31 , 

3.2.6.4 

I I .5.7.9 

or,  c^est  précisément  cela  qu'on  trouvera  en  faisant  les 

3  264, 

multiplications  successives  de  —  par  ^>  -♦  -•  Le  théorème 
^  II  '^      5    7    9 

est  donc  démontré.  L'extension  des  autres  théorèmes  se 
ferait  de  la  même  manière. 

47.  Dé  la  dwision.  —  Celte  opération  ne  pourra  plus 
êlï^e  Considérée  comme  ayant  pour  buÉ  de  partager  le 
dividende  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  aans 
le  diviseur.  Mais  l'uii  des  points  de  vue  que  nous  avions 
indiqués  dâtis  le  cas  des  nombres  entiers  peut  être  conservé 
pour  les  nombres  quelconques,  et  la  définition  générale 
peut  être  ainsi  conçue  : 

La  dwision  u  pour  but  d&  trouver  un  hoifitre  qUi,  mul' 
tiphe  par  le  dmseui\  reproduise  lé  dmdende, 

Ceftte  définition  est  applicable  aux  nombres  frâctîônaîrés 
<îomt(ïe  aux  nombres  eli tiers,  et  servira  a  généraliser  les 
prtTporftî^s  détQontréeô  |)otir  ce^  défnîëf'^.  ïl  est  inutile 
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de  répéter  qu^elles  auront  toujours  besoiu  d^une  démons- 
tration nouvelle,  pour  être  étendues  aux  cas  nouveaux  dé- 
terminés par  les  définitions  nouvelles. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  veut  connaître  le  nombre  de 
kilomètres  parcourus  dans  Funité  de  temps,  sachant  com- 
bien il  en  â  été  parcouru  dans  un  nombre  quelconque, 
entier  ou  fractionnaire,  d'unités  de  temps,  il  suffira  de  se 
rappeler  qu'en  multipliant  le  nombre  quelconque  de  kilo- 
mètres parcourus  dans  Tunité  de  tempft  par  le  nombre  des 
unités  de  temps,  on  a  l'espace  parcouru  dans  ce  temps.  Si 
donc  on  connaît  le  nombre  qui  exprime  cet  espace  et  celui 
qui  exprime  le  temp»,  le  nombre  cherché  àerâ  tel,  que,  mul- 
tiplié par  ce  dernier,  il  reproduira  le  premier.  On  peut 
donc  dire  qu'en  divisant  le  nombre  des  kilomètres  parcourus 
par  le  nombre  des  unités  de  temps  ^correspondant,  on  aura 
le  nombre  de  kilomètres  parcourus  dans  Tunité  dé  temps. 

La  règle  est  donc  la  même  quels  que  soient  les  nombres. 

De  même,  si  on  veut  connaître  le  prix  d'une  unité 
connaissant  le  prix  d'un  nombre  quelconque  d'unités,  on 
se  rappellera  que  le  prix  de  ce  nombre  entier  ou  fraction- 
naire d'unités  est  le  produit  du  prix  de  l'unité  par  le 
nombre  des  unités;  donc  le  prix  de  l'unité  est,  comme  dans 
le  cas  de  nombres  entiers,  le  quotient  de  la  division  du  prit 
total  par  le  nombre  des  unités.  On  raisonnerait  de  la  même 
manière  pour  tous  le»  genres  de  questions  qu'on  aurait 
traitées  avant  l'extension  de  la  définition  de  la  division. 
Voyons  maintenant  comment  s'eflecttiera  l'opération. 

48.  Soit  à  diviser  un  nombre  entier  ou  fractionnaire 

fi  f5 

par — ',  le  quotient  doit  être  tel,  que,  multiplié  par — ) 

il  donne  le  dividende.  Ce  dernier  nombre  est  donc  les 
—  du  quotient.  On  aura  donc  —  du  quotient  en  prenant  le 
sixième  du  dividende,  et  le  quotient  même  en  prenant  1 1  fois 
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ce  sixième.  Le  quotient  est  donc  les  -T-du  dividende.  C 
qui  donne  cette  règle-'':  1     'î  ^*  f  M  /.I  j  ^  / 

naire  par  unejraction^U^jàjilffji^jtm 
dmseur  rens^ersée, 

49.  ji litre  point  de  vue  de  la  division.  —  Nous  avou 
regardé  d'abord  la  division  comme  ayant  pour  but  de  par 
tflgQl<>tiiJ  »E^BSiire^;6hi')^H9èt  ^kleM-ët^^tlBfilie^^lât  vHeu 
d'iii»e>de  86^^tiieSll<2^tî^défiiiitWii'^^'^t¥é  i^U^Ûet 
idiinniqn«âàefii^t*tttf6i#ah^  àk^Vm  ÇI«éÉàî{^^l9blââd 
Ik)^r2eti0il<idop:inlavet  «iib  ^i«W»%i«^S^$«i^t^«^i,JtJ^ 
f3i«B  j  pib  If  diirjs€ttr^  rtfRroîdtiittl  (  tê  ^cfttftlttiidè'.'^^Lm^ 
isetiev valeur  I  bsu  iim  ^  Membpè^  •  idûttet^i-it i  Qi  eè«>4r4&ifl(^À 
mi^  {feièt  de>vM»paiir  ^«eite^ÂéWê  c^lrtio^^iètieî^fidâdt 
a.pii{èitre)i>egaiidé  cofiÉinc  iwévqtiaiit  \^  iidâibMM^  foifc  ^qti 
kjdivideiiidbcontiëiit  Je:<|msi0iirv  on  'dèiAlftfèS'éUiyCftisH^^ 
le  fliidsiettnmukiplié  «partlûiidotittÀt  kr^ittdtftdlsffo'upitf  r 

c.;.  IÇcpoint  d6i  vue*  pëuti  hM&nteii6ji  t^èr^M^g^i^aAifiép^cA 
4aeiil9uâaTtnr^'4^xnontr4iq«M^ii«'^âtA  4J  d«vâ:^«biiJfl% 
«ntierB.<o«j ^taitioiiiiairesv'lp^  lEibân^^s  JqitLaWMèîi^èi 
v«irlit-l>c»di*b  4^fèttteuit^  .Car>il^t^t  Je  4i  «qilë^t^^c^oM^ 
^iûeroi»l(rjilctr0ii&ttit6^  multiplié*  pdpilie  dM^r^i^dëâ^  ' 
même  produit  que  si  on  multipliait  le  diviseur  par  le*^ 
iknt^  on ^ut  doisciâiré^iiâ^TcbLêht^^é'i)  oij'j) eÎBl/l 

multi^lù»U Mdaiiiiseunpfsi&€!i0in^mb9^  ôH'X^ÛêWnê^le^^Ai^ 

I  '  i 

i^fEA  àve^ipbipt?  de  irue  on^^pcmirpa  dire''rp(at<^^«ii$»$é^Hfèla 
4aiis  ièï  seusrle  rpliiis.]géDérâl/  qtie  }«!'4gj€|^iiBnt'4iidi^Qj^ 
Wffj^bro  defwftiVL^'le  diyiéetkdetKftili^vl^  d^iâeuï*/:^^'" 
iJl  €^tnéaè8^aii)6<dese<fami'lilt;is6rcavéé  ice^  âiV^fses**!» 
nièrçs  d'envisager  la  même  ppéraûon .  . ,     # 


3 


CHAPITRE  IV. 

extension  de  la  dénnition  des  fractions. 

conséquences; 


âO«  Les  fractions  onl  été  considérées  d'abord  comme 
u^diquant  en  combien  do  parties  égales  l'unité  a  été  par- 
lée, et  comblai  on  prenait  de  ces  parties.  Les  deux  termes 
étalent  donc  nécessairement  des  nombres  entiers,  et  le 
i^Umérateur  pouvait  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  le 
dénoiiiinateur.  On  à  reconnu  ensuite  qu'elles  pouvaient 
^treenvisiigéea  comme  représentant  le  quotient  de  la  divi- 
^on  du  muuérateur  par  le  dénominateur.  Go  second  point 
de  vne  permettrait  de  ne  plus  supposer  les  termes  entiers, 
puisqu'on  peut  diviser  des  nombres  fractionnaires  Tun  par 
l'aiutfe;  en  l-adoptant,  l'idée  de  fraction  aurait  pris  plus 
d'extension  et  les  propositions  qui  s'y  rapportent,  plus  de 
généralité/  C'est  pour  cela  que  nous  adopterons  cette 
Aeconde  définition  des  fixicUons^  et  nous  appellerons  ainsi 
le  quoljhent -de  $a  division  du  numérateur  par  le  dénomina- 

Mais  cette  extension  oblige  à  revenir  sur  toutes  les  règles 

ou  ttéorèuies  établis  d'après  une  définition  plus  restreinte. 

Nous  .pe.  txaitorons  pas  ce  sujet  avec  tous  les  détails,  que 

demanderait  un  Cours  spécial  et  complet  d'Arithmétique^ 

hmî^  cependant  il  est  si  important  et  si  négligé,  que  nous 

croyom  devoir  appeler  sur  lui  Tatlention  particulière  des 

auteurs  et  des  professeurs,  et  donner  quelques  développe* 

ùkenu.suv les  questions  les  plus  importantes  qu'il  renferme. 

SI.  Proposons^nous  d^abord  de  reconnaître  générale- 
ment si  une  fraction  ne  cfafMfge  pas  de  valeur  quand  on 

4 
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multiplie  ou  qu'on  divise  ses  deux  termes  par  un  mèm 
nombre,  en  admettant  ce  théorème  démontré  dans  le  ca 
des  nombres  entiers. 

4 

Soit  par  exemple  la  fraction  ^  •  En  multipliant  ses  deu: 

'  5 

termes  par  une  fraction  quelconque,  par  exemple  — >  glli 

45 
devient  ^—7-»  et  il  8*agit  de  reconnaître  si  die  est  égale  a  L 

première,  dont  la  valeur  est  ^^-  Il  suffit  pour  cela  d^effeç 

taeir  la  division  des  fractions  qui  forment  ses  deux  termes 

et  qui  sotil  — —  tt  — '- — :  ou  obtient  ainsi 
*  9*11       7, 11 

9.11.3.5 

diaprés  la  règle  de  la  division  des  fractions  a  termes  entiea 
et  les  théorèmes  démontrés  sur  les  produits  de  plnûeursfik. 
teursi  £0  supprimant  les  facteurs  cominàns.  cette  fractiis 

50  iVduil  à  "^^  qui  est  précisément  la  valeur  de  la  mm 
9«*» 

miore»  Colle-ci  u*a  donc  pas  changé  de  valeor  par  la  mu^ 

il  plicalion  de  ses  deux  lertnes  par  —  Or,  les  raisonnemènB 

que  nous  avons  faits  sont  indépendants  des  Taleurs  particfl 
lioros  di'S  uombrv$  particuliers  que  nous  avons  choisis  sem 
lemont  pvnir  fixer  les  iJtvs.  Nous  avons  eu  soin  de  \* 
conserver  tvnis  jusqu  à  la  Gu  sàus  altération*  afin  qu^il  f^ 
bien  évident  que  la  mauière  dont  ils  entrent  dans  les 
sullals  eût  été  la  même  pour  d'autres  nombres  choisis 
leur  plav^r.  «I  qtie  la  eoiicliisiou  cùi  été  la  même. 
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Hôét  encOi»è  évident  que  telle  côticlusîoti  s'âpjplîqite  à  U 
titiôn  des  deux  tertuei  par  uU  tuêine  nonibhè  quelconque, 
isque  la  division  pâf  une*fraction  est  la  muU){)liedtion 
r  la  fraClioû  renversée. 

Nous  pouvons  donc  maintenant  énoncer  cette  proposition 
aérale  : 

Là  vàteuf  d'Une  fratittorl  à  iértriei  ^UêtcôhgUés  he 
Urtgè  pâê  ^udhâ  on  tnuttiptid  OU  (fu'ôn  dmèe  ses  deuôù 
'ines  par  un  ménté  riomhte  quelconque. 
On  voit  que  Cette  proposition  donne  le  moyen  de  réduire 
même  dénominateur  un  nombre  quelconque  de  frac- 
lîâ  à  termes  quelconques,  entiers  ôu  fradtioutiait^es. 

^S.  Avant  de  nous  occuper  des  différentes  opéràtioiië 
'  ces  nouvelles  fractions,  lious  ferons  quelques  remar- 
3s  très-simples,  mai^  très-générales  et  très-utiles. 

S3.  Remarques.  «—  Nous  avons  déjà  eu  Tôccâsloli  de 

^e  remarquer  qUe  ai  une  quantité  était  décdUipoâée  en 

Lâieurs  parties,  et  qu'on  répétât  un  même  nombre  dé  toU 

Lcune  d'elles,  la  quantité  elle-même  était  répétée  ce 

me  nombre  fois.  Il  résulte  immédiatement  de  la  que  si 

divise  par  un  même  nombre  entier  les  différentes  parties 

n  tout,  on  a  divisé  ce  tout  par  ce  même  nombre.  Si,  par 

'inple,  on  prend  le  septième  de  chaque  partie^  on  aura 

les  syoutant  une  quantité  qui,  répétée  sept  fois,  repro- 

ra  la  première  somme  ou  la  quantité  proposée;  elle  en 

it  donc  le  septième. 

^fin,  il  est  évident  que  si  on  prend  une  même  fraction 

chacune  des  parties  d'une  quantité,  on  a  pris  cette 

me.  fraction  de  la  quantité. 

5 
Si^  par  exemple,  on  a  pris  les-  de  chaque  partie,  c'est- 

lireie  septième  répété  5  fois,  il  suit  de  ce  qui  précède. 
iWpren&nt  d'abord  le  septîèniiê  de  toutes  les  parties,  on 

4- 


aura 
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a  le  septième  .de  la  quanti  té  ^  proposée  }..réj>ifUaljÇii^aiu 

5  fois  les  nouvelles  parties,  on  aura  répété  5  fois  leui 

somme,  qui  est  le  septième  de  lai  quai^litë* proposée).  jtNi 

5  .  5 

donc  les  ~  de  cette  quantité  en  prenant  les  -  de  cha- 

cune  de  ses  parties. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  ce  que  nous  venons  de 
démontrer  pour  la  somme  est  vrai'pourla  dkfférencd  ifc 
deux  qifantités.  Car  la  plu^  gr.ap^e.  élî^çt  ég^le^à  larjlus 

petite  ajoutée  à  cette  dîfrérerï6e,i)âs'-^^iéla'^a«de>sôàl 
égaux  aux  -  de  la  petite,  plus  les  -de  la  différence.  Donc 

Içs  -  de  la  grande,  moins  les  -  de  la  petite,  soÎQLt  les  -  de  la 

différence,  cfe  qu*îl  fallait  démontrer.'     :  »:).;  >î.;     . 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  géoévale  Of.  .tj  • 

Si  on  prend  une  mçm^  fraction  guelconque  deiplfifiàun 

quantifias  ajoutées  ou  retranchées  ies^^unes.desm^tris^A^ 

a  pris  la  même firtàction  de  ia'qaaniité  (fui  sérail io  résiifiW 

de  ces  additions  èl  sousit^actions^^  ?.i\i\)  w.r-i  i.»  ^oî,jcm  jî. 

54.  Addition, —  Si  Ton  a  à  ajotiiéraesTractWisa^termij 
quelconques  qui;  n'aîentpas  le  même  déj^omiq^t^ur,  cjn  lej 
y  réduira,  comuiç  nous,  r^yon^,  dér^çntré,  par  le  mèp( 
procédé  que  si  les  termes  étaient  entiers,  et  par  conséquéA 
nous  pouvons  supposer  que  les  fractions  à  ajouter  aient  le 
même  dénominateur  fractionnaire.  Or,  nous  allons  dé- 
montrer  qu'il  faut  suivre  la  nième  réglé  q'iîfe^^^ur TèS^frac- 
tions  à  termes  entiers,  c'est-à-dire  ajouter  les  numérateur 
et'doititier  à  leu'r  somme  le  dénominatourcanfimun.  r;  -/^ 

Supposons,  eh  effet,  poi^rt  la  coibmpdité  du  langagc^i  i|u< 

le  dénominateursoït,  par  exemple,  — -,  chaque  fractiobiétan 

•      g 
le  quotient  de  la  division  de  son  numérateur  par  --*- sert 
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.      .  5 

donc  telle  qù^'ihullipliée  par  —  7  elle  produira  son  numé- 

5 
ratetrr.^  M^tisfcbâtrne  numérateur  étant  les  —  de  la  fraction 

^  Il 

i .'  '•     '       ■  »   j.  '.  .   '      .    •      ,,  5 

correspondante,  leur  somîne' sera  les  —  de  la  somme  des 

II 

fractions:  cette  somme  sera  donc  le  quotient  de  la  division 

5 
d«  la  'somin^  dés-i^u^pérateur'S  par  rrr/ 

Voncj  poiiP  wblrla  soVnhie  de  fj^ac lions  ayant  un  même 
dànofàinatjem\  fMctionn^aù-ey  il  /qui  faire  la  somme  des 
numérateurs  et  lui  donner  le  dénominateur  commun, 

^Sd\ Soustraction,  —,  Les  deux  fractions  étant  réduites 
au  inéme  aehômînàteur  fractionnaire,  il  faudra  encorfe 
retrancher  les  numérateurs  et  donner  au  reste  le  dénomi- 
nateur côfnMiran.  • 

{ift^déinibnstr^doii  se.fera.  comme  pour  l'addition,  parce 
cfue- lé ufaéevlbme  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyé  a 
KèUV'tommd  vmous,  L'avonsv  fait  'voir^  pour  ,de^ .  q,uantités 
ajoutées  ou  retranchées  les  unes  dea  autres*  Nquà  nous  dis- 
penserons de  la4*eproduire.  . 

**  H^^'pïuUffjltcâiîtiir^^  suite' le  cas  le 

plûT,compllqueV*qu^\rfenf(3riù'e^t  coîiime  cas 

parliiculiers.  i      ' 

I  «f  '      _i        — 

,.  .^J^Pti.P^''  ^?j?1?J^k' -!? î:,^.^"'?  fracuons  3  pt  |-. 

Nous'Ve'f^remm&.dfiSi  lUMttbres,  partiquliers  que  pour 
abrégéi^lc  lanfgage^)qu'il'«erait  presque  impossible  de  suivre 
ai.  comme  les  anciens,  nous  désignions  les  nombres  par  la 
manière  dont  ils  entrent  dans  les  données.  Mais  il  n  y  aura 
aucun  inconvénif^miifi  çplg,  p^rcç  qup  tous  les  nombres  que 
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nous  avons  choisis,  étant  différents  les  uns  des  autres^  uc 
pourront  être  confondus  si  nous  ne  faisons  qu^ndiquer  lei 
opérations  à  effectuer  sur  eux}  et  la  manière  dont  ils  çntre 
ront  dans  les  résultats  serait  la  même  que  pour  d^autres 
nombres  quelconques  sur  lesquels  on  ferait  les  mêmes  rai*; 
sonnements.  Les  conclusions  qu'on  en  tirera  seront  donc 
générales. 

Cette  observation,  que  nous  avons  déjà  faite  àroccAsiov 
de  questions  précédemment  traitées,  s'appliquera  s^  toutes 
celles  dont  nous  allons  nous  occuper,  et  nous  nousdispeU' 
serons  de  la  reproduire  h  chaque  fois. 

Pour  ramener  la  question  proposée  à  une  question 
connue,  réduisons  les  fractions  données  à  la  forme  de  frac 

lions  simples;  elles  deviendront  ^^  et  -^t  et  le  produis 


demandé  sera 


5. 3. 9»  6 


Or  c'est  précisément  là  ce  que  Ton  trouverait  en  multipliais 
entre  eux  les  numérateurs  des  deux  premières,  ainsi  qiu 
leurs  dénominateurs  ;  car  on  trouverait  ^insi 

4-a  ■  '       . ■ 

o.o  0. 9.0.0 

7.  II 

La  règle  pour  la  multiplication  des  fractions  simpW  s'fi^ 
plique  donc  aux  fractions  quelconques. 

OT.  Division,  —  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  ^ 

4     * 

diviser  les  fractions  ^  par  •¥-*,  on  commencera  par  les  r 

7  " 
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|jir0  à  des  |ei>i9es0n  tiers  \  elles  deviennent  ^lors  s 

4- 


H,      ,.    .  2. II 

4  qiyis^r  p«r    '— ^» 


î  qui  donnera  ^'2  V^^^  ^^  quQlîeîit  cherché. 

Or,  ^i  on  multipliait  U  fraction  dividende  par  la  fraction 

•'    -  -A 
Viseur  renversée  —  j  on  trouverait 

•  2   ^ 

9     .         ■ 

•  '.  /  4.6'.-  • 
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-5 Ou        p « r > 

7-9 

qui  est  prëoisëment  le  quotient  cherché. 
La  règle  démontrée  pour  les  fractions  simples,  c'est-à-dire 
termes  entiers,  s'applique  donc  en  général  à  toutes  les 
ic(ionj89  , 

file  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  toutes  les 
expositions  établies  diaprés  le  premier  point  de  vue  sous 
[uel  les  fractions  avaient  été  envisagées,  se  trouvent 
Midues  au  nouveau  qui  est  beaucoup  plus  général,  et  les 
Sorèmes  qui  ramenaient  la  solution  de  certaines  ques- 
118  i  des  opérations  sur  des  fractions  à  termes  entiers 
'«nt  applicables  aux  fractions  quelconques,  puisqu'elles 
^t ^réductibles  k  cette  forme;  quant  à  l'exécution  de  ces 
^rations,  elle  s'effectuera  par  les  règles  que  nous  venons 

■démontrer. 

i'      .      i       i        •    ■•  '    ' 

REMARQUES    SUR    CE   QUI   PRÉCÈOE. 

^.  Les  questions  traitées  jusqu'ici  sont  tellement  sim** 
'8,  qu'à  peine  on  y  reconnaît  quelques  traces  de  la  mé- 
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thode  analytique.  Elle  y  est  cependant  presque  toujoui 
employée  9  mais  bornée  le  plus  souvent  à  la  premièi 
réduction  que  nous^avmtd  m'âirakàdée»  celle  de  la  d( 
cpmpiosiûon^ ; ,  ,         -^-^      .-  .^  ,:)   /--i  ^  ,    ^,|.  .  ;ki. ;; 

Dans  le  cas  de  la  division,  cependant,  la  décompositio 
du  dividende  se  fait  d'une  manière  spéciale,  et  ne  consisl 
pas  seulement  dans  la  considération  des  unités  de  difft 
i:ent§ ^9|rdre^.  Les  .Bafjîe?  quç;,rx>n  pi^ei^ ^^^cçiespiv^inei 
i^^an^.lp ji^v^dçnde  «iOflt  pt*oi?|ies  ,<^ iisam^fieÀp^liXW»^ 
epç^^infint  di.yî^^ées,  et  à^Awnqr.^iBS^  Jqg^,)i»>iléft,4ek  di 
yef^^.prdres  dju  .q^ti^^j.  çt.pçmr  qmf.tç^^.  ï^iparU' 
QÎpsJL.^mprpî?^?  f WÇ.^APfn^  le  .diyÀ^ÇB^e.çKjiBjiçtj.Âl ;ftî 
^qoowienç^  .j;pppr^>io/i. /pa^.Jpç  pl»^,f«jc^  :V«U^^j«£ 
que  ce  qui  en  restera  après  qufp^jJ/jEfsisa  ifuri/blft  JMt 
j^\\\^}}>]ej ^fiiss^^f^  fl^dtWîre,  ^y^clç^  j^pivan^e^i  pcmc  ,0c>n 

.  A^m^in^^hh^y  JpyWft4fit>*e^éçeïwo^tipp  mAn&i 

sente  que  comme  gigj^^jde^^çftf^faiTSiftm 

nous  venons  d'indiquer,  "c'est-à-dire  qu'il  résulte  d^'ui 

&tlfrTysèbièy'4'éèï!le^taais'extfên^iriëhïsîifi^l^/'^        *V 

plue  aetlsiMes.  Poui^ Fadditîott'éi:  la^^étïâgtîoiii't^^ 
àU 

question  se  ramène  à  deux  autrei'^lû^  èîia^lësV'Eîék  Wj^ 
tîôhs'éuV  lé^fi-à<ntoi^à  tei^Hieè^no^  eKtrëf6^\s%^ 
cas  plus  simple  des  termes  entiers.  Nbtt&'^iië  jpuViJiïP  a 
gnrf^  iôutèii  lëfe  cireoHstaiiWés  èti  èè\te  iAdWHeYq^  - 
artaïytiqUe^  à  été-^uh^ëî^hWs  nb&s'èh'Vapi^brfÔùs  1^ 
tellîgence  des  professeurs  pour  la  faire  ressortir  '3à^V  tÏE 
k»  c^9,W  pTé^eptvÇrWiaHeJqjfe.intiçfl^t.t  ./,,  ,,.,,jT  .  !» 


■  ■  ^  I  .   .     .  j  .  !  '.J 


•J   .  >..     r 


I    • 


*'*li»-   '«1   :         '  Il  î  .'  ■  J*  ;     '  .'  .  '  l  i'. 


.^L»  î...  '"'>'•  t.-   :>..  .  >^4fl^^**»***.*:^-':  Tl« 


PROPRIÉTÉS  DES  FRACTIONS  ÉGALES.  -  RÈGLES  ftË'TRMS. 

»f.ii   «'.il  II-  ■  i'      ..      ■  i;    =  r  ..   •  i  ?;     -'        j:   on  •  . 


•^  i  ■.  •  • 


:  •8&/^Lortqùe  dèii^  firàciîôttë  à  termes  quefcbric|ties  sont 
iJgîafesf/fe^e^t^'à^îîrë ^l^n^ê'  fc  qàotîèïit  <!ri  niluiéralëuY'iWr 
lié  iJiiiaMWtetiK^û'ïe>A?p/yorf  de  ces'  denk  ndiiiBi^és;  est 
foiA^m^r^  oiïxfttkjttiéilesr  éftfàtrè  termes' ^àntMéh^rb^rfibtf  : 
Miîl^eftmt^pâs  ^tiMtèif '^uè  lè"  qtiôtîerit  e^tîëiitotiBrfe^qiiî, 
timUt^U««%  ^d}irisélii*!ou  thiihlplié'par îe  dtvisenrj'ifôiiiie 
j^f  pto(î»ît  lé  dîvîdettdfel    ^     i^     '  ^'       '     ■■'y  * 

fu« Iieditftltiéirëi'géttoèli'ès  faisaient  kih  plus^gVàtid  Usagé  dés 
{iro^rtièiis^k|de'iiè  te'foiit  ks  moderfrés,  qiû  lé^  rempU- 
c^t^sddlteit^  i*àr^'âes*^iSèjuàtl6hs;  Les  dlirèrses*  propriétés 
dont  elles  jouissent  se  déduisent  très-simplement  dèlspW)* 
|Mftftkms  ^Uë^Mi^  aVdks'Âértîôiifrées  ^1^  Wfractibn^^tori- 
SMé^feëJ^^rtfnlàfiiô^là't»^^^  "  '  '-''-'■ 

60.  AînsiviP^r,ejjtejnp;^,si  jOfi.f^mtjtea  4 

lf!l¥¥iii9!^fM':^nf^  iS^fJS^f.f^  ^/^,^<?5  /Twy;^^^^  //J^o/A^ 

61.  Rien  n'est  ï)îùï5  facile éticore^qife  de  llémohirël^  qiie 
si  Ton  a  deux  proportion» i9t -que  l'on  multiplie  ou  divise 
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Tun  par  l'autre  les  termes  correspondants ,  ces  quatre  nom* 
bres  formeront  proportion  ;  car  il  sufflt  pour  cela  de  mul- 
tiplier ou  diviser  d'abord  les  premières  fractions,  puis  de 
f^ip^l^  vf^èmQ  ppër£ttion  sur  les  Répondes  qui  \&ùr  wn^  p^ 
pectivement  égales. 

Une  autre  propriété  importante  des  fractions  égales  euj 
nombre  quelconque,  consiste  en  ce  que  la  somme  des  nu — 
mérateurs,  divisée  par  la  spqiime  de^  dénominaM^ur&,  d^ncE 
en^ope  fii^e  fraction  égal|3.  Et  il  en  fierait  r  dp  noLèna&fi  Qqp 
retrauc|iai(  q^elquesruos  des  numératwrs  au  Ue^  dl?;  J^p 
ajouter,  po^irvu  qu'pp  rjetraupbat  au^si.l^s  4ppQn4f^dt^pm 
çp^respQi^dantf.  r:    >   .        i< 

.  ]Pp)Ar  la  démontrer  général emefit,  4p^igt^pr)6  I4  vglpmr  1^ 
ces  fractions  par  une  fraction  arbitpai|:*p  rid^jtp  ^  ^pii- 
sq$  ternies  entiers,  ca  qui  e^t  toujoi^^r^  ppssit^l^;  ^it,  pa  ^ 

5 
exelnple,  ^  cette  valeur.  D'ajJrès  ce  qui  a  été  établi  préc^ 

nominateur  correspondant  :  la  somme  des  numiérateurs 
donc  aussi  les  — r  de  la  somme  des  dénominateurs,  ce  qu'c= 

fallait  démontrer  :  et  il  en  serait  de  même  si  l'on  retran-^ 
chait  les  termes  de  quelques-unes  de  ces  fractions.  Nous 
faisons  que  répéter  ici  ce  que  nous  avons  démontré  préc 
demment,  savoir  :  que  si  on  prenait  une  même  fraction 
plusieurs  quantités* 'ajoutées  ou  retranchées  les  unes  d^= 
autres,  on  obtenait  la  même  fraction  de  la  somme  ou 
la  différence  de  ces  quantités» 

Ce  théorème,  dont  les  applications  sont  très-fréquente; 
s^énonce  comme  il  suit  dans  le  langage  des  proportions  : 

Si  Von  a  une  suite  de  rapports  égaux ^  ha  somme  ou  \ 
différence  dun  nombre  quelconque  des  antécédents  esù^ 
la  somme  ou  à  la  différence  de  leurs  conséquents  conknr' 
un  autéçéderift  çst  à  son  conséquent. 


CHAPEniE   V.  6q 

6^.  Les  proportions  s'appliquent  à  la  résolulion  de^  pror 
blêmes  auxquels  on  est  convenu  de  donner  le  nom  de  règles 
^^  frùiSf  quoiqu'une  règle  ne  doive  être  entendue  que 
comme  Tindication  du  procédé  de  solution  et  non  comme 
1  ^énoncé  de  la  question.  .  . 

Ces  sortes  de  problèmes  put  pour  objet  la  détermination 
â.^V^n  des  quatrç  termes  d'une  proportion  quand  op  connaît 
les  trois  autres;  et  c'est  à  quoi  Ton  parvient  facile^pent 
d*après  l'égalité  du  produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens. 
"X^out  consiste  donc  k  bien  établir  I4  proportionnalité  des 
«juat^e  tenpes  ;  lirais  c'est  ce  qu'on  néglige  beaucppp  trop. 
Qn  se  oontei)te  souvent  de  reponn£|itre  qu'elle  a  lie^  quand 
1^  rapports  sept  entiers,  et  la  règle  générale  qu'pn  pn 
Ujp^  pe  ^  trouve  uullemeat  démontrée.  Op  induit  donc  lesi 
élèves  en  ^rreqr  ap  U  dpnnant  con^me  bien  établie ,  et  il 
Vaift  mippx  Ippiï  donner  un  peu  plus  do  travail  que  de  j^nr 
fausser  le  jugpinent. 

Un  seul  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on  doit 
raisonner  dans  toutes  les  questions  de  ce  genre. 

Supposons  qu'on  veuille  déçnontrer  qu'il  y  a  proportion 
entre  "deux  nombres  quelconques  d'unités  d'une  même 
marchandise,  et  leurs  prix  respectifs.  Les  deux  nombres 
d** unités  peuvent-  être  des  fractions  quelconques,  comme 
3        2 

g  et  -^9  ou  plus  compliquées  encore.  Mais  quelles  qii' elles 

7        ïi 

soient,  leur  quotientou  rû/?;7orf  pourrait  être  réduit,  comme 
^ou8  sayons,  à  une  fraction  à  termes  entiers  *,  et  cette  possibi- 
li  tcsuffitpour  conduire  à  la  démonstration  très-simplement. 
IReprésentons  en  effet  le  rapport  des  deux  quanlitjés  en 
qitxestion  par  une  fraction  quelconque  à  termes  entiers,  par 

©'X.^mple  — •,  la  première  des  quantités  $era  donc  1/îs.  —  de 
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,1:   j  .'i-  ^      Jl.       '   ■  •*••*!'•  i(^ 


la'sédohde.  Mais  le  prix  dé  —  dé  la  seconde ' serait  'évidem 

ment  —  du  prix  de  cette  quantité  nxèine;  cit  ^5  fais  --  coû- 

,5 
teront  i5  fois  autant  qu'un  seul,  ou  les  —  du  prix  decetle^», 

quarititë.Il  y  U  donc hl'ème rapport oU'^iN>pdi<eî<îSrf «fttre lea^ 
prix  et  les  quantités  de  marchandise,  quels  que  soienf.cn 
les  nombres  qui  les  expriment.  ^~ 


•>  -.  -  >"- 


• 

63.  Cette  proposition  étant  ainsi  établie  pour  toute  es 
p<bee  dû  marchandise:  hpnpjQgçAe^  oii^  r^ppli^êi^  dans.«voif  ^ 
besoin  de  faire  aucun  raisonnement  nouveau.  Et  si  Tju^^^^J 
quatre  termes  était  inconnu,  on  Tobtiçndrfiit  toujours  pa^  « 
la  propriété  que  le  produit  des  extrême^  est  égal  à  celui  dm 
moyens.  On  aura 'flllo'rs  fitrôuviçr  unTuonibre  qui,  mul 
plié  par  un  nombre  connu,  donne  uni  produit  connu  : 
qui  ramènera  à  la  multiplication  et  à  la  division. 

;    Ç4. ,  ;0a  ,peu^/.c}^tprmiqer.  ^^y^p  ,ç(iftpîèc^,;^féjçj^fi, 
}ernfie,^nqpnn.u  dp  ççU^  propprtapp,  ^'^préç  lea^^^^jipg  ^Vff^^e 
..^pit  prqpo^e,  par /e;xç.n?ple,  .^.qi^çtipft  sH^v^nt^;  .^i, 

^'a^d^unîtés^  ôni  coûté  -4  defrâiicsybôndHjenr-ë-  il'iam 

coûteront-elles  ? 

..  îQPlpW^tçrp  d'abord  çpmbiqn  i^pp  un}ié  c^çi^^erf it^CIII^ 

4>PK«P  W qWiflWs,ay.op?,  dép?q9tçé.gén.^^?),ep,f  nf  dkns        .|< 

8 
ôh'aj)5«rë  nivil  feudvà  pPttr'cela'dîv'ïserJle  prixïçf^  pav 


3 


>1( 


iipinbre,ci>rr^$pondant  4e$  uni^^§,  qfti  .e§t  |;,,Ççjnp^j;^jp.ti--J? 
pri'iirdé  runîté,  il'faudt*ay<côtniiiB  tioiis  l'avonsJiiioiitMîd 
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ce  mèps^e  chapitre  ^  le  multiplier  par  le  second  noiphro 


d^unîlés^g.  jio'ur  en  ofc'lè'nîr'  Té  prix. 


I  I 


6^ 

,'■      ^^\ 


8 


'  i'2r  '■^\'    !•  3  ■'    i 

P^f-^-et  divisant  le  produit  par  ï. 

*  '  '€'%8f  à  tjtïoi  l>6^'ieût  éié  cfôttduit'dusri  ^n  p6«ant  la  pro« 

'*■,'''•,  I  •'•'■"**  '       ■  •  «I  I  !  M  I  1  I     .  I     ■      I  ■  (  .  .■-.Il         •  ....       «      ■ .  .      I  .    .  .     ^ 

■»'         ■■■•:■     •  5  v.^,î=73.V?"»P"^  cherché,     „.,,■,,   ,, 

'■^  ?       ff  •*    1«  rj   w  ■-.  n,ji.        t      .,,'»       M,,    ■    •  •        ••!!■   *     III     II-,.',"', 

'Il  *  ■  * 

»  I       •  •        •    ^  »        '      I  ■  .        *  I  I    ■  ••:;■♦!  I  •        ■      1        .  t  -  .  ,  I         I  •  .1.1 

65.  Le  second  procédé  est  plus  simple  quand  il  s'agit  de 
nbriibi^s-MicTfs j  4<iris  ddbè  lé^bàfe'  g^ilëràl  bh  HVit  ^'il 
iï*iffi»è  édéàfi^rÀm^'im  ^t^VkHtl^l  Et  éfe  dfîrtiiék»'èst 
fondé  srii*^ëétté^  éttliWdlét^atïoh'îtaipôhîi/itfe/ i^tt^l*^^ 
permis  d^ignorer,  que  les  prix  ont  entre  eux  le  même  i^p- 
pQftii|teileaiqjHhnUté9  mèilied*  «^  dpnc  il i  fallait  satxiGer 
l^une  des-'méthodes,  ce  ne  devrait  pas  être  celle  des  pro- 
portions. ' 


aai 

l^«l(i;raipatqr;jc[ae«i^jquantitQSfd|e  ml&me  èèptae$)-çOkjpeti|t 

néanmoins  avoir  une  proportion  dont  les  quatre  termes  ne 

soient  pas  homoj|[ènes^  parce  que  le  rapport  de  deux  quan- 

tiàk^^Aîé'Wm^eâi^cU' petit  être  égal'  kti<  nÉ^t)brl  dé  «éiik 

autres  d^une  même  espèce ,  différente  de  la  première  ;  en 

«Btendanti .toujours pur .rap^rt  lenombiie qui^joai^tipUai^t 
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la  âeconde  quantité^  reproduit  la  premiàreé  iAinsi^  par 
exemple,  le  rapport  de  deux  surfaces  est  -  quand  la  se- 

conde,  multipliée  par  -?  donne  la  première,  oU,  en  d'au- 

y 

très  termes,  quand  la  première  est  les  ^  de  la  seconde. 

Parmi  les  proposltioijis  démontrées  ci-dessus,  il  y  en  ^ 
qui  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où  les  termes  seraîei^^ 
des  grandeurs  concrètes,  d'une  seule  ou  de  dettx  espèc^^^ 
différentes  *,  mais  la  plupart  de  celles  dont  on  fait  usag^ 
supposent  que  les  quatre  termes  sont  des  nombres.  P^i" 
exemple,  il  n'y  aurait  aucun  sens  à  attacher  aux  produite 
des  extrêmes  et  des  moyens  si  ces  termes  n'étaient  pas  de^ 
nombres.  On  ne  pourrait  changer  d'ordre  li?s  moyens,  s'il^ 
étaient  d'espèces  différentêfe,  fetc. 

On  voit  donc  que  pour  faire  l'application  des  théorème^ 
démontrés  sur  les  proportions  entre  des  nombres,  aux  pro*- 
portions  entre  des  t[uahtités  concràles,  géométrique^  Ot^ 
autres,  il  faut  dooimencer  par  réduire  ce»  defuières  k  i»B 
proportions  entre  des  nombres^  et  pour  cela  remplaœif  1& 
rapport  de  deux  grandeurs  d'une  méitiê  espèce  quelconque  * 
par  le  rapport  de  deux  nombres ,  oe  qui  exige  que  ces  deuii^ 
grandeurs  àiéht  uiie  mesure  communci  Et  réciproquement^ 
si  elles  en  ont  une,  leur  rapport  sera  le  même  que  oelui  des 
deux  nombres  entiers  qui  expriment  combien  de  ibis  ell»  ' 
est  contenue  dans  chacune  de  ces  deux  grandeurs. 

On  p6ttl  donc  passer  ain&i  de  proportions  entre  deé  qnafa-* 
tités  concrètes  à  des  proportions  entre  des  nombres,  et^f' 
appliquer  tous  les  moyens  de  ealcul  démontrés  potir  oe#' 
derniers.  Et  lorsque  l'on  6erà  parvenu  à  cfes  proportios» 
eniré  dés  nombres  représentant  des  quantités  csoncrètdsj  on 
pourra  leé  remplacer  par  ces  dernières  ^  puisque  Us  raj^* 
portè-tt^eti  sei*ont  pas  altérés* 


>:». 


CHAPITRE  VI. 

ACTIONS  DÉCIMALES.  -  PREMIER  EXEMPLE  DE  LIMITES 
,      .  DE  QUANTITÉS  VARIABLES. 


IJ.V    1 


\  L*ëlraIuatioii  des  quantités  en  siibdiyisioiis  déoinialea 
uhité,  offre  l'avantage  d'une  représentation  semblable 
tie  des  nocnbres  entiers,  d'où  résulte  une  plus  grÂnde 
ittf  pour  les  opérations.  La  réduction  au  même  déno-< 
iteur-  n'estplus  nécessaii*e  peut*  les  additions  et  sous- 
ions  )  et  les  subdivisions  de  l'unité  étant  toujotii*s  les 
leÀ^  on  est  bientôt  familiarisé  avec  elles,  et  on  se  fait 
«lient  une  idée  approobée  dé  la  valeur  d'une-  fraokion 
nale,  àja  seule  inspection  de  sies  premiers  chiffres* 
ais  l'avantagé  de  cette  uniformité  est  quelquefois  con- 
lâlaiicé  par  le  grand  nombre  des  chiffres  que  l'on  doit 
Irë  pour  aVoir  aVec  une  grande  approximation  la  va*- 
^u'oii  renonce  à  prendre  exactement, 
rsqu'une  fraction  esldonuée  pal:  Ull  numérâteui*6tun 
minateur,  et  qu'on  veut  la  réduire  à  la  forme  déci- 
,  îl  suffit  d'effettuer  la  division  qu'elle  indique^  en  ré- 
ut  le  nùniérateùr  entier  et  les  restés   successifs  en 
kne^,  tentiédies,  etCi,  comme  on  réduisait  les  divei^ 
!!t  d'unités  du  dividende  et  des  restes  snctessifs  eU 
s  d'otiires  inférieUrSj  pour  troUVér  les  difïiéréh(ë  chi^ 
lu  quotient  entier. 

tte  opération  peut  <ie  termluer^  comme  aussi  elle  peut 
'oloUger  indéfinimeht.  Ott  péUt  reconnaître  lequel 
!i  cas  aura  lieu,  d'après  la  décomposition  dû  déno- 
teur  eu  facteurs  pt^miei's.  NoUs  nô  nous  pccuperbus 
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pas  de.ce$:détails;  nous  nous  bornerons  À  dire  que  quandK 
rppérAtion  ne  se,  termine  pas,  il  f  a  un  certain. nonjbrçd^ 
chiffres  consécuti&  qui  ae  reproduisent  dans  le  même  orduM 
indéfiniment.  lEvonxeoonnait  que  lapéciodicité  pommeue^ 
quand  on  retombe,  sur  un  reste,  déjà  oblenu.yMjiiivraaièfi  . 
les  suivants  dans  le  même  ordre  :el  par  suit6,lmcbifl^e8( 
quo,Uent.  Or. on, né  peut  ayoiQ.plu&d^.reateftidifférentaqu' 
V.y..^.d\mités  dan â  le  diviseur  diminué  fl^iune  imité*,  ifl 
àf^nc^  api^ès.eA  avoir  obtenu  ce  nornbre^  lIopéciAiond 
pasexaçtem^atii.^rminéey  le  quotient  sera  piédodiquev 
^p^odff  eommeEnoera,  .aii.!çhiâi!^  d'ordm  .-quelconque] 
,par.kr  premier  reste,  qui  dodt  j^  .i^r oduûre.  Ilr)fsxift&  di 
4es  quantité^  susceptibles  d'être  eiprimiées^  eKacleiûÉinil' 
moyeu  de  certaipes:  .eubdivisio^s.de  ruiûté»,.et;qui*iBb 
.ymi,  Tètre  par  d^au,4res' assujetties  à  oertainès  oondiliiet:^ 
qui  leur  permettent  cependant  d'atteindre  und^rëiqt 
CQpqu^de^ -petitesse.  Ainsi,  par  exeniplevJume'quandtéI< 

syraît  cfxacteÉnent  les  —  dé  l'unîté   ne  pé'ùt  làmaïs  ^  vî 

II  .    V.:    ,,:   .      .    .    ^    ,î,  ■/■:»    r-r    N^    ■ 

xQii^|[|^f^ejaçient  épuisée  au^  moyen  c|es  dixièmes»  ^nitièfi^  ^ 
niilHèmes,  etc. ,  d'unité,  q^e}qup  l^^n  qvtf^  prolooP^  Vpi^ 
ration  :  la  division  donnera  o,  8i  8i  Si .,, .  ):la;périodé.  Ji 
sç^fflPfpdjuJsanJL^sauSjfijQ,   ..'..,.,    .■:!,....   •  ,1.,^...» -..■ 

/  ■  •  !  I 

;    .   ,  i  »  /  ;  •  ■  ■  !       ■  ■■  ;  ;  i  ■  "     "  / ,       -■  i  j  '  -,  i  ■  ■  >  '  »  •    •  J  '  t  i  I   ^  ■  1 1  » 

.  ^  pS., Limitas  dç^varialf^efi. —  hor6q}m\V on  ùài^^^^^  ^ 
yisiion  qui  4oit,  ou  uon,  conduire,  à. un  reste .nuli,  Kerc^^ 
que  Von  çomipett,r^it.,çu  s'arretaat.à  un, certain eh»jffre«  ^^ 
q^uotie^  serait , jflkoindre  qu'uue.wnité  de  L'iordi|e  .de  ■  ^ 
chiffre;  car,  puisqu'on  met  toujours  au  quotient  les  pl»^ 
foftç  chiijTres  possible^,  ci  l'on  ajg|Utai|L  à  l'un  qudcôuij^^ 
d'enfrpeux  une  seidç  unité  de  son  espace  y  ou  aurail;»'*^^ 
i^Qpabrp  plus  fort  que  Je,  quo^en^ .complet  -,  seuWmeatiiL  j^^ 
déj\assprait  4p  moins  d'une  unité  de  cette. espèce, .puisqc**^^ 
manquait  quelque,  phc^sig.et.qu'ou  u*4  ajouté  ^tf  une. unk«^ 
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:  '  jLçrgi^oxKS^ii^une  division  conduit  a  un  quotient  pério- 
dique^ 4x11.  peut  j  pqrendire'un  aâses  grand  nombre  de  ehif- 
^a:v»*pouttiiqiie'''lai'diiIeitience'iavc€  Iq  quotient  exaet'èoit 
<3abPoèiidre«)qà^ànb<  n'agité  d^un  ordre  dëeiînàl  atfsëi  =  bVancé 
r|_^Qnivoiidipa»^(iel  par  cc^nséquent  moindre  que  toutiefrae- 

'  À  '  f  !fjB3 1  f raBiI^ft  ) ^dtf einbrle  '  përîddique  { noiTs  ofïVe  -  ^donè  '  le 

i^reiiliev)  eKena^K^^d^mie  quarltltlé  variable  ^vLl  àtigtneuKe 

^^«^MinuéUen^t ,  >et-quî  cependant -fi*atieint  j^ntraîé' tiiie 

'^ODtakif  (vale«f '^xe  'biei^r  ^tétermînue,  quelque  grâfSd  que 

ideiiiijbne]l0«itimbre  des cHifïrèls  f\tiién  (priment  )cs 'parties 

"tfu})  s^fômebt  6U<$€^8ivi^urieiit'  lés  uiié^  Aux  auti^eiâ;  Maidsi 

'^lèiafaileim  jâm«i$('cette  Valeûffiyêi,  sa  difTérénée  avec 

^^Hf  dinitiiuli  dé  tttaiilèrè  à  pouvoir  devenir  et  rester  ^nèuite 

.aiiMAéàB(Mu  ^0  timte  *  gfatidenr  'désignée,  ^uelqiie'  petite 

-^'allemlc/.'.'r  •    ■  »'  -i^"'"'  *''  •'■    •  !      ■  ■  '   ■  '"'        •'  •   '  " 

''ipDam  QB9  ciDCon^ânces;  ou  dit'éh  géhérâfl  que  lÀ*'qtiau- 

,titi$  fixe  est,  la  limite  de  lai  quantité  variable,  quelle  que 

soit  respecîe  de  Ces  quantités. 

'-'•iDàiÉWl'è  c^è^facilièl,  Six  vTira'qué  la' fr^ctibri  fi'éHbdîkpié  a 
^ttr  Itetfitt^l^  'vâtelif  de  liift-dotiotrtjtt'ôn  dA^ayift  *d\i'ri5- 
**iî«te^ël¥'flé<limaleà;     ^'    ''       '       .   •  -    •  iv      .-     . -i.: 

La  considération  des  limites  est  uVie^de^  plu^  iti^bhàntcs 
et  des  plus  fécondes  des  sciences  mathémalîques.  Nous  la 
•*lv^teppteMri*^^lft'«:iàM^vec  tdtîr  le-'soîri  qu'élîé  nr^ntc  5 
-powtlle  «WWAir;  AftHié  nWifi^'bo^nèWh^  à  dé'qiil  'èk;^^^^ 
tteitrilà*f»iéli«Jà«ire''t>otir'¥*prf^^  îâlcuHè  ftcîiétsé 

'<feti3Ha:»pbnîe  diè*rArithitfftS(^  dbht  iiô'us  iôiis  ofccù^otts. 

"^<  <Hh>ISifiroÉt  à  «ne  é^ës^iy^n  décihikie  indéfinie,'  p^rfô- 

'dicjâfioa  tt^a-^'pfoveiiant'd'uhcf'opératîoti  qaelcbhqùé, 

AoKti«rti|nah'é«^lèiiieiitqu«qùaYid  ort  à  ]foàé  un  chifffé'fl'tin 

t>Wmiq|idbo))quéf  6fi'a"ttri'résliha't  trop  faible,  màls'^'on 

^^ourM  jqni'irûp  fbri  eu  '^iigoiMtâht  ce'éhifire'â^tihe 
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unitëi  il  est  évident  qu'une  pareille  expression  a  une  '. 
mite,  puisque  Terreur  commise  en  s'arrêtant  à  un  chif] 
est  moindre  qu'une  unité  du  même  ordre,  et  peut  par  co 
séquent  devenir  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

70.  Maintenant  il  est  facile  de  reconnaître  que  dans  u 
pareille  expression  le  déplacement  de  la  virgule  prodi 
sur  la  limite  le  même  effet  que  lorsque  le  nombre  d 
cbtffres  est  fini. 

En  effet,  arrêtons  la  fraction  décimale  à  un  cliîffre  que 
conque,  le  reste  qui  compléterait  la  limite  sera  moind 
qu'tllie  unité  du  dernier  ordre.  Dans  l'expression  ainsi  o 
tenue,  déplaçons  la  virgule,  par  exemple,  en  l'avança 
d*un  rang  vers  la  droite  ;  le  nouveau  nombre  sera  dix  fc 
plus  grand,  et  par  conséquent  si  on  lui  ajoutait  dix  fois 
premier  reste  on  aurait  dix  fois  la  limite  de  l'exprpssi( 
proposée.  Mais  en  prenant  un  nombre  de  chiffres  de  pi' 
en  plu^  grand,  le  reste  peut  devenir  moindre  que  tou 
quantité  donnée,  ainsi  que  son  décuple.  Donc  la  limiter 
l'expression  obtenue  par  le  déplacement  de  la  virgule  c 
égale  à  dix  fois  celle  de  la  proposée. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  un  déplaceme 
quelconque  de  la  virgule  vers  la  droite  ou  vers  la  gauch 
et  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

tt  Si  dans  ime  expression  décimale  indéfinie  on  dépla 
d'une  manière  quelconque  la  virgule,  la  limite  se  trou^ 
multipliée  ou  divisée  par  le  même  nombre  que  le  serai 
par  le  même  déplacement,  la  valeur  d'une  expression  d 
cimale  dont  le  nombre  des  chiffres  serait  limité.  » 

71.  Nous  avons  vu  qu'une  fraction  ordinaire  qui  n'e 
pas  exactement  réductible  en  décimales,  donne  une  expre 
sîon  périodique. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  résoudre  la  question  5 
verse  et  de  déterminer  la  limite  d'une  fraction  déci 
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périodique  quelconque  dont  on  ne  connaît  pas  l'origine.  Si 
la  jërîodicîié  ne  commence  pas  au  premier  chiffre  décimal, 
Ofrx  ramènera  la  question  à  ce  cas  plus  simple  en  avançant  la 
virgule  jusqu^au  commencement  de  la  première  période  5 
0x1  multiplierait  ainsi  la  limite  par  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  dix,  et  îl  suffirait  par  conséquent  de  déterminer 
la  valeur  delà  nouvelle  fraction,  puis  de  la  diviser  par 
celte  puissance  de  dix.  La  partie  à  droite  de  la  virgule 
étant  seule  inconnue ,  nous  ne  nous  occuperons  que  de 
cette  recherche. 

Pour  résoudre  celte  dernière  question  d'une  manière 
générale,  considérons  par  exemple  la  fraction  périodique 

(1)  o,  357  357  357. . ., 

dont  la  période  commence  au  premier  chiffre. 

Tîous  savons  qu'en  avançant  la  virgule  jusqu'au  com- 
inencement  de  la  seconde  période  nous  aurons  rendu  la  11- 
mîte  cherchée  mille  fois  plus  grande.  Nous  aurons  ainsi 

(2)  357,  357  357. . ., 

expression  dont  la  partie  périodique  indéfinie  qui  suit  la 
virgule  a  évidemment  la  même  limite  que  (i).  La  différence 
de  (i)  et  (2)  a  donc  pour  limite  357;  la  différence  des  limites 
de  (i)  et  (2)  est  donc  la  valeur  de  la  limite  de  (1)  répétée 
tnille  fois  moins  une  fois,  ou  999  fois.  Donc  999  fois  la 

limite  de  (1}  est  357;  donc  (i)  a  une  limite  qui  est — 2.. 
\  /  /  5  V  /  ^999 

Et  comme  les  mêmes  raisonnements  se  feraient  pour 
toute  autre  période  composée  d'un  nombre  quelconque  de 
chiffres,  on  peut  énoncer  cette  règle  que  : 

«  Toute  fraction  périodique  dont  la  période  commence 
au  premier  chiffre  décimal,  a  une  limite  représentée  par 
une  fraction  ayant  pour  numérateur  une  de  ses  tranches  et 

5. 
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pour  dénominateur  un  nombre  composé  d'autant  de 9  qu'i 
7  a  de  chiffres  dans^^ii^  tipgi^che*,  », 

Le  cas  où  il  y  a  une  partie  non  pénûdique  après  la  vir 
giile  <f ésûltte^dle  ^e  i(|m /précède^  iell/9P;yp}tvq^^  ff^^^  ^^^^ 
tion  décimale  quiieèil{>ériodiqae;à/pa|r|;>fl^4(Pî^  chiffre  quel- 
conque, a  pour  limite  une  fraction  ordinaire. 
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*'  'È.ti*ÀCTIÔN  DES  RACINES.  --  NOUVELLE  EXTENSION... 


72.  Les  produits  d'un  nombre  par  lui-même  se  nom* 
ment  les  puissances  de  ce  nombre;  leur  degré  est  le  nombre 
de  fois  quHl  est  facteur.  Relativement  à  ses  puissances,  le 
nombre  s'appelle  racine. 

Nous  ne  parlerons  pas  des  procédés  à  suivre  pour  trouver 
la  racine  d'un  degré  quelconque  d'un  nombre  donné;  nous 
renvoyons  pour  cela  aux.ïraixés  d'Arithmétique. 

Si  Ton  formait  les  puissances  d'un  même  degré  des  nom- 
bres entiers  consécutifs,  on  obtiendrait  des  nombres  entiers 
qui  différeraient  de  plus  d'une  unité  :  les  nombres  entiers 
compris  entre  deux  puissances  consécutives  auraient  donc 
leurs  racines  comprises  entre  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs et  par  conséquent  non  entières. 

Or  les  théorèmes  sur  les  facteurs  premiers  démontrent 
^u'un  nombre  fractionnaire  élevé  à  une  puissance  quel- 
conque ne  peut  produire  un  nombre  entier.  Donc  les  nom- 
bres entiers  compris  entre  deux  puissances  consécutives  ne 
peuvent  avoir  ni  racine  entière  ni  racine  fractionnaire;  ils 
n'auraient  donc  aucun  nombre  pour  racine,  puisque  nous 
De  reconnaissons  encore  que  des  nombres  entiers  ou  frac- 
tionnaires. 

On  pourra  bien  trouver  des  nombres  fractionnaires  dont 
la  puissance  sera  aussi  voisine  qu'on  voudra  du  nombre 
proposé;  mais  aucun  ne  pourra  le  produire  ainsi  exac- 
tement. 


70  SCIENCE   DBS   NOMBRES. 

Le  même  inconvénient  se  rencontre  dans  l'évaluation 
des  grandeurji  concrètes  en  nombres.  Celles  qui  ont  une 
commune  mesure  avec  l'unité  choisie,  peuvent  être  expri» 
mées  par  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  ;  celles  qui 
n'en  ont  pas  ne  peuvent  pas  l'être.  Dans  la  pratique,  il  est 
vrai ,  les  choses  se  passeront  toujours  comme  s'il  y  avait 
une  commune  mesure,  parce  que  les  subdivisions  de  l'unité 
deviendront  assez  petites  pour  que  le  reste  de  la  grandeui 
à  évaluer  soit  imperceptible.  Mais  quand  il  s'agit  de 
grandeurs  liées  par  des  relations  purement  théoriques 
on  peut  démontrer  qu'il  n'existe  pas  de  mesure  com- 
mune entre  elles ,  et  alors  l'évaluation  exacte  de  l'uni 
d'elles  est  reconnue  impossible  au  moyen  des  subdivi- 
sions de  l'autre  en  parties  égales.  Si,  par  exemple,  oc 
voulait  évaluer  la  diagonale  du  carré  dont  le  côté  es 
pris  pour  unité,  ou  ne  pourrait  le  faire  au  moyen  d'aucui 
nombre  entier  ou  fractionnaire,  parce  qu'on  démontre  qU'i 
n'y  a  pas  de  commune  mesure  entre  la  diagonale  et  le*  g6i< 
d'un  carré.  Et  si,  pour  échapper  h  cette  difficulté,  on  chan 
geait  l'unité,  il  serait  toujours  impossible  d'évaluer  avei 
une  même  unité  quelconque  la  diagonale  et  le  c6té.  Tl  fan 
donc  ou  donner  de  l'extension  à  l'idée  de  nombre,  ou  din 
qu'il  y  a  des  grandeurs  qui  peuvent  être  exprimées  en  nom 
bres  avec  une  certaine  unité,  et  ne  le  pourraient  avec  tin 
autfej  et  que  dans  une  même  question  on  peut  avoir  à  con 
sidérer  des  grandeurs  qui  ne  sont  pas  susceptibles  toute 
d'être  exactement  exprimées  en  nombre,  quelque  Unit 
qu'on  choisisse. 

73.  Et  nous  ferons  ici  une  remarque  applicable  k  toute 
les  questions  sur  les  nombres.  Elle  consisté  en- ce  que 
quelle  que  soit  la  nature  des  opérations  effectuées  en  vu 
de  déterminer  la  valeur  d'un  nombre,  si  ces  opérations  n 
s'arrêtent  jamais,  et  que  les  restes  à  évaluer  après  chactin 
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d'elles  soient  mesurés  avec  des  subdivisions  de  Tunitéqui 
décroissent  continuellement  et  puissent  devenir  moindre^ 
c|iie  toute  valeur  désignée,  la  recherche  de  ce  nombre  peut 
toujours  être  considérée  comme  identique  avec  celle  qui  aur 
-■*ait  pour  but  la  mesure  d'une  quantité  concrète  déterminée. 
£n  effet,  si  sur  une  ligne  droite  indéfinie  nous  portons 
à  partir  d'un  de  ses  points  un  nombre  entier  ou  fraction- 
':Aaire  d'unités  de  longueur  égal  au  résultat  de  la  première 
opération  numérique  ;  qu'à  la  suite  de  cette  longueur  on  en 
porte  une  autre,  mesurée  par  le  résultat  numérique  de  la 
i^^conde  opération,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  la  Ion» 
S^uenr  totale  à  partir  de  Torigine  fixe  ira  constamment  en 
«augmentant^  mais  on  peut  à  chaque  opération  assigner  un 
point  q.u  elle  ne  pourra  atteindre,  et  il  suffira  pour  cela  de 
lui  ajouter  une  des  subdivisions  de  l'unité  qui  se  rappor* 
tenta  cette  opération»  Or,  l'extrémité  de  la  longueur  va^ 
riable  5'avançant  toujours  dans  le  même  sens,  et  ne  pouvant 
cependant  jamais  aiteindre  des  points  fixes  assignables, 
tend  nécessai remeut,  vers  une  position  déterminée  qu  elle 
n'atteindra  jamais,  puisqu'elle  doit  toujours  être  en  mou- 
vement, mais  dont  elle  sera  éloignée  d'une  quantité  qui 
deviendra aurdessorus  de  toute  quantité  donnée.  La  distance 
<1#  L'origine  à.oe  point  limite  est  donc  une  quantité  déler- 
^3iM*liée,  dont  l'évaluation  au  moyen  de  l'unité  choisie  con^ 
duifait   identiquement   aux  mêmes  résultats  numériques 
«I2<2l3^sifs,que  les  opérations  purement  abstraites  auxquelles 
^0]]4uisait  la  question  proposée. 

Toutes  les  exceptions  et  anomalies  résultant  du  point  de 
vue  sous  lequel  nous  avons  jusqu'ici  envisagé  les  nombres, 
9Q  résumdnt  dpno  dans  ce  simple  énoncé  ; 

<C|. Lorsqu'une  quantité  concrète   d'espÀce  quelconque 

Varie  d'une  manière  continue,  elle  passe  par  une  infinité 

^  valeurs  qui  sont  exprimables  en  nombres,  et  par  une 

îa&nté  d'«i|tres  qui  ne  le  sont,  pas;  car  4ès  qu'il  y  en 
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a  une  non  exprimable,  toutes  ses  snbdirisions  en  parties 
ê'jkleSj  ainsi  qne  leurs  multiples,  seront  dans  le  même  cas.» 
Il  est  érident  qo'on  ne  pouTait  laisser  subsister  nnept" 
reille  anomalie  dans  la  science. 

7i.  Cest  [>oar  faire  disparaître  ces  exceptions  quon 
a  donné  une  noarelle  extension  à  Tidée  de  nombre;  on 
n'a  pas  voula  que  les  seules  grandeurs  ayant  une  injesore 
commune  avec  l'unité,  fussent  regardées  comme  expri- 
mables en  nombres  :  et  on  a  étendu  cette  dénomination  i  la 

ë 

manière  d'être  relative,  au  rapport  de  deux  grandeurs 
quelconques,  ayant  ou  n^ayant  pas  de  mesure  coimnupc;. 

Mais  il  ne  suffira  pas  que  Ton  convienne  de  dire  que 
deux  grandeurs  incommensurables  ont  entre  elles  un  rap- 
port que  Ton  désignera  sous  le  nom  de  nombre  incom- 
mensurahle;  il  faudra  définir  rigoureusement  Végalitéi» 
rapports  incommensurables. 

Observons  d* abord  qu^en  partageant  Tune  des  grandeurs 
en  parties  égales  suffisamment  petites,  et  les  portant  dans 
Vautre  autant  de  fois  que  possible,  le  reste  qui  sera  moiiidie 
que  Tune  des  parties  pourra  être  rendu  moindre  que  tonte 
grandeur  donnée;  de  sorte  qu'il  existera  un  rapport  com- 
raensurable  entre  Tune  quelconque  dles  deux  grandeors 
et  une  autre  qui  diflerera  aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  se- 
conde. 

Cela  posé ,  considérons  deux  grandeurs  incoranieYiso- 
rables  Tune  par  rapport  à  l'autre;  divisons  Puned'elleSf  paf 
exemple  la  plus  petite,  en  parties  égales,  et  portons-les  dans 
la  plus  grande  autant  de  fois  que  possible  :  il  y  aura  un 
reste  moindre  que  Tune  d'elles.  Concevons  que  le  nombre 
des  subdivisions  égales  de  la  plus  petite  aug;me^te  indéfi- 
niment; pour  chacune  de  ses  valeurs  le  reste  de  la,.pliu 
grande  diminuera,  et  deviendra  moindre  que  toute  grandeur 
donnée.  La  plus  grande  quantité  diminuée  de  ce  restis  avra 
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inclheéurê  commune  avec  la  petite*,  elle  aura  donc  avec  elle 
iTx  rapport  qui  sera  le  même  que  celui  des  nombres  de  fois 
libelles  Contiendront  celle  mesure  commune,  et  sera  par 
onsëquent  exprimable  par  une  fraction  à  termes  enliers. 
^Ti  aura  donc  ainsi  une  suite  indéfinie  de  rapports  ou  nom* 
r*és  commènsurahles  correspondant  à  la  plus  petite  des 
Btlx  grandeurs,  et  h  d'autres  qui  diffèrent  de  la  plus  grande, 
&  ^ùailtités  qui  peuvent  devenir  moindres  que  toute  gran- 
3iir  désignée. 

CdndevÔtis  d*une  autre  part  deux  autres  grandeurs  în- 
l'xJfîiiënsUrables  entre  elles  et  d'une  mâme  espèce  quel- 
>nqdb^  ^âi^tagéotis  la  plus  petite  dans  les  mêmes  nombi'^s 
s  parties  égales  que  nous  Tavons  fait  successivement  dans 
?  pi^endidr  cas,  et  pot'lons-les  de  même  dans  la  plua  grande  : 

eu  résultera  une  nouvelle  suite  de  rapports  commensu- 
adStés'j  et  sî'ceiix  qui  correspondent  de  part  et  d'autre  au 
lème  mode  de  division  de  la  plus  petite  sont  toujou|ii 
gati^^  quelque  loin  qu'on  pousse  cette  division,  on  ait  que 
es 'deux  'premières  grandeurs  incommensurables  ont  entre 
^eitiiêtfie  rapport  Ou  même  raison  que  les  deux  autres. 

■  '         i        *      *  ' 

78.  Celle  déflhîtioh  de  l'égalité  des  rapports .  incom- 
mètiisàr'ables  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  qui  se  trouve 
dans  lés  éléinehls  d'Euelîde. 

Mais,  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  radmettre,  il  est  nécessair{3 
de  déhib*n'ti;ér'  que  l'égalité  des  rapports  commensurable^ 
resjibctîfs  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les 
suWhîâïoris  déct'bissent  indéfiniment;  c'esl-à-dît'e  què^si 
celte  églàlité  a  lieu  pour  une  certaine  loi ,  elle  aura  Jieii  pouî* 
toiAé'âùire.' Cette  proposition,  qui  ne  se  trouve  pas  j^ans 
Euclîiféj'pëlit  être  démontrée  comme  il  suit. 
Sbîônt  A  et  Bdeux  grandeurs  incommensurables  d'une 
P^èi^éfeonquey  et  A',  B'  ileux  autres  grandeurs  incom- 
AswàSfës,  'sdit  dè'ïa  même  espèce  que  les  premières, 


es 
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8oit  de  toute  autre.  Âdineltons  que  si  l'on  subdivise  Aet  ^' 
en  un  même  nombre  de  parties  égales,  qui  croisse  indé&ni" 
ment  suivant  une  certaine  loi  déterminée,  on  trouve  cor^" 
stamment  le  môme  nombre  de  ces  parties  contenues  re^^' 
pectivcment  dans  B  et  B'  :  il  s'agît  de  démontrer  que  si  Va^'^ 
partage  A  et  A'  en  un  même  nombre  quelconque  m  de  pa^^* 
ties  égales,  non  renfermé  dans  la  loi  donnée,  il  se  trouver*"  "*** 
toujours  un  nombre  égal  de  ces  subdivisions  respective^^^ 
dans  B  et  B'. 

En  efl'et,  supposons  qu*il  y  ait  un  nombre  k  de  ces  par 
ties  de  A  dans  6,  et  un  nombre  différent^  par  exempl* 
plus  grand ,  des  parties  de  A^  dans  B'-,  alors  Al  +  i  partie 
de  la  première  espèce  surpasseront  B  d'une  certaine  quan 
tité  que  je  désignerai  par  E,  tandis  que  A  -f- 1  parties  de  I 
seconde  espèce  seront  encore  inférieures  à  B'.  Cela  pos< 
décomposons  A  en  parties  égales  moindres  que  E,  et  coro 
prises  dans  la  loi  donnée  5  décomposons  A'  en  un  nombi       e 
égal  de  parties  ;  d'après  l'hypothèse,  il  devra  s*en  trouver  r 
respectivement  le  même  nombre  dans  B  et  dans  B\  Mai^  '^Sl 
est  évident  qu'il  y  aura  moins  de  parties  plus  petites  quellK 
dans  B  que  dans  B-hE,  ou  dans  Â  •+-  i   des  subdivisionats 
en  question  *,  et  il  y  en  aura  évidemment  autant  dans  c^^s 
/f -f- 1  subdivisions  qu'il  y  aura  de  parties  correspondant^^s 
dans  les  A -h  i   subdivisions  correspondantes   de  B',   qi-^i 
donnent  cependant  une  somme  inférieure  à  B'.  Donc  il      7 
aurait  dans  B  un  nombre  moindre  de  parties  comprises  dair^vs 
la  loi  donnée,  qu'il  n'y  aurait  de  leurs  correspondanl^^s 
dans  B',  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Il  est  donc  impo  ^' 
sible  qu'en  partageant  A  et  A'  en  un  même  nombre  que'ï" 
conque  de  parties  égales,  ces  parties  ne  soient  pas  respectir  ^' 
ment  comprises  dans  B  et  B'  le  même  nombre  entier  de  foE  ^' 


76.  Quanta  la  définition  de  V  inégalité  des  rapports  f 
commensurables^  elle  sera  la  même  que  pour  le»  raippo:^^^ 
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ommensurablea.  Ou  dira  toujours  qu'un  rapport  est  plus 
vand  ou  plus  petit  qu'uu  autre,  lorsqu'il  est  celui  d'une 
iiantité  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  première  à  la 
éme  seconde  quantité.  Et  l'on  appellera  toujours  somme 
€8  rapports  de  plusieurs  quantités  quelconques  à  une 
nité  commune,  le  rapport  de  la  somme  des  quantités  à 
«tte  môme  unité. 

77.  C'est  celte  manière  générale  de  considérer  les  nom- 
res  qui  a  permis  à  Euclide  d'établir  des  théorèmes  géné- 
âux  dans  la  comparaison  des  surfaces  ou  des  solides.  Il 
'aurait  pas  pu  dire  que  deux  rectangles  de  môme  hauteur 
sont  toujours  dans  le  même  rapport  que  leurs  bases,  ni  que 
deux  parallélépipèdes  de  même  base  sont  dans  le  même 
l'apport  que  leurs  hauteurs,  et  tant  d'autres  propositions 
analogues  n'auraient  pu  être  énoncées  généralement,  s'il 
ïi 'avait  défini  préalablement,  non  les  rapports  mômes,  maïs 
l*i%alîlé  des  rapports  dans  tous  les  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter. 

Ce  n'est  pas  que,  pour  les  besoins  de  la  pratique,  il  y  ait 

l>eaucoup  d'intérêt  à  donner  ce  degré  de  généralité  aux 

théorèmes  relatifs  à  la  comparaison,  cl  par  conséquent  à 

la  mqsure,  des  grandeurs  5  car  on  peut  toujours  les  rendre 

commenshrables  en  les  augmentant  ou  les  diminuant  de 

<][itaQtité3  moindres  que  toute  grandeur  désignée.  Mais,  au 

poipt  de  vue  de  la  théorie  pure,  il  faudrait  dire  que  les 

propositions  ne  sont  pas  générales,  et  n'ont  de  sens  que 

quand  toutes  les  grandeurs  ont  une  mesure  commune. 

78.  Remarque,  —  Il  est  important  de  reconnaître  que, 

d'après  tontes  les  définitions  précédentes^  les  nombres  in- 

cotsmbnsurables  peuvent  être  considérés  comme  limites 

dénombres  commensurables  variables,  croissant  ou  dé- 

croisTOnt. 

(HAndérbns^  en  effet,  le  rapport  de  deux  grandeurs  qui 
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n'ont  pasi  de  commune  nieéure.  Partag^ns  la  ppentf)èl^  éi 
un  nombre'  îndéfinîirténl  troissà'At  de^'parties'-^gaI\Ëi6V'c 
poi^tohs-les  dans  la  seconde  dutànt<  dd  fois  ^^o'^oéëibk 
noiis  aurons  Une  quantité  combien sinrable  avecloi'^^mjfèr 
et  qui  sera  au-dessous  de  la  seconde  de  moins  qu'une  ^pai 
tie  ;  dé'  sorte  qu'eri  en  ajoutant'uhe  de  pIUB^onaora  lin 
nouvelle  quantité  dômmensurable  avecla  preiÉlière^'et'qt 
dépassera  la  seconde  de  morns  qu'unejpflfrtie  en  itère.  Cell 
dernière  étant  plus  petite  que  l'une  des  deux  quto^i^ 
cbmmenâurables  et  plus  grande  que  l'aultt^;,  son^  rii'pipdi 
avec  la  première  sera,  d'après  nos  déûnirions^,'  plus^igrâfi 
que  le  premiei*  rapport  commensurable '^t  pltts  {letil^qu 
lè  second.  Et  comme  ces  deux  rapports  ne  -diffèreiiit^^'ui 
de  l'autre  que  du  i*apport  d'une  subdivision  dè<kl  pr^evtfièr 
ligne  à  cette  ligne  même,  leur  différence  devieiièra  moltidn 
que  tout  nombre  donné  en  atxgmemtfnt  !ïuffisatiiDïéik€  { 
nombre  deâ  subdivisions,  et  il  eni»eradfe  méiiie&'phi&'forti 
raî^ôh  de  lîï  différence  qu'ils  ont  Tuh  et  Tauti^e  '  lEtvee  1< 
i'appo'rt Intermédiaire  de  la  sctionde  àJa  première.  X^o  ^r 
niék^'ést  donc  un  'nombre  fixe,  dont  dés  nombres  ^eommtitat 
durables  Vàrîàbles,  plus  petits  où  plus  grïlnds,  i'approbben 
de  matoîèi^e  que  la  différence  qu'ils"  otit  avec  lui  peuïnteve 
nir  et  reist'er  aù-desis(oùs  de  loiitè  grttndeur.  D6rtti,  d'^prè 
là  déGnîtîon  d€fs  Hniîtes,  on  a  le  dhî)ît  dé  dire  que  ^  '^  ' 

Tout  nombre  incommensurable  peut  être  cùnstdér 
c6ihmé  la  limité  d^ aYi  nombre'  commettsurablè  ^aritiblt: 
plies  petit  où  p lus  grand  que' lui,  -    - 


OES    OPÉRATIONS  SUR    LES    NOMBRES    INGOMMENSUkÀBLES. 

!• '         .    -  Il  .    :  •  I 

79.  Nous  avons  vu  que  tout  nombre  incommensnrab' 
pouvait  être  regardé  comme  provenantde  'la  mesure  d'uv 
quantité  concrète^  n6us  avons  défitii  Tégâlité  et  IméM 
litë,  ttiiièi  que Taddrtion*de$"noitibt*es  incommensurable 
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et  euQii.PQjus  avous  fait  voir  que  ces  Dombrc&  pouvaient 
ëtrçT«ig%ixlés  oommc  llmjtes  de  nombres  incommensurables 
Yarîablc}s«.iQccupon$-nous.  maintenant  des  règles  à  suivre 
piQiur:  etTiectuer  sur  ces  nombres  les  opérations  prccédemr 
mepto^aminé^  pour  les  nombres  commensurables. 
=  CoQsidérons  gén^raleoient  uuo  question  qui  conduise  h 
ttUQ^u  à  plusieurs  opérations  successives  suc  des  nond>^es,; 
quey  d^n^  I  .cette'  question,  ces  nombres  représentent  des 
gituod^i^rs/çoncrètes  ou  qu'ils  aient  une  origine  purement 
i^})^/^it9y  auquetl  cas  on  pourra  les  considérer  tous,  connus 
QuinoQAf us,.. comme  mesurant  des  grandeurs  concrètes 
àlfiQf^yl^èmfi  ^espèce  quelconque  :  et  que,  parmi  tous  ces 
Hotabre^^ili s'en  trouve  d'incommensurables.  On  rempla.- 
^^c^siiGes.d^rniers  par  des  nombres  commensurables  qui  en 
pûm*fQ|it  difféçer  aus^i  peu  q^'on  voudra,  et  on  exécutera 
It09ites,,le$  opérations   demandées  sur  ces  nombres,  tous 
<soaimeiQipUrAbles.  Le  rési^ltat  iinal  sera  un  nombre  reprii^- 
^ei^tapt  4a., quantité,  concrète  de  Tespèce  indiquée  par  la 
<|^«stiop,  ou  imaginée  arbitrairement*  Cette  quantité  con- 
cvètQ,  variera. avec  les  ,noiQbres,  substitués  4ux  incçi^ipen- 
Wrftbiesyr  et  tendra  vecf  une  certaine  liin^e  lorsque  ces 
nospjb^es,  tendront  yers,  Jesjeufs,  Or,  c'est,  Je  no.mbrq  qi^i 
cp^re^ondJT^it.à,  «cette  lii^ile  concrète  qu'on  appellera  le 
f^ésukat  i^çomme^si^mblc^  qu  cQuimensurable,  des  opérf- 
tîoi^s.en.que^tÎQfl. 

M  4ui.t  de  là  que  ^oulc^s  les  propositions  et  l'ègles.  ^éij^^.çn* 
trées  sur  les  nombres  commensurables,  subsisteront  pour 
les  nombres  incommensurables,  puisqu'on  commence  tou- 
jours par  les  remplacer  par  des  nombres  commensurables. 
Ainsi  le  produit  de  plusieurs  nombres  incommensural)les 
^rale  même  dans  quelque  ordre  qu'on  eUectue  4a  imilti- 
pliciaiion*,  car  cela  étant  vrai  pour  les  facteur&  commens.vi- 
raUeë  qu'on  leur i  substitue,  on  aura  des  produits  toujours 
h^^  qttdq[ue  près  qu'ils, soient. des  résultats  li^jtes.ivef- 
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pectîfs;  ces  derniers  sont  donc  aussî  égaux.  De  mèm 
peut  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes  incommi 
râbles  d'une  fraction  par  un  même  nombre  quelconque 
cbanger  sa  valeur;  car  si  on  remplace  ses  deux  tei^nic 
des  nombres  commensurables,  leur  quotient  sera  t 
celui  qu^on  aurait  en  les  multipliant  ou  les  divisant  p 
même  nombre  commensurable  quelconque;  ces  deux 
tients,  étant  toujours  égaux  quelque  près  que  led 
nombres  soient  de  leurs  limites,  auront  nécessairemji 
même  limite.  Le  quotient  des  deux  nombres  incom 
surables  ne  change  donc  pas  quand  on  les  multipli 
qu'on  les  divise  par  un  même  nombre  incommensut 

De  même  aussi,  le  rapport  de  deux  grandeurs  in 
mensurables  d'espèce  quelconque  est  égal  au  rappor 
deux  nombres  qui  expriment  leurs  rapports  à  une  t 
unité  quelconque. 

Il  serait  superflu  de  donner  d'autres  exemples  < 
proposition  générale  énoncée  ci-dessus;  et  nous  pou 
regarder  comme  applicables  à  tous  les  nombres  les  t 
rèmes  et  les  règles  démontrés  précédemment  sur  les  0 
bres  considérés  dans  leur  valeur  intrinsèque,  indépem 
ment  de  la  forme  de  leur  expression. 


CHAPITRE  VIII. 

A  QUOI  L'ON  CHERaiE  A  RAMENER  LA  SOLUTION  DE  TOUTES 

LES  QUESTIONS  SUR  LES  NOMBRES. 


80.  On  pfeut  regarder  comme  résolu  tout  problème  où  la 

d*6têirmm)Eitîon  des  nombres  inconnus  est  ramenée  à  citécu- 

^GMsur  deii  nombres  connus  des  additions,  soustractions, 

Multiplications^  dirisions  ou  extractions  de  racines  de  degré 

^Jlieleoiique  ;  car  on  a  des  procédés  certains  pour  effectuer  ces 

^Jïératiotis  sur  tous  les  nombres  entiers,  fractionnaii^s  ou 

^ïîcommensurables.  Aussi  est-ce  à  cela  qu'on  cherche  k  ra- 

^ïàenerla  solution  de  toutes  les  questions  qui  ont  pour  objet 

*^  détermination  d'un  ou  de  plusieurs  nombres  inconnus. 

Nous  vèlTons  plus  tard  qu'au  moyen  de  tables  numériques 

*ormées  avec  beaucoup  de  travail,  une  fois  pour  toutes,  on 

I>cai  regarder  comme  résolus  des  problèmes  où  les  nombres 

î'ribdtinu!!  iôntratnenés  h  dépendre  autrement  de  nombres 

^^tDtttïUs'.  Maïs  il  y  a  cet  inconvénient  tpi'on  ne  peut  ainsi 

tenir  que  des  valeurs  appiHïchéeii  des  inoonnues,  et  il 

ut  encore  ajouter  que  ces  tables  ont  été  formées  au  moyen 

is  opérations  que  nous  avons  rappelées.  Elles  peuvent 

^onc  être  regardées  comme  les  éléments  de  tous  les  cal- 

^xils,  et  demandent  par  conséquent  à  être  établies  pour  tous 

»<?s  nombres  avec  la  rigueur  que  nous  y  avons  mise  5  seule- 

ixientil  faut  avoir  grand  soin  de  n'introduire  une  difficulté 

I      nouvelle  que  lorsque  tout  ce  qui  précède  est  parfaitement 

I      compris,  et,  par  exemple^  attendre,  pour  parler  des  nom- 

K      î>res  incommensurables  et  des  règles  à  suivre  pour  les  cal- 

m      culer,  que  des  questions  amenées  par  le  progrès  naturel 

m      de  renseignement  en  aient  montré  la  nécessité. 


j-  •      ■  1         ■  '        ■  >  ■  ■         ■  .  ■  ■  «    •  ' 
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.  81^.  Avant  de  nous  occuper  de  rechercheç  pldsgëàérk 
nous  al  tous  montrer  par  quelques  exemples  très-sim] 
que  la  méthode  analytique,  telle  que  nous  ràvbns  dét 
danslapreitfîéré^^Pftrtîe  de  cet  tmvrage,  ^t  toojbàrs  o 
qui  se  présente  natui*è)lemetit,  et  la  seule  qui  p^iisse  o 
duire  sans  tâtonnement  à  la  solution  des  questions. 

«U      *       •  \  î"*     '  •  i  ■ 

82.  Problème  I.  — Quel  nombi'e  faudt\ùt'il  ajoutt 
chacun  des  termes  de  la  fraction  ■=  pour  en  p&lQAiV  -i 

4'\\  O»  ne  pourrait  raisonnablement  espérer  résoudrez 
question  en  essayant  successivement  Taddition  ^de  noml 
ooi^nus  aux  deux  «termes  a  et  5;  car  si  le  nombre  incox 
nexloitpas  être  entier,  on  ne  saurait  quel  dénominai 
choisit  pour  lés  fractions  è  essayer.  Le  tàtonnemei:it,'qtit 
tbtijotirs  un  moyen  désespéré,  ne  pourrait  donc  mèm^ 
'èti^,  tenté.  Mais  l'analyse  donne  une  solution  extrèmetn< 
facile.  ...■.,...    /..,:-..  ...-,. 

En  effet,  puisque  les  termes  2  et  5  augmentés  de  riDC< 

nue  dtorment  une  fraction  égale  à  -^î  sî,  pout»  rendît 

comparaison  plus  facile,  on  réduit  ces  deux  fractioii^ 
même  dénominateur,  leurs  numérateurs  seront  égaux; 
réciproquementj  6*ils  le  sont,  les  fractions  sont  égales, 
comme  la  règle  pour  cette  réduction  est  générale,  elle  s's 
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plicjoera  au  cas  actuel  où  Tiiiconnue  qui  entre  dans  les 
termes  de  la  premier^  pc^u^ê^rc  pas  un  nombre  entier. 
La  question  proposée  eài dbnc  i^aitienée  à  celle-ci  : 

pliant  la  somme  partZi^^on-  ait  hm^^^me  résultat  quen 

ajoutant  ce  nombre  à  5,  et  multipliant  la  somme  par  g  : 

car  ce  seront  là  les  deux  numérateurs  après  la  réduction. 

Le  nombre  qui  résoudra  cette  question  sera  précisément 

cçlui  qu'on  chercbe.  ,  , . 

,  i^Cette  nouvelle  condition  peut  s'cnoucer  comme  il  suit. 

ç]i«exécjutant  les  multiplications  : 

il!     r.\i*knA.^  plus  iS.fois  rinconnue  dDit -être  égal  à. 

iin    ,  gififi^^ô.  p^us    9  fois  riaconaue,  , 

ou 

26  plus  i3  fois  rinconnue  doit  être  égal  à 

•  *  ht*  :T        4^  plus-    9  fois  rinconnue; 

^irJoiprAqueinent. 

Or,  si  l'on  retranche  de  ces  deux  quantités  ce  qu'elles  ont 
de  commun,  c'est-à-dire  26,  et  9  fois  l'inconnue,  lès  restes 
de?ronfc'«tre  égaux;  et  réciproquement,  s'ils  le  sont,  les 
'dcéx  quantités  'ptvëcëdentes  le  seront*  Donc  la  seconde  ques- 
'Uoa;cA  nutnenée.  à  cette  troisième,  qui  «ura.  identique- 
^Matiles  mébiësaolu  lions  que  la  seconde  et  la  première  : 

*  D^erminen  unt  nonibre  qui  répété  ^Jois  produise  19* 

•  <Nj(Mi$f4on)ni^s  donc  parvenus  à  une  question  que  nous 
pouvonè  /résoudre^  puisqu'elle  demunde  seulement  qu'on 

trouve  le  quotient  de  la  division  de  19  par  4?  lequel  est  ~9- 
Lq  i^ombre  qui  résout  la  question  proposée  est  donc  -^9 


'       /,!  .     .  >2 


'  <f ; 


'i 


sera  jégal  à    -^> 


^  6 
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ce  quMl  est  facile  d'ailleurs  de  vërifier;  et  cette  Ttérffiôa 
ne  serait  autre  chose  que  la  démonstration  synthëtiqtii 
la  solution.  Mais  on  voit  que  la  marche  synthétique,' 
peut  bien  prouver  qu'on  a  découvert  la  solution, 'est 
propre  à  la  faire  découvrir.  ■  ''' 

La  marche  que  nous  avons  suivie  est  analytique,  pvAi 
nous  avons  ramené  le  problème  à  un  autre,  et  celui-ci' i 
troisième  que  nous  avons  pu  résoudre;  mais  oett^ianra 
n'est  pas  une  décomposition  de  la  chose  à  connaiuc 
parties,  que  l'on  chercherait  séparément  pour  en'formf! 
tout  qui  était  à  trouver.  Ce  n'est  donc  pas  PaïkalyBe 
Condillac. 


i   " 


83.  Problème  IL  —  Un  père  laisse  un  heritag/^ 
loo  ooo  francs  qui  de^^ra  être  partagé  de  la  manière  i 
vfante  entre  ses  trois  enfants  :  la  part  du  second  disi^r^/ 
égale  au  double  de  celle  du  premier,  mçif}^  20  000  frai 
et  la  part  du  troisième  de\fra  être  la  moitié  de  'a 
du  second  plus  ii>  oqq  francs»  Quelles  seront  ççs  f 
parts? 

Il  si^ffit  de  eoniiuiltre  la  première  f^vt  pour  e^  4édi 
lef  deuiç  au^rea,  d'après  l?s  conditions  qui  les  Ue^t,  Q 
détero^^atiQYi  de  ç^tte  inconnue  se  ramène  facilement 
résolution  d^ne  au^re  question  très-simple. 

En  eff(^ ,  )a  seconde  part  étant  deux  {ç^\s  Tinco^i: 
moivs  ao  oobj  et  U  troisième  la  moitié  de  ççl^^  ou  \pàe 
l'inconnue  moins  10  000,  à  laquelle  moitié  on  ajou 
foooo,  ce  qui  fera  une  fois  l'inconnue,  il  s'ensuit  qUÈ 
trois  paris  foc(A^<M;it  4  fois  rincconm^e  moii^  dopoo 
cette  somme  devra  être  égale  à  100  000  francs. 

L'inconnue  devra  donc  satisfaire  à  celte  autre  questii 

Trouifer  un  nombre  tel  y  qxien  le  répétant  quatre  j 
puis  retranchant  ao  000,  on  obtienne  100  000.  ' 

Et  il  y  a  réciprocité  entre  les  deiix  questîbufe,  ptili» 
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4  fois  rinconnue  moins  20  000  est  la  somme  de  trois  nom- 
bres déduits  du  premier  comme  les  parts  doivent  se  dé- 
duire de  la  première;  il  suffira  donc  que  rinconnpe  satis- 
fasse à  la  condition  que  cette  somme  soit  100  000,  pour 
qu^elle  satisfasse  à  la  question  proposée. 

Or,  si  4  fois  l'inconnue  moins  20  000  est  égal  à  100  000, 
4  fois  l'inconnue  sera  égal  à  120000,  et  réciproquement. 
L'inconnue  sera  donc  le  quart  de  1 20  000,  ou  3o  000,  et  ré- 
ciproquement. La  première  part  sera  donc  3o  000  francs, 
et  par  suite  la  seconde  sera  40  000  francs  et  la  troisième 
3o  000  francs. 

La  marche  analytique  a  consisté  ici  à  déduire  de  la  ques- 
tion proposée  plusieurs  autres  questions  successives,  satis- 
faites si  la  première  Tétait,  et  réciproquement. 

84.  Voici  un  problème  un  peu  moins  simple,  que  nous 
empruntons  à  l'Algèbre  d'Euler  : 

PaoBLÈME  IIL  -^  Une  paysanne  a  apporté  au  mar- 
ché un  certain  nombre  d'œufs.  Elle  en  vend  à  une  pre- 
fnière  personne  /a  moitié  de  ce  quelle  «,  plus  un  demi- 
(Suf'y  à  une  seconde  y  la  moitié  de  ce  gui  lui  en  reste,  plus 
un  demi^œuf^  à  une  troisième,  la  moitié  du  nouveau  reste, 
plus  un  demi^œuf^  enfin  à  une  quatrième,  la  moitié  de  ce 
(jui  en  reste  encore,  plus  un  demi-œuf»  ylprès  cette  iler- 
nière  vente  il  ne  lui  en  reste  plus;  combien  eu  a^ait-elle 
f^f  porté? 

U  est  d'abord  facile  de  reconnaître  à  quelle  question  on 
peat  ramener  la  proposée.  En  efl'et,  si  on  part  du  nombre 
d'œufs  inconnu,  et  qu'on  en  déduise  le  reste  après  la  pre- 
mière Tente;  qu'on  déduise  de  celui-ci  le  reste  après  la  se- 
^tuie,  e|  ainsi  de  suite  jusqu'au  reste  de  la  dernière  vente, 
"  faudra  qu'il  soit  uul  :  et  réciproquement,  s'il  Test-,  le 
^'^^^re  d'œufs  qui  le  rendra  tel  satisfera  aux  conditions 

6. 
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données.  \j  e&t  donc  a  cette  nouvelle  (jinçstiou  que  Ja  prer 
mière  est  famenée.  ;  ■  -     .   - 

'  "■  *  ■■■'•Liljl.t 

Or  rien  n'est  plus  facile  que  d'exprimer  ce  qui  reste 


âpres" cUkfciihè^  des  veïite».  EH'  èflfet,  elle  Tend  ;d'ébo£d  la 
.,niQitié4^.uombi:ç  inconnu  plus, t  œuf;  il  resté  âon^'ab'iffc 

t 

cela  la  nioîlié  du  nombre  inconnu  liiôins -'ofeirf!■A!'M['^re- 
eodâe'Yènteyielle  doime'd'i^rd  lajAomé.,(jl^.',ç^_)[;fp^Çp^f]li^8 
ericore  -  ceût  V  îl  reste  dôiic' la* 'inôîtîëclè  4fe*  iiiél|tefWé», 

moins  -  ûéufj'otiy  ne  rincoimu^, 'm<Ans  ^id^cevfij  onQiflffr 
œut:  après  la  troisième  il,  resterai  encore  unipitie  ae  ce 
.reste  moins  -  œuf;  ou  3  de  l'inconnue,  moins  3  d^œuf  •  moins 

•        ■      '4  i.  J  ■'.  J.     !:n;  jjM    .On 

'^'d'oeuf,' îihâiii^ -  6^lP. Le  rëst^suivàrutiseràeiu{oi»i«iioQitié 


i.        /•  I     ,     1,.  .'      I 


'd^  'dèlUi-rï ,  tiloiiisf^^  oeuf 3  ou-^  «Le  IMncbiuiiiUC^,  Quvi^,,r7 

=d*oe?tif^  tnoiiiBi,7T  id'œufy  imoins.^UiQBMf,  .inpjw^.g-;  jÇe^^;^ ej|ce 

reste  (iqiï  kîe  égal  a  îéto  si  Y6ii'dcfùné-kVinc6nn\iefh^' 
leur  cherchée.  •■.>..'..    'hl,-  .  ..1.  mI.oiÎJ'wh  i.I 


La  question  revient  donc  à  la  suivàftit^,'àV6<!  ticvffÊ[jààjé'» 
,1.  ^;//'û<i^'a/'(//^  nombre  tçl:  que  sa  seizieffte'pafTre  mmnuee 

rdç,r^,7:de  ^-t  de  -j  et.de  -  donne  pour  reste  zéro. 

Et  celle-ci  revient  évidemment  à  cette  autre  : 
""T/teP  ùH'^^W^hhéy^doftl   lenseibièihé  .^çfU,  S^àM 

,     1      !      I    .       I  i5 

2'*4  ^.     1^^' '■    16'''-' - '.iil(j- .rif..  |.  -  <„îoffi 
Or  celte  dernière  question  se  résout  immédiatement) 

'■^puYsqileTe  àomfci'è  dtfWt^^le'^iiièÀife'fest  teiseittèïiw&^î) 

n'est  autre  que  i5. 
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La  paysanne  avait  dôrîc'â'ppirte  ^1*5  œufs  au  marctié. 
ïî^ât  ce  qïMii^'i>ê^îfifei'i'f^«téhi^dt{  étende  Vérification  iwfcr 
rait  1^  démonstration  synthétique  de  ]»doltition.i<'  >       ^fn 

f'  8*v<iNtei^e?méih6d<?i'im^lyMq!^i^ir,ecQpn^f.,^flpprj^^ 
eBW¥ff?  P^H^  avons  procédé  par  déduction  avec  la  démons- 
iration  de  WciproatéV  MaisUii''iiè''diumj'^d^^ 

parties  plus  faciles  à  connaître,  pour  en  former' enlèWiteïa 
'^ftiUsfe'ëlîë-Wê'îit'eV'NVî^tis^'lawk  femplDj^é  -dVtre.déo^ittpo- 
,fU,kW«,peUej^f  Ja  KfiRt^,)  ifillsjcju'^ne  fta^lj^ndiquée^ 

la  question,  mais  non  celle  de  la  quantité  inconnue*,  et 

de  icette  inconnue  pour  la  recomposeï'  en  les  réunissant, 

CD.  Un  aurait  bien  pu  donner  unis  solution* dans  laquelle 
>4k>tturkicickeiFQhérIi&ipt(96siiQ^n(d^^  d^,ffçi%rf|L^^P^ar|t^ies  dans 
j lesquelles  on  aurait  partagé  l'inconnue;  mais  ce  n'auri»it 

somme  :  e^  même  on  ne  1  aurait  pas  pu.  Ce  n*eàt  été  qu'un 


A  la  première  vente  la  niarchanae  donné  la  TnOnie  de 

.0-^5.  u\V^^  WiOV^  ^SU^M^^  -  x^^.^^J.  c^W^  ^)\vc.^.ixi>. 

1  inconnue  plus  -  œuf,  et  il  en  reste  la  i^oitié  ^e  l  inçprnme 


3/fpé'.rjf(( 
.Cl  9irp  'jfJuB  Jco.fr 


86  SCIENCE   ÊES    KOXBKES. 

^derinconnue,  moins  tt d'oeuf,  moins -rd' œuf,  plus-  œuf 
et  il  reste  rr  de  l'inconnue,  moins  3  d'œuf,  moins  7  d'œuf 

a 

I  1' 

moins  -  œuf.  A  la  quatrième  vente  elle  donne  donc  -g  d' 

l'inconnue,  moins  -rr  d'œuf,  moins  ^d* œuf,  moins  y  d'œuf 

xb  »  4    . 

pi  US! -œuf. 

Or,  tout  ce  qu'elle  a  donné  à  ces  quatre  ventes  consti 
tue  le  nombre  total  des  œufs  qu'elle  a  apportes,  pnisqui 
ne  reste  plus  rien  après.  D'où  résulte  cette  conséquence  : 

L'inconnue  est  égale  à  la  somme  des  quantités  donnée 

aux  quatre  ventes,  ou  à  la  moitié  de  Tinooiinue  plus  -œiiii 

plus  j  de  l'inconnue,  moins  j  d'œuf,  plus  -^  œuf, •  plus  7c-d< 

I  I  '     I 

l'inconnue,  moins  ^  d'œuf,  moins  7  d'œuf,  plus  -  œuf,  plu 

enfin  -^  de  l'inconnue,  moins  -7; d'œuf,  moins  ^d'œiif 
10  '  16  '  8  '      -^ 

moins  -7  d'œuf,  plus-  œuf. 
4  *        2 

En  opérant  les  additions  et  soustractions,  on  aura  l'ex 

pression  suivante  de  la  même  proposition  :  '  . 

,  i5         .  i5    » 

L'inconnue  est  égale  aux  -^  de  l'inconnue,  plus  -tt  d'oeuf 

10  *        10  , 

Le, nombre  qui  satisfait  à  la  question  proposée  doit  don< 
satisfaire  à  cette  condition  :  et  réciproquement,  tout  nom* 
brequi  y  satisferait  conviendrait  à  la  question,  puisqu'ei 
partant  de  ce  nombre  et  faisant  les  ventes  indiquées  par  I 
question  on  épuiserait  exactement  ce  nombre. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  celui-ci  : 

Trouver  un  nomhre  éeal  à  ses  -r:  plus  -7;  tï unité. 

^  10  '^       10 
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Or,  de  cette  condition  résulte  que  -v^du  nombre  est  égal 

à  -jz  d'unité,  ou  à  -^  de  1 5.  Ce  nombre  est  donc  i5» 

On  voit  donc  que  les  quatre  parties  dans  lesquelles  nous 
avons  décomposé  le  nombre  cherché  ont  servi  h  ramener 
la  question  proposée  h  une  autre ,  mais  qu'elles  n'ont  point 
®te  déterminées  elles-mêmes,  et  que  ce  n'est  pas  en  ajoutant 
ieurs  valeurs  que  Ton  est  parvenu  à  connaître  celle  de'leur 
^^mme  ou  du  nombre  cherché. 

87.  Dans  ces  solutions  nous  sommes  parti  du  nombre 
cherché,  et  noiis  en  avons  déduit  des  conséquences  qui 
^OUs  ont  conduit  à  une  autre  question  dont  ce  nombre  de-*- 
^^it  être  une  solution;  et  nous  avons  démontré  la  réci- 
proque. Nous  avons  trouvé  la  solution  de  cette  seconde 
*ÏU<Bstîon,  et  nous  avons  eu  ainsi  celle  de  la  proposée. 

Mais  au  lieu  de  déduire  de  la  proposée  des  questions 
auxquelles  l'inconnue  doit  satisfaire,  on  aurait  pu  la  re- 
^uire  à  une  suite  d'autres,  juscju'à  ce  qu'on  en  rencontrât 
^He  dont  la  solution  fût  connue.  Ce  sont  là  les  deux  ma- 
nières de  procéder  de  Fanalyse,  comme  nous  l'avons  montré 
^ans  la  première  Partie.  On  choisît  celle  qui  se  présente  le 
plus  naturellement,  et  c'est  souvent  la  marche  par  déduc- 
tion qui  est  dans  ce  cas.  Et  il  peut  arriver  que  la  question 
^  •} «quel le  est  ramenée  la  proposée  en  soit  tellement  voi* 
sirie,  et  qu'elles  se  déduisent  si  facilement  l'une  de  l'autre, 
Sf^*wi  he  puisse  réellement  savoir  si  on  y  est  arrivé  par  dé- 
^^€tion  ou  réduction,  et  de  laquelle  des  deux  manières  il 
^st  le  plus:  nalutel  de  la  présenter. 

88.  Pour  appliquer  la  méthode  de  réduction  à  la  ques- 
tion actuelle,  nous  partirons  du  résultat  final,  c'est-à-dire 

du  dernier  restç  qui  dqit  être  nul,  et  nous  chercherons  ce 
^ue  doit  être  lé  ^précédent  pour  qu'il  conduise  à  celuiKsi. 
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Dans  ce  cas  encore  nous  avons  déduit  des  conditions  ê 
la  question  celles  d'une  autre  question  plus  simple  donti 
solution  entraînait  réciproquement  celle  de  la  première. 

90.  Observation,  —  Si  nous  n'avions  pas  d'autre  lïUi 
que  de  résoudre  quelques  problèmes  faciles,  nous  n'aurioni 
pas  donné  tant  de  développement  à  leurs  solutions.  Mail 
nous  voulions  faire  bien  reconnaître  sur  ces  exemple 
simples  l'emploi  des.  méthodes  générales  exposées  dan«  Ji 
première  Partie,  et  nous  ne  voulions  pas  en  détourne 
l'attention  par  une  trop  grande  difficulté  à  suivre  lea  r^j 
sonnements»  i. 

Dans  la  plupart  de  ces  solutions  nous  sommes  parti  df 
conditions  qui  devaient  être  satisfaites  pour  que  la  questiôi 
proposée  fût  résolue,  et  en  admettant  qu  elles  le  fusatetu 
nous  en  avons  déduit  d'autres  qui  devaient  aussi  l'Mre,v€ 
conduisaient  à  une  nouvelle  question  qui  devait  être  résolu 
si  la  première  l'était,  et  réciproquement.  -  : 

Nous  avons  aussi  donné  des  exemples  de  solution  par  rc 
duction/ c'est-à-dire  en  cherchant  une  question  dont  lé 
conditions  entraînaient  comme  conséquences  celles  de,] 
proposée,  et  démontrant  la  réciprocité.  De  ces  deux  itia 
nières  de  procéder  de  l'analyse,  la  première  est  plus  sot 
vent  employée  peut-être,  parce  qu'il  est  plus  facile  de  tire 
des  conséquences  de  rapports  admis,  que  de  reconnaître  d 
quels  rapports  ils  seraient  eux-mêmes  les  conséquences 
Mais'il  n'y  a  pas  de  règle  générale  à  cet  égard ^  on  prendr 
celle  des  deux  marches  qui  se  présentera  le  plus  nature" 
lement  :  on  pourra  les  employer  alternàtivetnent  dans  1 
même  question.  L'important  est  de  bien  s'assurer  de  I 
réciprocité. 


CHAPITRE  X. 

[GNES  PROPMS  A  SIMPLIFIER  LE  LANGAGE  ET  L'ÉCRITURE. 


61.  Oani  la  résolution  des  problèmes  précédents,  nous 
rons  employé  le  langage  et  l'écriture  ordinaires,  et  Ton  a 
I  remarquer  l'embarras  et  les  longueurs  qui  en  résul- 
ient.  C^est  ainsi  que  faisaient  les  anciens,  du  moins  dans 

ptablidàtibn  de  leurs  découvertes',  car  il  est  vraisemblable 
ï' ils  avaient  pour  eux-mêmes  unef  écriture  plue  côm- 
ode. 

Dorénavant,  nous  désignerons  de  la  manière  suivante  les 
Verses  opérations  sur  les  nombres  : 

Le  signe  -f-  placé  entre  deux  nombres  indiquera  qu'ils 
rfvent  êti'e  ajoutés^  le  signe  —  qu'ils  doivent  être  retran- 
^ës.  La  multiplication  s'exprimera  par  le  signe  X  ou  plus 
mplement  par  un  point  interposé  entre  les  denx  facteurs. 

*  division  continuera  à  s'exprimer  par  une  barre  placée 

atre  les  deux  termes  mis  l'un  au-dessus  de  l'autre,  ou  par 

^ux  points  placés  entre  ces  termes,  placés  alors  sur  la 

*ôme  ligne.  Ainsi  le  quotient  de  5  par  i3  s'écrira  de  cette 

.5 
tanière,  —55  ou  de  cette  autre,  5  :  i3.  La  puissance  de  degré 

[U.elc;onque  d'un  nombre  s'exprimera  en  écrivant  le  nom- 
^ï*e  qui  marque  ce  degré,  à  la  droite  et  un  peu  au-dessus  du 
^opabre  en  question  ;  ainsi  la  cinquième  puissance  de  3  s  e- 

-ï^ira  de  cette  manière,  3  .  La  racine  de  degré  quelconque 

*  exprimera  par  ce  signe  s/  5  on  mettra  au  dedans  le  nombre 
'*ont  il  faut  l'extraire,  et  dans  l'angle  le  degré. 

Ainsi  k  racine  cinquième  de  ii3  s'écrira  V^S . 
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Pôtir  exprimer  que  dea^  quantités  «but  ë^atles^K^tt  miitra 

entre '-elles  Ite  s'igûe  =.  m-  '    "•''  -y    »'■  '^Hi^O'' ul 

"Pour  !eij)rir»er  rïn^aliilB,'6tt^i8te  *Bérl  'dtt'fiîgii0*>>j^»lh 

tournant  l'ouverture^du  côto  <Jè  la  plufe  gffmdigl'  -H  »  »  •>  j*j" 

Ainsi  on  écrira,  par  exemple, 

2  +  3  =  5,    8>5,    4<9-  ijo 

Enfin  nous  désîgû'erons  lies* nombres  inconnus  par  de 
simples  lettres,  au  lieu  des  dénominations  entjiiejéeiocl- 
dessus. 


••  .  » 


92.  Reprenons  avec  ces  signes  les  calculs  précédents. 
Dans  le  premier  prdblèni^  désignons  par  x  le  nombre  à 

ajouter  auxdcFuictQriK^aide^ravla  €^4idiùiii^^,94NÛ9^W^  ^^ 
primera  par  l'égalité  ou  équation  suivante, 

'■     '■      ".■«!    ^"'       .  »-'  Lj  j-    ..  .;t  ■tîJt,    i»     -)frî'>i>rr.- 1    ■  j    ;:rf';(f     .|l' 

Réduisant  au  même  dénominateur,  les  numérateurs  de- 
vront êlre  égaux  ^  et  réciproquement.  Il  en  résulte 

26  +  1 3^  =  45  r^- Qf«  .  I 

De  ces  deux  quantités  égajes,  ai  on  ôte  ce  qui  leur  est  com- 
mun, il  en  résultera  deiix  quantités  égales^  d'où  Téquation 

^X  =^  ÏÛ,    .  ,      .  ,,  , 

..  .IIL»..    -•■.I     ;■'  .    ^■.. >!,... ri    ...  'C'MiIu.li  Jrol)  yll-  JiiOb 

et,  par  suite, 

—  f 

comme  nous  l'avions  liwv^.       j^ 

93.  Dans  le  second  problème,  si  x  désigtloiluM^I-^^ 
premier  enfant,  la  part  dii  second  sera  ax  — 20000,  ^îl 
celle  du  troisième,  jî  -^  10  000  4-  lo  000  ou  simplement  X« 


r/iîQn>  *^)aî;^vl)ien.le.iiQBnbïe  chercMj.ilçnjrésulteïîa^que 
la  somme  de  ces  trois  expressions  sera  égale  â|iqo:Oop),ejt 
r^ci^roqu^lnent*  h^k  -solutipn  de  la  questipu  eU  4qiic  raçne- 
née  à  celle  qufiJKprim^<réquiuiQn  suivaiUe^ .  /  ! 

.  '   j " ■■  •.  '  ' •■•  ■       '•"',( 

.r  H-  2  a:  —  20  000  -h  ^  =  1 00  000 , 

OU  •■'         '        « 

)[j    'Ji.({       jJ   !iJ. •>;•.;    4'^:rfr»0.O00!=.lO9,O0pi    : ..       •,..        ;   ',.     ; 

4^?  =  120000 

et .  .      I  •      .         •  I 

iîmlîfiri.  -,!  •'     ;•■.     r-.-  ,,:;-"^"=^-3o.pQp...,    .•    .....^      • 


'.  î  '  '  ,•   I  > 


ttes  dèiikir  Wttris^ïpàrts'soht  idonc  40  000  et  3b  ooo. 


't.  '.'» 


»  I  • 


94.  Dans  le  troisième  problème,  représentons  par  X  le 
nombre  des  œufs  quQ  là  pajrsàune  a  apportés  au  marché. 
Elle  donne  à  sa  première  vente 


I  I  " 

•  •  I  I  I  I  -    ;   I      :l'..     }      .         :     ,  !  •    "^    "TP»  -T*  > 

2     •      2 


I. 


et  du  nombre  total  x  il  restera 

oijcrr}«*i'(  in)  !)  ;  '•il»-;;;'..!  •"vuiî'^-  î^'^?'  «î       ..'!  .;'.  • 


:  «       î  •'    .  I  ■  :  ■  1 1  i 


dont  elle  doit  donner  la'iiioiti^  fet  encore  -  œuf. 
Elle  donne  donc  à  la  SjE;<îonde  vente 

a:         I  I 

hei-fli^JuÂIroç^ei^/^î)  -j-.  r^  ,  >in''.I';MM|  i>i'- ■,-  '»!  -.rr.O     Tî» 
i  .00000 -— '<.ç    ni*)r.   !)JHJ?)'j^    .i-}^ilri|    •.:!    ,iiri.în'>   l'jIrn'^Kj 
X  jnoniolqinrô  jjoooooi4-  oo^oi*-  >  f-MOï^r^ioi]  iM>  r»lii  » 
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il^ni  elle  donnera  pour  la  troisième  yenite  la  moii 
-  œuf,  c'est-à-dire 


8      8      4"^^' 


et  il  lui  restera  par  suite 


^       1        I       I 


Enfin,  en  en  vendant  la  moitié,  plus  -  œuf,  ou 


:!?  I  I  I  I 

T6""T5~8""4'^2* 


il  lui  en  restera 

iti 

I        I 
76  ""8 

I 

~4 

I 


qui  doit  se  réduire  à  zéro  d'après  l'énoncé  5  ce  qui  rai 
la  question  à  trouver  le  nombre  qui  satisfait  à  Téquàti 


ac         i         111  

76""T6""8~4"~2~^' 


ou,  en  réduisant  tous  les  termes  au  mémedénominatei 

a: —  I  —  2  — 4  —  8 


o. 


16 

Le  numérateur  devra  donc  être  nul,  ce  qui  donne 

x  —  iS  =  o    ou    X  =  \5, 

95.  Enfin,  si  dans  le  quatrième  problème  on  dé 
par  :c  l'âge  de  la  sœur  à  la  première  époque,  son  àgc  a 
sera  'ix'^  celui  du  frère,  à  la  première  époque,  sera 

-          Sx  qx 

ôx  -\ ou     ^^— • 


2  2 


CHABITRB  X.  g5 

[1  aura  doue  aujourd'hui 

h  2  A'      OU      ; 

2  2 

t  comme  la  somme  des  deux  âges  actuels  e$t  38,  ou  aura, 
3»miue  conséquence  de  la  questiop»  réqu^^tipi;! 

2 

il  y  aiiv*  réciprocité.  Ou  ei^  déduit 

19^  _ 


aii 


,    =38, 


2      ^ 


ea  deux  âges  sont  donc  aujourd'hui  12  et  26,  comme  nous 
avions  trouvé* 

96.  La  supériorité  de  cette  notation  sur  Técriture  ordi- 
naire ressort  bien  évidemment  de  la  comparaison  de  ces 
ierniers  calculs  avec  les  premiers^  et  Tavantage  serait  bien 
Jus  grand  encore  si  les  expressions  étaient  plus  compli* 
uées.  Les  commençants  ne  le  sentent  pas  assez,  parce 
u*on  leur  donne  trop  tôt  les  procédés  de  simplification 
ont  ils  n'ont  pas  reconnu  l'indispensable  uécessité,  11  faut 
îur  faire  résoudre  péniblement  des  questions  à  leur  portée, 
t  leur  faire  désirer  et  pressentir  les  moyens  de  simplifica- 
on.  Et  lorsqu'ils  seront  assez  avancés  pour  suivre  ladec- 
ire  des  énoncés  de  certaines  propositions  d'Archimède,  il 
;ra  bon  de  leur  montrer  qu'un  énoncé  exprimé. par  une 
emi-page  en  langage  ordinaire,  peut  l'être  par  une  seule 
gnc,  ou  deux  au  plus,  en  se  servant  de  nos  notations.  Si 
énoncé  est  déjà  si  difficile  à  suivre,  qu'arrivé  à  la  fin  on  a 


oublié  le  commencement,  et  qu'il  faudrait  le  relire  un 
grand  nombre  de  fois  pour  le  retenir  5  qu'on  juge  de  la  dif- 
ficulté de  comprendre  tous  les  détails  de  la  solution,  et 
d'en  retenir  la  liaisoil  ^ui'feèè  ii'nWcesfeaire  pour  l'intelli- 
gence Hep  ^^e^Jjijf  p^aiflp  51 9«^j/I,jin.  1  >/.:\{0V:  <:[n 
Nous  le  répétons,  il  ne^  fa ut^PlNf. faire  connaître  trop  tôt 

les  moyens  perfectionnés  que  les  hommes  ont  mis  des  siècles 

à  découvrir  5  en  toutes  choses  le  passé  donne  des  enseigne 

ments  indispensables,  sans  lesquels  on  ne  comprend  pas  h 


présent.  Et  il  ne  faut  pas  croire  que  l'enseignement  ^ri 
rétki^dé'^t^  cela  ïdli^ùAVi^s^ppWéntesr  OU  a' toujours  gâgui^^ 
qilàWd  où  il  aj)^^^'  â  'ttiiétlx  comprenSre^ceque  fpii  tail;.e 


qoàWd  oh  dôtitïàn  'Uëa  ték  ^/aîsi'ii.  Ses  'ihom;"<Jil*'ékï ^^ 
apte  'à  ert  Ulétotfvrîr' de  'tiiJuvèllés  ;  ce  'qui  'ciclif  feVre  en'^^rap( 
partie  le  hjïv  ^e  rèîitéîgnetoenW  Cir'  'mté  Ses  TiM'^èi  \^l 
peut  êt^rtêléé  coiriine  lesfoncïîons'd'îine  mMâi^ 
qa^oti  d<yk  CftcÙef  de  lëUr'dbnl^ér;  ce  kôrtt'aès  m^^^ 

résoudffelëWîèut'^ô^^blè  res'4Uëstîôbi'i*iaïtffe^â»y-  !'^  '^Jl 

oiîMiio  »  iiisi»  •■  :i  1  »«  '  .^»jîi.î  »;»  a  >ni  '.iiii»'u   niii  h  iioÎJa  • — ^u\ 

iftinni'»-'  I.i    .1  »îl':'}-ji     Mi  ;i.i     'j    ■"••»':         .-')'»,   il»..' I   -  il»  <f)Ti  :*    In 

il  i.>  .ijj«   "iM  »  I     «h   '»1ê'I->       *i*J 

:>IIir    r-     ||'t|;ii|    „'     i.l      ".:!.»      \  •  t    i- \        lUi        ..  •     t.      ..il.".-!  il.V.»H'«I     ii._ —     1 

ji».jt»(.».î   'i  m'  ■/•Miji'   '  'M^^ll,. î  .  ji.v  ,•   .'uf    ;1    rjjïfni'i ■■.»]•»*     -' 

J:i  .    «-.'.MMÎ»!*'.'!'  .     -.  »'      •  "'        '•        '^  ^ "1    '  .  .  •    '1     l>   <  >!     •  i*-".     !'»J'i         *  ' 

■;.'•:   .'i,      »•.       1      i:-.  i;.     =..|..  '»      i,l    r-.rf;S  ^      '*' 

■■»l>    ^l'^l"/.'    «nii  î     ""Jr  /  :;>   II.  .■  *.  '      i.  I»-;  ».    mu.Mil'îc  .-.i  ^ 


^|,   ,.;•...    •!■  ■    ;  ■         .  '  .    ',      •  .         i      .     ■    :■  ■••'      ..'■•;■."  'f.Hi    Mm. -i;. 

■  )        ;  ' î .  ,  •       ;    .       »!;.■:.••.'.!■•  I      .   .    .     .  •  :  I    I  1 1  i  •    .  •  »  I       nr     -.iW        -  ' . 

■i!|--ji.;   i    î   ■  -iÇHAPITRE..^!;,  ,,..„,,    :.;     ;   ...,iM  ,r,  . 

DES  MOYENS  D'OBTEMR  U  GÉNÊMLllrÈ  tÀitS'iM  "''" 
"'V^--     ■■■•   •■'  ■     -RÊgtLtAK."   '■/'    '■•'■■'"  "'■"• 


■mi;;-    •  ■    •        :■  ■■;     '■     '   .  •  •■     .  ^t  •        .  .  .    .t;     -î    ■ 

,1  ^   ,;   :  '-  '■',..  •  -,  •         ■■'.,•.       -        ..'».;.•:.  r  ■  :  ilî- 

p   .         ;.;       .-■....  ^  .  ^  ...        ',-     .^    -';     .-  J      if   /'-i!'.' 

97.  Dans  toute  question  qui  a  pQijir  objel  de  trpfivejL^  la. . 
Jeûr  d'une  ou  de  plusieurs  choses  inconnues,  il  y  a  une 
fitincjtion  importante  à  faire.  D'une  p^rt  on  aurai  c^^jD^ip. 
î^er  les  yatei^rs  particulières  des^^^pnées,  et  d'une  aMl^^ 
irt  les  différents  rapj^orts  que  l^s  inconn,uçs  doivent, avoir. 
lU^  elles  et  avec  ces  données.  Ces.  rappçtrts  çofustituent  Jia 
|tijijre  d^la,  jquestion,  et  les  valeurs  ps^rtif^ulièrçs  46S,(}piir' 
ées  en  consti^ueiit  de^s  cas  [>arti|culiers  dpnt.le.  ^Q)n})ire  est. 
limité. 

Or,  on  peut  se  proposer  de  trouver  la  solution  d^une 
i&estion  d'une  nature  bien  définie,  en  ne  tenant  compte 
de  de  cette  nature  et  indépendamment  des  valeurs  parti* 
ilières  des  données  :  c'est  ce  qu'on  appellera  la  solution 
mérale  de  cette  question. 

£n  réfléchissant  à  ce  que  peut  être  la  solution  d'une 
lestion  où  aucun  nombre  n'est  fixé,  et  où  Ton  ne  connaît 
lie  les  conditions  qui  les  lient  avec  ceux  que  Ton  cherche, 
^  comprend  qu'on  ne  peut  se  proposer  autre  chose  que 
B  déterminer  la  suite  d'opérations  connues  qu'il  faudrait 
cécuter  sur  les  données  pour  obtenir  les  inconnues  :  et 
est  aussi  là  ce  que  nous  nous  proposons. 

Nous  dirons  donc  que  : 

«  La  solution  générale  d'une  question  d*une  espèce  dé- 
Ignée,  consiste  dans  l'indication  des  opérations  connues 

7 
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*  •  Bt>'de^Q«è'imAÈJ  feaéfàS''dëfdiW'#è'^à¥f|>li^tè"]^sJtiti 

Ùdi^  'é]^êhs^l[}i^ ' 'âé^ëiidi  dé'kî^ïé^  ^âës^  tAJds^k  ^i^>  ^il ^â 'agi 

-Âiiïsi  tî  f^)at^n>^âitfé^ltlë'd%tl(fHt)yë^9^ 

l'indication  des  constructions  à  faire  pour  obtenir  daiâ'tbi 

tto  QBuiiV^oiMP^omQisnliiiVbeibi  posfiUiiiêtdi^fl^eMif^iiqDie^ 
*iiéraKtécponiTjlBs<iqncstiéii8db{iibmbyl»b  >>I  «^  .fii)/'{Bq  /;in 
.)bDëjàttnoa8iGnitdDS /obtenu)  des'jpropddiôant  lit  éekfrègb 
^ntfofleK^diprenanî  des  nQÛil>res^quèli;cài:gûfas|icn]bff£^^ 
^entirr  Icq^doAnéea^letcTiakcuinlMfttBauiJteiti 
valeiir4)  pQt\dtulièrid8  j  i^f  >lndnièns»^oiai  mosni  notnUrësiQSi 


qui  auraient  ete  amenées  dans  tous  les  cas:  ,etsi  ces  rédix 
tions  iavaient  introduit  des  nombres,  aej à  choisis  rPOur  r 


présenter 

confu! 

les  questions  se  sont  un  peu  compliquées.  , 

Mais  il  est  un  moyen  aussi  simple  et  qui  n  est  stijet. 
àùttliÀ^WèoiiVéïiii^nt  :  é^efe^'^tf  ixïpréientévldè  WJtiS)Ftt><loi 
^nê&  ^pfct^d^ttuli^feé'  'sl^nëé!qil€lteoto^e«>ljue'#é9  Wdftil**eiîf'C 
ne  sf^'-^te»  fénté'âiot^'  4'^îfécPtflér^lèH^^ 


introduire  des  nombres  qui  ne  saurai^pjliif^rei.toflfa^}^ 
avec  les  signes  <4)içtw*^\el„|ft  9i(^^iia4m|,:CeiitfrQijieAlre- 
4'p^tg^nj^,Jaitî^posi,iioi^.;dm.rf^ftulm  s^^4^  pc^is^mqplt  la 

%»#l»IqVtt)ffPfftp4ra.l^^jqjyy8§jlî^4;wi^«»ç^  gWWidp. 
i^^/3Îgpe)^^^^'j!^,é^l^it^ftlu4<4:5le^icbQjsip,|WnAi 

I  loil^ciSfiHf  T^pudrç  rgénQM^içinent.lput^s  l^,Q|i€|§tM>ps4!m;^ 

Ires  donnés  par  des  leUi^p^  diCf^^eiMeA;  .^  an4(¥^i;l'  Hkii^ 
tiqacment  la  même  marche  que  s'il  s'agissait  de  résoudre 
^coxiiiesâiniicl^aiDtièiàlâèvQ  deJamèmexespàcei /Quand)  on 
sera  parvenu  à  la  déteiminatiba  det^inçoQiinosyM{cà'iirt9fH 
rifeitat'ifdaiis  dcarmombijcaitqueiroa  aura 'obtenHBy.ms(ià  ides 
-ind^lîonf  r'.di  qpérafti  ops  ài  Jaire .  sur  les  i  gQoqdbre»  icfuei  1 1^ 

^at>dlixnmma3iiâretgénéralo>la:c(biesttoulpfopo^e.i»  'i;.  ' 

W..  Des  résultats  généraux  ne  sont  pas  seuiement.ntiies 
pour  dispenser  de  recommencer  pour  enaque  cas  parti' 
coller  les  mêmes, raisoniieùients  et  les  mêmes  caituis:  ils 
soçt  souvent  indispensames  pour  pouvoir  traitei^  a  autres 
qnestiobS)  même  particulières,  mais  ou  il  y  a  des  nombres 
inqj&nims.  Car  si  1  on  n  avait  pas  démontre  pour  tous  les 
nombres  J^s  propositions  dont  on  tait  usfige,  on  n  aurait 
pasiedroiX  de  les  appliquer  aux  inconnus,  pi,  par  exemple^ 
OQ  combine,  une  isuite  de  proportions  renl^rmant  des  in«- 
connues,  il  faut,  comme  nous'i  ayons  deja  remarque,  s  être 
çisvure  que  Tes  propositions  quon  applique  ont  heu  pour 
tou3  les  nombres. 

"niOQ4fPfliMr  ddnnei»  d€»,^xeBrtple&tie  cfi  pii0)(é4é4e(g^néira* 
:l&a^%/r((lfhar^n$  ;les  iS(;M?mu3eis  quidonne^tf  l0$  s^iftkms 

7* 


lûQ  SCIEKGB   DBS    NOMBRES. 

\   \  ^2      il      jy 

r/e  X  par  la  condition  ^ua  ^^ .soit  égal  à  une 

«V  ~T"  J? 

Cette  .ôondîUfïto  ^'^eJ^tf^^éA  pall^TigaJi^ç^,^  ^  ^, 


ce  que  1  on  écrira  ainsi  :     ^'  J  ^ 

.)  -1- .j|j,j  Mm'ii^fOTî  fil  i!^  ,A  —  tts 

«tf  -f-  rfa?  bz:  6c  -f  ca?, 

en  convenant  que  deux  lettres  placées^ t&té  lillkieFd^  l'I 

sans  signe  interposé,  sont  c^^aées  multipliées  entre  e 

Jusqu'ici  il  n'y  à  eu  aucune  diuiciilïë  à  '^eprodui 


ainsi  que  ao. 'on  aura  »  :     l^ 

i'>j  «-or  <iH»l   Jiiiiilqiîlijrn  ii>  Mnfnouih    mmi  i»"    >(niiio; 

ce  que  nous  écrirons  ainsi  : 

X  (^  —  c)  z=  bc  —  ady 

en  conveuant,  une  lois  pour  toutes,  que  quand  une  e: 
«op  qfiQjçp^W,  s^rai  jnisû^ftlf ^.j^^|i?f,  B¥*?ftî^^Sp^,fi 
tend  que  c'est  au  résultat  des  opérations  qu^  7j(f9A^ 
qiiées  que  s'appliquent  les  autres  indications  extéri< 


CHAPITRE   XI.  TOI 

,...'>•     ^î*   Q^ 

Telle  est  la  formule  qui  résout  généraleinefW\)^>c{ti«stion. 

Et  l'on  trouvera?é^Ara^'!^^^t4^ 

c  —  a 

\  01  •  t/n  père  laisse  txif,^  héritage^  a,  qui  doit  être  partage 
de  la  manière  suwante  entre  ses  trois  enfants  :  la  part  du 
iêlitf^â^mt^rè^m^&'WJIhii^^  m^im^^ 

et  la  part  du  troisième^  la  n'^"*'  partie  de  celle  kàê^ifë^Mdj 
plus  c.  Quelles  sùht^lés  ÏT^is  paHs  ?^^  ■  • 

Si  la  première  part  est  désîenée  par  x.  la  seconde  le  sera 

par  mx  —  6,  et  ia  troisième  par 1-  c. 

Si  ce  sont  là  les  trois  parts,  leur  somme  sera  a^  d'où  ré- 

.d'JJ'j'.HîllL»  >J3!k|ljijjïiJ   r.l;'j<,^:Lj(ftv    /JreOtjlOlill  'U\'/.y,  ^i\^.- 

^..iLaïQueation  proposée  e&t.donc  ramenée  a  la  solution,  de 
LCeJja  QUI  est  exprimée  parcelle  lelalion.  pr  on  niultiplii 
Piîr./^:  jQ§.(Jçu^  anantites repaies,. lès  produits  seront  egauTt, 
et  réciproquement:  et  comme  nous  saVons  qiton  uiuTtipIie 
une  somme  ou  une  différence  en  multipliant  tous  les  ter- 
mes, lasolutioii&deréijùalion  préQé46|<t^iSj9iir0mèneà  celle 
de  la  suivante  : 

nx  -+-  nmz  —  nb  -h  mx  —  b  -h  ne  zzz  an^ 

3sln  -\-  nm  4-  m)  —  nb  —  b ,4?  nc  =  an; 
àftiitam^ae'^kW  ^éti  dPkuWë  HêH^^fr-èr  mrtf«*A«(ttlïtV<^i 

'i':»'jjj')rrj]/r;  r.iuniBjil  m  r-za-iJui;     4  jiiptjpilaq/;  ô  :jijn  <v;\jiiiy 
x{n -h  nm -h  m)-=an -h  no -h  o^-^  ncj     *  ' 


e 

r  ; 

lé 


t02  SGiEKéÉ  iiiii^iMnliibREs. 

Telle  est  la  solt^ion'de  la  quësticfà  générale.  Pour  Taj 
pliquer  au  cas  particulier  précédent,  il  faudrait  suppose] 

nuilL^otj»)>.iJ   éjl;  Li  '\ï\i^fïhi\  lUOY  ij'j  Liuum  êjiJJî)!  -'^t>ftlir! 

et  la  formule  donnerait  x  =  00000,,  comme  nous  l  avioi 
trouvé  en  traitant. directement  c^  cas  particulier»^    . 

*'•  *r'Aw^*W^r''''V*^   •-iioij);iJ<iiJ()in;>l;fi'J  1)11  ji  lup  ')3  .ï'jhtj  J9CL 

102.  Résolvons  encore  généralement  Je  quatrième  a< 
proolejnes  précédents.        ,  •   r  •  i 

^ceur  doit  asfoir  aujourd'hui  m  fofiufî*4gS)  ^Wfoî«H*l 
lorsque  son  frère  avait  n  fois  celui  qu'elle  a  aujourd^hu 
Quels  sont  ces  âges? 

Soit  a:  Fâge  qu'avaitia  sœur  à  la  première  époque^  el 
aura  aujourd'hui  Tàge  mjr,  et  par  conséquent  la  distan 
des  époques  sera  mx  —  x.  Le  frère  devait  avoir  n/wjr 
la  première  époque,  et  par  conMquent  il  a  aujourd'h. 
nmx  4-  mx  —  x  5  et  comme  la  somme  de  leurs  âges  actu^ 
est  a,  on  devra  avoir 


>>♦*■ 


ntx  -f-  nmx  -+-  wx  —  x  =  d, 

La  solution  de   la  question  proposée  Test  donc  de  ce^ 
qu'exprime  celte  relation,  et  réciproquement. 
Cette  égalité  peut  s'écrire  ainsi  : 

ar  (  2  /7î  H-  nm  —  i  )  =  «  5 

X  est  donc  le  quotient  de  a  par  am  -+-  nm  —  i ,  ou 

a 
x: 


2  m  -h  nm  —  i 


•.•.;WM?'1?|)5  3{lv 


'.If    \- 


xo3 


Cette  solution  générale  donnerait  celle  du  cas  partic^^f^r 
que  nous  avons  trai|^^  e^a  dq^n^n.(,,à  a,  m^  n  les  valeurs 
suivantes  : 


\n    '    ms\ 


w 


^£'1  'UJo'j  .!jlrti¥rrr::^il^rfrA'il/'fTTnÇf!op.  d  tti)  î>1!  >  T 

lOo.  Remarque,  —  Il  est  juste  de  dire  que  dans  Euctide 
ei>  A<rdiiiaède  liesnombiM^sont  sèuvéht  représentes  ^r  4e 


é\ 


les  opérations  a  exécuter;  le  langage  ordinaire  est  employé 
a  cet  effet,  ce  qui  rend  les  déjnonstrations  très«c|iffiçi]!¥  ^ 
suirre.  Quelquelois  crucude  ^présente  les  nombres  .par 
des  lignes ,  ce  qui  lui  permet  de  représenter  oe  même  li! 
ràuhat4'irildiiito$>raMd^^il§WK;ti^^,^^  de  Mîrki- 

'  l^^'Q.U  Vf)-.,  .\\\ov    '«.Vv\'  ^ 

*)ll9  lOjjpoqN  .n''>iiîfn(|  »l  »'»  îi/""»  r.(  Iff. /r>*ir|»  ^)'j '.  l  'v.  îro^ 
iuil'b'iuo[^ijB   >■.  Il   iiif)ïfi>'»-(in')    ir(f   î>  ,  'ujjXKj'*    -iyWfiViUi  \\\ 


.r»  'V.  a.\^^  i.\V^\^     :     A.W 


;ï^ 


u'tw  i-  \n  <~*^  t 


Uu 


.  i  —  \\>u   ^.    u\a:  ijjtj  \>  'jli  Jji'jijf  Jjp  'A  :iaob  J«>'i  'i: 


i> 


!       ws^   -  m** 


•X 


oi  «hm:  !iii'i'i'uiin  = 

^•>fj  jno  r^\i  hnn;p  -     ,è»  ousf''  '^'I  H  ;'-lf.'oot|r'r!  ?smôn/loii 
•»Mi  r>l   •î'vmnnô'h  o'i'^iîiTnrii  aJi'vi  ^njd    .^i imitai ib  ^ongî" 

ï'>7'i08uo  nt>iJaiioi'jl  <iUOiJ  ^Jiiin  ;«noili'>iiii»ii  l --trou  iî>  .^>HUi* 


sultat  d^opératîons  quelconques  à  effectuer  sur  elles  ne  pe 

n4eâiattdé»JlôW4'ttttHWiiWrt  îtf ^Wà-'sm  ""'''^  '''''* 

^ôill«i»qtit  péiiVetet^tfHt*  ^ 

'  -«t«1?Jr' l^ip^(^«dti'  d^i^faJéthiydfes  At pbfe&s'  Sa tfs' nô'f re  p: 
MittS6w4^i»riè,id'(lâ''^uWhl  stofa4^t^t^^^^ 
.i^a^tî«uliè#Gé  ph)j[)^s'â  Ià'Wiëtt(*é1lué'titià^  'éiûél)W;i'" 

il^^'Ntfttk  '^dttJÉettt'éttfe 'dbttbtfoiliiiiy 'Blétf  MBlîk^ïés  p/oHé 
'  « pduP leffet^trei-  sdt^  liés'  MyiriÔtriéi^ «t lëi  |H)T^in£iëè'â^'s  ■  aà 

'ti^lhsliè^Vafeliië^',^  ^if'hôùk  à^aâ^fcdrt'ieVM^i^'iuëlqieV  ^ 

^, ,.•,...    ,,]:     ,^   ■  .    1    ■■.;i    ■;    .^  -1  :?.;?  -l'J   i>lr  ''iU  L;.t  /m  b  Uoiij.OJ 

,  iO^^.Quahdofii  mddipItedeurp«4y«i^iM6iPùii^{ià>î^iV!^ 
]esxl4ffépenUlbrsQ9s  du|>rdduit  sourtôyjoiit^d^fôlHdiéy  fê^ 
milUif)^  i  cation»  d:  un  >  iteriiiè  du'  mul  tîpUkkfidé^  (pât^i^ânf  %è^ 
(U},:muUîpl^(»btéurv  Iri  «giieide'ioè  leéni^^^-êV^  qUsIiiS^ 
deux  termes  qu'on  a  multipliés  ont  lemènld^^ig^V^^i^dk^i^?' 


j>olynomes  respectifs;  et  le  signe  est  —  quand  ils  y  ont  des 
signes  différents.  Dans  cette  manière  d'énoncer  la  règle, 
entend  que  le  p|*^i^j^pfiq  Q!f^i)'est  précédé  d*aucun 


lynôme.  Cette  règle  oes  ki^ndâ  a  ^lé  démontrée  sans  diffi- 
culté, et  nous  Tadmettrons;  maïs  nous  ferons  bien  observer 
qu'elle  n^a  de  sens  et  qu  elle  n'a  été  démontrée  que  dans  le 

V  o'P^I  î?A^Mi%  4^'nï.4f^»'*9J^v^nyt,  ,èw^.,i;fïKwftii^^  t  c  >  ii>f  r  i  '  i 

m nlP^s  QWM|^%.V.^";4>;e<^f, tevfla^«ij4ifts.^>'fpl]f^Ba€>fv'»îl 
peut  être  choisi jppjiji^.cpfll^pp  ^Y^iHW^»'|d^fNl«if«ftPlfi'C{vie 

]i!o|^i??S?  ^^1^4"^>P^Wîf  IW.pr^^ç^^ii;^se?^de(ifnrmes 
)é/ff  ^y  r  e^^t  P^ft?^}^^^^  .^Af/Ç.  f  ^^^A^Çt^4p .  :  M^Wp^i  fa^t,|wj^rs 

-  f f^?M^Pr9H®.(\'Ç'?'^^'ï^'^  djç^nte^'ffw&tft^^ifst^st/à'îmtwi- 
~^¥^v^n^  V(?WJ»^W^  d«?ije^mp?„po^irtf^,^,fek«  l^.cj^moits- 

iraiioiji^^  daif ^j ce  çeii§^  ^Et.  ç»*^, |9*V,plu$,  qQWAod^ fl'<Ji»AHai>er 

.,l|es^fjBriG{ies  (}e,n^f^^i^fq  fi,lçpp  fftirprri4¥liq^i€^r4^^iOpéw»iwis 

impossil^^e^,.  et  ,ï^êp^,fïe.çpi?>meji|cer  p^ip.pi^  te»mfei»(égatff, 

Âi.^f  J!<  f  AY^.Hft)  M^^9PyYfl«ififlf».  .poi^vmflï^lw  mm  J|«#>rêgles 

hj9^"\fi  ^mlWh  s§Hf,ii;pr4w,4«Tterw^„,qiWhl>^iMW^ 

^î^'^^r^u^Ri/f  ^P^-*M>(^^  îî|Ç?,.p9lijruôm^,.*uçflQ^«fls 

impossinle. 

Et  qj^^,/i,Jft  Ç9fpjy)fitip|^j(i9p^tçima^(fe,.^  on 

t'econnait  facilementj[)i;i^'^>/rfE}fiVilt€||^t  toujours  de  la  multi- 
plication d'un  terme  du  premier  par  un  terme  du  second  ; 
^V^(^}^f^^  (}'4rj9^4At/|MPqmiet'S6i^ii&nsi  «oinbiu|.^avéb'tous 

'Qft*^i ||U4rftcj^eA,9i^^éj tmmnok  idendqueÀienti latl <  ij^èlluh , 
^^k^  spitjç^lièifdieis»  dousl)p€(ijiiôiiile&'q«rV»ii)^ê^ilëipl^r 


de  irQJSj,^rpfps^.pf^  rftspp<^îye^a«^  d«ii|ni«l  ttW?  wJfr  - 
4î;i.  «eppnd  e,l| .  m  M  ^roi,5jèmfi  ;Ç,y ,  tçomycsçf^ .uJ^çj^ej^f  f^i^jv-^ 
d^ittdp  tws.polyi>ôwea^  quelque. ,Qfdçpqu>!;i  ffl^ïlS 

p)RW.Ue5,.I)ry(^Hit^.??fÇÇ^93ifftpa^ 

-  ^riil^,p«944vAVï^,PQn*rp.atteiqpi3fqM  rf»  >B9isft^^ 

terme  du  pr^)*îl,^(^  fpwe,.^,J»*,,ii>^lfÎ9!|^l|ca»^ 
pris  respectivement  dans  chacun  des  polynômes  ;  que  tout 
combinaison  de  ces  termes  ainsi  faite^  sans  tenir  comp 
de  r(A^t^, '^onicourt  à  fornier  titi  térâlè  di]^'t>k^^ 
ne  se  rencon  tre  qu'une  fokt.  <  >k.  /  j .  •  i 

,.,)  ;.|t:.i>  ■(■■i(i'|  ■:>■    M!  ■    ;!  •    !(i'  vxiii-.ri"'»  OUI!  Il  )fiî>m!>7ij        '«I 

•  .(ff  ji;'  ■■■>  li'ui.^-fit      -'iMi      }         -î     '•;>   lllf'.,i:'(<    .'.•'U't'VAÙ'XiOiVT'  ^>!' 

inconnu  c[ui  sera  ]e  quotient,  on  cU^qI^q  d'^l)gii^Je)t|^p=^e 

terme  pr,ç^l!^,^i^  divi^W  Q!f„ç?«^,^aB^e„}çHR^l§»^,«i^» 

P?isf^n<r^.^pl'flfiJevée,qfH,4pR>?,^,%(p|Hiî,4isM  ^  ' 

dendejj,Qt,.ç.9mipe  la  mu^tjp^icftfjp^.  fl^  |çfij  fiSfifev: 

quotiept  en.  r^si^ltçra,  et.^s^i;?,  ,-+ri.fi-,?«ft'.4ff]^»[>*^fiWf^f^^ 


If 


TI 


dè^té  lè'jptuid'éiëVé' du  dividende  et'du  diviseur  oht  le  th4me 
sf^é^  ll'sex'ii'  -^"ài  ces  téftnes  oùt  des' signes  diffôrétîto. 
Bt^ifi^lÛ^i/iHirà'p^s  Hééàlh  àé  r^peler  qtiër'le  pi'èinîer 
tér^  «isteM  Stgne'est  tégàtàé  tùihmé  affcfcté  dti  signe  +• 
^^^Céité^pVëpbiiéùn'ti^iûpVi^n^  Ton  aiiaché' ùh 

aeriid^à'^'>li^Hi6i^'âé''^Aiftités  tlëgàtiVè^  isolées;  elle  éit 
xMëhjéï^'\è(fiiàé(H^BMë'âe$  règles  démontrées  pour  la  niul- 
«l^tfcôéîëft',  W  ilfâtit  Ken  prendre  gkrde  à  te  que  le  lan- 
gage abrégé  par  lequel  on  énonce  cette  règleine  {Wssë^ètnè 
pàd^Wu^dÉfUë^  ii^ûé  Toh  attàt^e  im  sens' 'âilne  quantité 
këldë^j^^^e  du  i^ighe -*-,  qtii  n'indiquei^ait  pas  qtrWfe 
doit  être  retranchée  d'une  plus  grande.  Diâiûlis^tdème'qtf  11 
à^^attk>Mfef^à«cUÎi  ^ns^'fi' dlMcfaet^  i  une  quàtititë  pbiitive 
i^iiSe^i^  titit*  4ùki-j^fierdt  le  signé  -4^  mis  dètant  une 
qtHkiiSté  iqul  ttë  dbil^ dtrt' ajoutée ft  aucune  autre?         '    '  - 

tîJwoi  '>»jj>  j  ■'  .'i4*« 'Il  /  " ■»!  1-. .'..     t.   .  :        ■      ■-;..•■.;■;  1  '    •      ■  ' . 
".•j(|nj;j  Uii'ii  'Jiijf  .  >jij1  i^i.i  '    •     .•••».;•   .n     .»•'.:■  -.u. 

108.  .^pn  ^it  qu'uij  ^ojyppme  est  divî^ur.d'ui^  jautr^^  re- 
lativement à  une  certaine  lettre  qui  ne  se  trouve  dans  les 
dénominateurs  d'aucun  de  ses  termes,  lorsqu'il  existe  un 
tiWrtéiiiè'  pdlynôthè;  entier  hiîimême  par  rapl^ôri  à  cçtie 
I«(tk'è'/i^i,'hiultij>lië^ar  le  premîé^  re^roduiéë  le  keconâ. 
'''JS  ëè't^t  de  rtie  les  coefficients  des  diverses  t>uis6âhces 
d#|a^lWWé'|lfiïilcî'J)alè  Jieùvent  être  fraélïoriA'aif'es 'relatif 
tèti^eîiVifUt  autreé  lettres  où  iorabi'es  |j^arlîcùlïèrà\  et,"par 
^»i^lte(^ëk,-  be  diVî^eui*;  multiplié  àyi  diVisiî  par  une  quan- 
«l^tf^q^ëlddirdlie'iîliâépendante  dé  là  léhl^é  i)i4hcipa1le,  sera 
6ifi6t^(Hkii'diV?sèiil'  idtf  nl«tltë'p6%n6ttié  ihuïrïplié  lui-même 
«kàlviy^  jtiU*  ^h  c^ôaWdtë  ïk^^êbdi^te  tté^èetté  lettre? 

»''LW^^ttés«l6n'Wé  i^oiis  iious*^^ 

1?l)lyB««è»dû'fl4ï« W|)lus  ëlfeVéi  qifï^è^ ^tffvîse'fekacieiient 


v;*; 


tV         v   .1    l    »     «. 


(2)  tfj?"  -f-  bx^^^  -f- .  .  .  -f-  /wr  H-  7, 

et  supposons  m^n. 

S'il  y  a  un  diviseur  commun  à  ces  deux  polynômes, 
sera  tout  au  plus  du  degré  /i,  sans  quoi,  en  le  multiplia 
par  un  quotient  quelconque,  on  ne  pourrait  reproduire  (î; 
iln'en  serait  donc  pas  diviseur.  Or,  s'il  est  de  dcgrë  /i, 
quotient  de  (2)  par  ce  diviseur  devra  être  indépendant  de 
et  par  conséquent  pourra  être  considéré  comme  (2)  I1 
même,  puisque  nous  ne  teoûj^aucun  compte  des  factei 
ou  diviseurs  indépendants.  Il  convient  donc  d'essayer  si  { 
ne  serait  pas  diviseur  de  (1),  car  alors  il  serait  le  pa 
nôme  de  degré  le  plus  élevé  qui  divise  (i)  et  (2),  et  il  : 
soudrait  la  question. 

Si  celte  division  donne  un  reste,  tout  polynôme  qui  < 
visera  les  deux  proposés  divisera  ce  reste,  qui  a  été  obte 
en  retranchant  du  premier  le  produit  du  second  par 
quotient.  Et  réciproquement,  tout  polynôme  qui  divis 
ce  reste  et  le  diviseur  divisera  le  dividende;  de  sorte  c 
les  diviseurs  des  deux  polynômes  proposés  ne  diffèrent  ' 
de  ceux  du  second  et  du  reste.  La  question  est  donc  raD 
née  à  trouver  le  polynôme  de  degré  le  plus  élevé  qui  dî 
sera  le  second  polynôme  et  le  reste.  Cette  nouvelle  qu 
tion  étant  semblable  à  la  première,  on  agira  de  la  mê 
manière,  c'est-à-dire  qu'on  essayera  la  division  du  secc 
polynôme  par  le  reste  ;  si  elle  réussit,  ce  dernier  sera 
plus  grand  diviseur  clierché. 

Si  elle  ne  réussit  pas,  on  sera  ramené  à  une  quest 


CHAPITRE    XII.  JO9 

semblable  sur  le  pf3âffér"resïe  et "câfuî  de  cette  nouveflé 

ainsi  jusqu'ipièei^éll'èii  "àîriVé,  '6ttï'tiày'diVi8Î6W'<iirftëflil-' 
«•«;ia9qttèbHj*s''^ë'\iBfelffieî3'«Vîàiltitf  ^e^a'lé'^ld^  gVJ^^^ 
commun  diviseur  Aërthli  j'bte  à  (iii'rtitie'iliaë^ihtbftft  ftliè'^ 
auquel  cas  il  n'y  aura  évidemment  aucun  polynôme  en  x 
qui  divise  les  dâx  Déposés.  '  '   '^  «  '  '    '^^  '  ' 


.  \> 


proposer 


I . 


li  .?,'jniôn'(Io(j  xi/'jh  ^'>-3  »j  /iniMitiM^  ii«'»>'i  '«f»  m»  j>  /  li  f*. 
îficilqîjlirni  of  irj  .iocjp  riii,'  a\  Wvv)\\  rrL  ^'f.ihf  iic  luot  f.i*>c 
:(c)  oirnboiq-n  JÎfruj'Xj'Mr  iio  .'Ufpfî<»»|')rrp  îii'iftoirp  nu  iiwj 
•^1  f\\  ^'!§oI)  ')b  ié'»  li  ^  /i(  >  .  TCj'i^ivib  >'.([  '>i!<»})  lir.r)^  iri^ii  II 
fXoL  Jncbri*)(|y[)iii  'ni')  iiiy^^ib  iir>-i  vib  m)  ijwj  (  v  )  'ib  în'iiiorrp 
-iol  (c)  oirufioo  fViMbî^.fM»'>  oii'»   i"!MM)n  inoirpM^ito»  mm^  I'î 

('  )  iè'i'jyGg?.')'b:>in»b  .hloi/'f'»")  Il  ,.'!iij.Sn'Mj')bni  ^lUM^^I/iJ-  iro 
•yloq  'jI  IfG'i*»^  lî  ^loli;  n-:)  .(1)  -jb  tfi'ji'i/rb  >:;r  .îif.'i'i''  mii 
-n  II  iî)  ff^  )  J  '  u  )  tV'f/ilj  it;j)  *)  "»!'»  -»ib|  •)!  '^>^'>b  ^)b  mjhôii 

H«>iU^»iip  i.i  î!i;if>if(>^ 
•'b  iup  o(ii<'«r/bKf  ii;i>!  -mH'»'!  mi!  'ui'i'-f»  fi()j''i7ib  mjjmi  iV. 

'*l  lÊq  bno')')''  Jfb  Jffrb()'îf[  'jl  ïnfnMuj  isb  lrif;il')iinifvi  iif> 
'•loeîvib  iijp  tiaioiiybiq  liioi  çîn')i(i')rjp«M<ji  »'v'i  j.i  .In!)iloiip 
'i/palio?.  ob  :obnobi'/ib  •»[  Bn^r/ib  !tï')?i/ib  '4  J^»  f>i<iO'!  «ji 
'^({  JriOTj/iib  oa  î?'.»>0(nn(j  >'jui6n7i(><|  y/ol)  ^t)f)  /-lijoi'î/ib  >A 

iiniFi  onob  î^^/j  iiofji^orff)  i\A  .•));"»'»  ub  1»  bnoi-ie  ni)  7rf•3^  '>[) 
■''ib  iup  Wf'jVï  :miI({  •>!  Mi^i'jb  t>b  ^jinoii/foq  '»!  'i-ïv/rofi  r.  fi'jn 
"■<Oi;p  oll'jvnofr  ^3jl^\)  .'^)i''^>'i  t>l  i'»  !)iri6fwIoq  bnoo't  •!  Kiog 
^W'jfn  el  ob  f;ii;ifi  110  .'irWni'Jiii  r[  i,  :»blr.l(lm?)i^  JdiiJÔ  aoii 
''"«^n'jii  ub  noirti/ib  kI  ivi'»7tv.?*>  iti>'np  -«nb  k-J>u'J  ;')rKini[n 

>i  fi'iv  T)in'i'jb  .'J'j  .JHèJj'H  'iflj  I'.      •il'-.'»!  :>l  in(|  ofdonvbvj 

.•>i(j^')il:i  'irrr)?Jvib  bnr/ni  «nf«j 

'^•l8Sfjp  oitij  /i  fuiamfi'f  fiT)?-  no    ?cq  Jî^pj^Vi  su  oIIo  f?. 


T  •     !   1     ' I    I.. 


iJ'>il 

;  Rép);;cti,0NAU,?ROBf^..G^É^,PP,ï4;j^ïS0P0^ 

,I)E?,  ÈQUATIWS.       .  ^,       ..,!,■    ,  ,i,,  ,    ,t,  ,, ,.,  „  .j.,^,„ 


■ 


..,,v,j,,  )i.  ■    -.>-=   J.i-     .    ■    •  ■■  ;  •      :i  ■   î        '>   '"j    jj!''.'     ?.3i'n'. 

109.  Lorsau  un  problème  a  pour  obje^lacjiéte^^ 
dunou  de  plujsieurs  ilombres,  eï  ciu'on.l'a  ramenjé^^^axa 
réciprocité,  à  un  autre  problème  consists^nt  à  trpuverle 

valeurs  de  ces  mêmes  nombres  par  la  condition  miils  sai 

•.»'i;»J*  .','1"   ;•:    •   •     ^  t,,ii '.''7  .•••■*•  >-  .  Jii.' I  ■ii"'>  .r.  •  »rir»  lii.cir» 

lisfassent  a  des  équations  entre  eux  et  les  nombres, donné. 

1   .  in  >  - -L -,  M-      'f.  ii'i.-  '«-,/    -■■■•'  *'■■■•[  r  ji  î»..'.rr.Tr  »  • -^TnE 

on  dit  qu  on  a  mis  ce  problème  en  équation.  ^  ;     ,  . 

Jl^ns  les  problèmes  çiueDCjUS  aifops ^,r^^ç^%jpf49^,|ln 
ment,  nous  n'avohs  introduit  qu'uqe  seule  injçppnuej^ 
nous  sommes  parvenus  aune  équation  où  ellesc  ^ro.uvpE 
mêlée  à  desnùmBrcs  connus.  La  question  était  ainsi  rana 
née  à  trouver  quelle  valeur  il  fiçillait  donner  au  noxnb« 
désjffne  par  x  pour  que  1  étante  eût  lieu.  , 

Celte  réduction  du  problème  à  la  résolution  d'une  ou  ^ 
p^usieuI:s  équations  est  très-importante,.  E^F^?  W^  l^'Pfl 
des  procédés  généraux  pc(ur  traiter  celfe  dernière  quesûo— 
et  que  ces  procédés  conduisent  d'une  manièrç  sure  a«x>r" 
leurs  des  inconnues  pbur  des  classes  d'équatio]iis,î,rè&-^ 
verses.  Quand  le  problème  conduit  à  des  équations,  de  ce* 
espèce,  il  peut  être  regardé  comme  résolu  dès  qu'il  eçtijcr 
en  équation. 

Si  1  on  n  a  pas  démontré  que  les  equa^ons  entrains 
comme  conséquences  toutes  les  conditions  de  la  questioc: 
mais  seulement  qiiVUçs  eu.  sont  des  cpus^qi;çnce$|i^ir 
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traire  il  pourrait  y  en  avoir  de  perdues  si  Pinverse  avait 
lieu. 

Cela  posé,  cher4I|496  u^  ptifiH4  iibfval  pour  mettre  les 
problèmes  en  équation. 

tm^^iés^MM^s^  ^ak  'ra'<^(^tf  i)ii>;  w  doit  'êi^é  'M^hûe- 

ment  en  état  de  vérifier  si  des  nombres  désignés  îj^Saii^ront-,' 
et  c'est  même  là  un  premier  exercice  très-utile  pour  les 
élèves.  Cela  posé,  si  on  représente  les  nombres  inconnus 
par  des  lettres  et  qu'on  indique  sur  eux  et  sur  les  dqnnées 
itM^Mëf^lt'^U^iîi^^  aji'râu  fa^  sur 

JbiPnéfflWte'  jiàftîçùlîyrs  poûj:' vérifier  s*îïs  conviennent , 
^  ^ë^tti^yràis8ifii'  âui'quénes  ceïte  vérification  aurait  ^lé- 


que 

question.        ,  , 

~  '^*Gèitë  îià^frcWé  Iribniïsfé'ra  'donc,  si  Von  procède  par  déduc- 

^oti','*â'^^i^l5r  des  con3ïtîotjs  de  la  question,  à  en  tirer  aes 

^MVéc^netfces  eii  lès  supposant  satisfaites,  jusqu  à  ce  que 

ïtfH'^aWlVë  aiii  comparaisons  d'où  résulteront  les  équa- 

ilofli'V'eé'^a^lcfelnséquent  c'e$t  la  raéttodè  analytique  qui 

conduira  aux  équàtioiis  du  problème.  Et  si  Ton  procède  par 

™UfctîHH ,  (iii  suivra  encore  la  miafrclie  analytique.  Mais 

*^îrtfi  Ttffi'oii*l*aiitre'cas,  ^ï  la  réciprocité  nV  pas  lieu,  i( "y 

^ffifi*^3HiV6ïtitiôns  étrangères' ou  déi  solutions  perdues.- 

î''SÎ*îjà'V|ilèstiOn  ddit  condûî^^^      plusieurs  é(juatîx)n^,  la 

^efflîdatfife'' se  'décomposera  naturellement  en    plusieurs 

iuïifeiijJ^i'i' on's^^^  sWcessivemeht.  Toutes  les  fois 

-ilRUô-Jg  ^tlisfïon'peut  être  décomposée  en  plusieurs  autries, 


on  commence  par  opérer  cette  réduction,  qui  est  la  pre- 
m^k  cfiiisé  ïnaïqiiée  par  rànâïyse. 

■'"MO: '-Tëlte'eAtlà  àiil-di'é  géhérâTé'â  èUivt-'é  iidûi' famèûer 
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tion  varie  avec  la  nature  de  la  question,  et  peut  offrir  des 
difficultés  lorsque  les  conditions  sont  compliquées;  mais 
on  n^en  peut  dire  davantage  tant  Kjue;  la'nature  de  ces  con- 
ditions reste  indéterminée;  et  l'on  en  comprendra  toutlV 
vantage  si  Ton  réfléchit  que,  quand  des  conditions  sont  bien 
comprises,  il  doit  en  général  être  assez  facile  de  vérifier  si 
elles  sont  remplies. 

Cette  règle  est  indépendante  de  la  nature,  tant  des  ques- 
tions proposées,  que  des  équations  auxquelles  elle  conduit. 
Il  y  a  des  classes  d'équations  pour  lesquelles  on  peut  don- 
ner des  procédés  généraux  de  résolution  ;  il  en  est  d'autres 
pour  lesquelles  on  n'en  coi^nalt  pas.  Mais,  dans  jtous  Jesc9fi 
cette  réduction  des  problèmes  à  la  résolution  dç^  éqiijltioDS, 
est  un  premier  pas  nécessaire;  et  le  problème  i^uqi:^  on 
est  ainsi  ramené  forme  une  partie  considérable  de  la  science 
des  nombres. 

C'est  de  ce  problème  que  nous  alloua  commencer  à  nous 
occuper. 


m;       I 


Wfflfii'MW'^fô'èâV'éWiî  iJà'il  hy  ii  feiiy  seule  mconnue;' 

.'.nod  /;  'i'KA(yiiljan»yftiii>lb»faieBUiiq'imfobktlil.^»  '  ''*'  ^"'^   ^ 

112.  Une  équation  du  premier  degré  à  une  seule  incon- 
nue ne  peut  avoir  que  deux  espèces  de  termes,  les  uns  tout 
connus,  les  autres  renfermant  comme  facteur  Tinconnue 
au  premier  degré. 

Pour  diriger  la  suite  des  déductions  ou  réductions  à 
faire,  il  suffit  de  remarouer  que  Téquation  sera  résolue  si 
die  est  ramenée  à  une  autre'Hont  un  des  membres  soit  Tin- 
connue  et  Tautre  un  nombre  connu  :  c'est  donc  vers  cette 
forme  d'équation  qu'il  faut  tendre. 

Toutes  les  transformations  des  équations  sont  fondées 
sur  cette  considération  évidente  qu'en  effectuant  une  même 
opération  quelconque  sur  les  deux  membres  qui  sont  égaux, 
^i^  a  des  résultats  égaux.  Delà  se  déduisent  immédiatement 
1^8  règles  pour  faire  disparaître  tous  les  dénominateurs, 
et  pour  faire  passer  les  termes  d'un  membre  dans  Tautre. 
Cela  posé,  on  voit  qu'on  aura  fait  un  pas  vers  la  forme 
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cherchée,  en   faisant  passer  tous  les  termes  connus  ds^^^j 


un  même  membre  et  tous  les  termes  inconnus  dans  rauL^r-^ 


On  aura  ainsi  une  nouvelle  équation  qui  sera  la  con^^ 
quence  de  la  première,  et  réciproquement. 

On  en  déduira  une  autre  plus  voisine  encore  de  cell^  j 
laquelle  on  veut  arriver,  en  réunissant  tous  les  mullip]/. 
cateurs  de  l'inconnue,  avec  les  mêmes  signes  que  les  termes 
correspondants.  Cette  nouvelle  équation  indiquera  queie 
produit  de  Tinconnue  par  un  nombre  connu  est  égal  à  un 
autre  nombre  connu.  L'inconnue  est  donc  ^ale  au  quo- 
tient de  ce  dernier  par  le  facteur  connu  ;  et  le  problème  est 
résolu. 

113.  Cette  marche  est  générale,  et  son  application  ne 
peut  oflrir  aucune  difficulté.  Néanmoins  la  formule  géné- 
rale que  Ton  déduirait  d'une  équation  où  les  données 
seraient  représentées  par  des  lettres,  pourrait,  dans  certains 
cas  partiauliers,  prendre  une  forme  singulière  ]  et  il  est 
bon  d'en  prévenir,  afin  d'éviter  quelques  embarras,^  onde 
fausses  interprétations.  C'est  ce  que  nous  allons  f^ûrebriè- 

vepoient. 

Représentons  par 

(i)  .  Aar  =  B 

l'équation  à  laquelle  on  est  parvenu  en  faisant  passer  tous  li&i 
les  termes  connus  dans  un  membre,  et  tous  les  termes  in-  itro| 
connus  dans  l'autre.  On  en  tire  Vren 

B  i'" 

(a)  ^'^a'  ^^ 

et  dans  chaque  pas  particulier  on  connaîtra  la  valeur  |^^ 
de  X,  en  mettant  dans  A  et  B  les  valeurs  particulières  t^^ 
données  aux  quantités  représentées  par  les  lettres.  l^ 

Or,  pour  certaines  valeurs  particulières  de  ces  lettrq^)  î^ 
pourrait  arriver  que  la  somme  des  termes  positiâ  tiil  égale  a 


114. 
sit 
ns 
s 
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lie  des  n^alifs  dans  A  on  B,  ou  même  dans  tous  les  deux  ] 
pourrait  même  arriver  que  la  somme  des  termes  négatifs 
t  supérieure  à  celle  des  termes  positifs.  Dans  le  premier 
$j  A  ou  B  seraient  zéro^  dans  le  second,  après  avoir  ôté 
;  Fieiisemble  des  termes  positifs  un  nombre  égal,  il  reste- 
lit  l'indication  de  la  soustraction  d'un  nombre  de  rien, 
ar  exemple  *-*  5  •  Quelles  conséquences  doit-on  tirer  des 
)rmes  singulières  que  prend  la  formule  (a)  et  qui  sont 
eprésentées,  les  premières  par 


o  B  o 

A  o  o 


les  secondes  par 


—  M  M  —M 


cm  nous  désignons  par  M,  N  les  nombres  équivalents  k 
l'excès  de  la  somme  la  plus  grande  sur  la  plus  petite,  quelle 
^oesoit  celle  qui  l'emporte  dans  A  ou  B?  Nous  allons  exa- 
Duner  successivement  toutes  ces  formes. 

m.  Nous  dirons  d'abord  généralement  que.  lorsqu^tine 
proposition  déduite  d'autres  propositions  présente  dans 
certains  cas  particuliers  quelque  chose  d'obscur  et  quel- 
pefois  même  d'inintelligible,  ce  n*est  pas  en  elle-même 
^'il  faut  Tétudier^  et  c'est  malheureusement  ce  que  Ton 
Ut  tiK)p  souvent.  C'est  aux  propositions  précédentes  qu'il 
faut  remonter;  il  faut  examiner  ce  qu'elles  deviennent  dans 
ce  cas  particulier  et  quelles  conséquences  elles  peuvent 
donner  alors.  Sans  doute,  il  attrait  mieux  valu  tout  pré- 
voir avant  de  tirer  la  conséquence  générale,  et  alors  rien 
ti^arait  plus  embarrassé  ;  mais  sf  on  ne  l'a  pas  fait  d'abord, 

iilfiflitle  faire  quand  le  besmn  s'en  fait  sentir;  et  c'est  ainsi 

^etioas  allons  éclaircir  tout  ce  que  les  six  expressions  pré- 

tidfitet  peuvent  présenter  de  sinf^Her. 
t*  Si  dans  Inéquation  (i)  B  se  trouve  égal  à  aëro,  ^  doit 

8. 
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être  (el,  que  multiplié  par  un  nombre  il  donne  un  prodùii 
nul  ]  il  est  donc  nul  lui-même.  La  forme  ~  indique  donc 

A 

zéro. 

2^  Si  A  =  o  seulement,  les  termes  en  x  sedétruiseut 
dans  (i)  ;  et  B  n^étant  pas  nul,  Téquation  est  impossible.  La 

B 

forme  —  annonce  donc  l'impossibilité  de  satisfaire  à  Véqaa- 

tion,  et  par  suite  à  la  question  dont  elle  était  la  consé- 
quence. 

3^  Si  ou  a  à  la  fois  A  =  o,  B  =  o,  tous  les  termes  se 
détruisent,  quelque  valeur  qu'on  suppose  à  a:,  et  l'équa* 

tion  (i)  sera  toujours  satisfaite^  la  forme  -9  que  donne 

dans  ce  cas  la  formule  générale  de  x,  annonce  donc  une 
indétermination  complète.  Tous  les  nombres  conviennent 
k  la  question. 

4^  Si,  en  effectuant  les  additions  et  les  soustractions  dans 
A  et  B,  on  trouve  qu'elles  sont  possibles  dans  Tun,  mais  im- 
possibles dans  l'autre,  parce  qu'il  resterait  TindicaUon 
d'une  soustraction  à  effectuer  quand  il  ne  resterait  plus 
rien ,  d'où  il  résulterait  qu'en  faisant  passer  tous  les  termes 
dans  un  même  membre  la  somme  de  deux  quantités  devrait 
être  nulle,  tandis  que  l'une  des>deux  au  moins  ne  l'est  pas, 
il  n'y  a  donc  aucun  nombre  qui  satisfasse  à  l'équation  (i), 
et  si  elle  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  question, 
celle-ci  ne  peut  non  plus  être  satisfaite  par  aucun  nombre. 

5^  Enfin,  si  les  deux  expressions  A  et  B  sont  négatives, 
c'est-à-dire  si  lés  soustractions  sont  impossibles  dans  Tune 
et  l'autre,  cela  annonce  seulement  que  dans  l'ignorance  où 
Ton  était  des  valeurs  que  devaient  prendre  dans  ce  cas  par- 
ticulier les  lettres  qui  se  trouvaient  dans  ces  deux  expres- 
sions, on  a  choisi  les  membres  qui  ne  convenaient  pas,  poiir 
y  faire  passer  respectivement  les  termes  connus  et  led  ter- 
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es  inconnus.  En  reprenant  le  calcul  et  les  faisant  changer 
membre  d'une  manière  inverse,  les  signes  de  tous  les 
rmes  seront  changés;  les  soustractions  seront  donc  pos- 
>les  et  donneront  pour  reste  l'excès  qu'on  trouvait  affecté 
.  signe  — .  On  trouvera  donc 

M 

N 

lieu  de 

—  M 


X 


—  N 


3Ù  Ton  tire  cette  conséquence,  que  lorsque  la  formule 
nérale  de  l'inconnue  donnera  pour  ses  deux  termes  des 
»mbres  affectés  du  signe  — ,  il  faudra  tout  simplement 
pprimer  ces  deux  signes,  et  on  aura  la  solution  de  la 
lestion. 

Mais  il  faut  bien  se  garder  de  dire  que  c'est  d'après  la 
gle  des  signes  démontrée  dans  la  division  des  polynômes 
l'il  faut  chercher  le  signe  du  quotient  de  deux  quantités 
fgalives  :  ce  seraient  des  mots  qui  n'auraient  aucun  sens, 
ti  a  reconnu  dans  la  division  que  quand  les  termes  de 
!gré  le  plus  élevé  dans  le  dividende  et  le  diviseur  étaient 
Pectés  du  signe  — ,  ils  faisaient  connaître  un  terme  ayant 
signe  +  dans  le  quotient;  et  c'eût  été  improprement 
l'on  aurait  appelé  cela  diviser  deux  quantités  négatives 
me  par  l'autre.  De  même,  dans  le  cas  actuel,  nous  recon- 
issons  que  quand  la  formule  générale  de  x  conduit  à  Tin- 
cation  insignifiante  d'une  division  dont  les  deux  termes 
nt négatifs,  on  aura  le  vrai  résultat  ep  divisant  simple- 
enl.ces  deux  nombres  sans  aucun  signe  \  et  nous  ne  disons 
ème  pas,  comme  dans  la  division,  que  le  quotient  doit 
re  affecté  du  signe  -f-;  car,  que  voudrait-on  dire  en  met- 
nUe  signe  +  devant  un  nombre  qui  n'est  ajouté  à  aucun 
litre? 
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ÉQUATIONS    DU   PREMIER   DEGRÉ   A   PLUSIEURS    INCONNUES. 

115.  Comme  cet  ouvrage  n'est  pas  un  traité,  et  qu'il  n'a 
pour  objet  que  Tétude  des  méthodes,  Tenchainement  des 
théories  et  l'esprit  des  diverses  conceptions  qui  s'y  intro- 
duisent, nous  nous  bornerons  à  la  considération  des  équa- 
tions à  deux  inconnues.  La  complication  qui  résulterait 
d'un  plus  grand  nombre  d*inconnues  n'ajouterait  rien  aux 
idées  générales  que  nous  nous  proposons  de  présenter  ici, 
et  ne  pourrait  par  conséquent  que  leur  faire  perdre  de  leur 
clarté. 

On  reconnaît  d'abord  que  si  l'on  n'avait  qu'une  seule 
équation  entre  deux  inconnues  a?,  y^  le  problème  serait 
indéterminé  \  car  si  on  mettait  au  lieu  d'une  de  ces  deux 
lettres  un  nombre  arbitraire,  il  resterait  a  satisfaire  à  une 
équation  à  une  seule  inconnue,  et  l'on  rentrerait  dans  la 
question  précédente. 

Supposons  donc  qu'il  y  ait  deux  équations  entre  or  et  J^ 
et  prenons  d^abord  un  cas  particulier,  par  exemple  celui 
des  deux  équations 

(i)  4^-*- 5/ =34, 

(2)  2ar  — 3^-=    6. 

La  question  est  de  trouver  deux  nombres  qui,  mis  respec- 
tivement dans  ces  deux  équations  à  la  place  de  x  et  j",  ren- 
dent les  premiers  membres  égaux  aux  seconds. 

Si  Ton  pouvait  déduire  des  équations  (i)  et. (a)  une 
équation  où  il  n'y  aura  que  Tune  des  deux  inconnues,  sa 
détermination  serait  facile,  puisqu'elle  serait  ramenée  i  1^ 
question  précédente.  Or,  on  y  parviendra  en  observant  qu* 
si  on  connaissait  la  valeur  de  x  et  qu'on  la  substituât  dans 
les  équations  (i)  et  (2),  elles  devraient  être  satisfaites  pari» 
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aleur  cherchée  dej^  et  par  conséquent  si  on  tirait  de  Tune 
es  deux  la  valeur  de  j  et  qu'on  la  remit  au  lieu  de  j^  dans 
autre,  cette  dernière  devrait  aussi  être  satisfaite;  mais  en 
lisant  cette  même  opération  sans  connaître  or,  on  obtiendra 
on  une  équation  satisfaite,  mais  une  équatioti  à  satiàfaire, 
:  qai  ne  renfermera  plus  que  l'inconnue  x^  ce  qui  est  pré-^ 
sèment  ce  que  l'on  avait  en  vue. 

Tirant  donc,  par  exemple,  la  valeur  de  jr  de  Téqua- 
on  (i),  nous  obtiendrons 

^)  ^  =  —3-' 

t  la  reportant  dans  (i),  nous  aurons 

[)  4^  +  5.1î^  =  34, 

t  il  est  facile  de  voir  que  le  système  des  deux  équations  (3  )^ 
{),  qui  se  déduit  des  proposées  (i),  (2)1  les  entraine 
^ciproquement.  En  effet,  si  (3),  est  satisfaite  par  des 
aleurs  de.  j?  et  ^,  en  chassant  le  dénominateur  3,  et  chan- 
tant les  termes  de  membres,  ou  retombe  surTéquation  (a) 
ni  sera  par  conséquent  satisfaite  par  ces  mêmes  valeurs; 
Téquation  (1)  sera  aussi  satisfaite  par  les  nombres  qui 
itisfontà  (3)  et  (4),  puîsquen  y  mettant  d'abord  pourj)^ 

valeur — — ?  qui  satisfait  à  (3),  elle  devient  précisé- 

ient  (4);  (i)  est  donc  satisfaite  parles  nombres  qui  satis- 
mtà  0)  et  (4)\ 

Et  par  conséquent  il  y  à  réciprocité  entre  les  deux  sys- 
îmes  d'équations  (i),  (2)  et  (3),  (4). 

La  question  est  donc  ramenée  à  la  résolution  des  deux 
quatîons  (3),  (4)'  La  dernière,  traitée  suivant  les  règles 
ionnces  pour  les  équations  à  une  seule  inconnue,  conduit  à 


-.'  ■  i 


«  =  6, 
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et  par  suite  (3  )  donnei*a 

Ces  valeurs  étant  les  solutions  uniques  du  système  (3),  (4  ) 
seront  aussi  les  solutions  uniques  des  équations  proposées  • 

Et  comme  nos  raisonniements  sont  indépendants  des 
nombres  particuliers,  et  même  des  signes  des iennes,  noixs 
pouvons  établir  la  règle  suivante  : 

«  Pour  résoudre  deux  équations  du  premier  degré   à 
deux  inconnues,  il  faut  tirer  de  l'une  la  valeur  de  l'une  des 
inconnues  comme  si  l'autre  était  connue;  substituer  dans 
l'autre  équation  cette  expression  à  la  place  de  Tinconnae 
qu'elle  représente;  résoudre  Véquation  à  une  seule  inconnae 
qui  en  résulte,  puis  reporter  la  valeur  de  cette  dernière 
inconnue  dans  l'expression  obtenue  pour  l'autre,  dont  on 
aura  ainsi  la  valeur.  » 

Cette  méthode  est  applicable  à  tous  les  cas  particuliers, 
mais  il  est  utile  de  renfermer  tous  ces  cas  dans  des  formules 
générales,  et  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  nous  bornant 
encore  au  système  de  deux  équations.    ' 


CHAPITRE  XV. 

FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LES  DIVERS  CAS  QUE 
PRÉSENTENT  LES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A  DEUX  INCONNUES. 


116.  Nous  avons  donné  un  moyen  d'obtenir  des  résul- 
tats indépendants  des  valeurs  numériques  des  données  des 
questions  d^espèce  quelconque.  Ce  moyen  consiste  à  repré- 
senter ces  données  par  des  lettres,  et  à  suivre  la  même 
marche  que  pour  une  question  particulière  de  même  es- 
pèce. Nous  devrons  donc  dans  le  cas  actuel  représenter  par 
des  lettres  les  coefficients  des  inconnues  x  et  y,  ainsi  que 
les  termes  tout  connus,  et  appliquer  la  règle  de  résolution 
{uenous  venons  d'indiquer. 

Nous  généraliserons  ainsi  sous  le  rapport  des  nombres  ; 
Uais  comme  les  équations  comportent  diverses  combinai- 
ons  pour  les  signes  des  termes,  il  sera  nécessaire  d'à- 
oîr  les  formules  générales  des  inconnues  x  et  j^  pour 
'S  divers  systèmes  d'équations  correspondants  à  ces  dif- 
^rentes  combinaisons  de  signes,  réduites  au  plus  petit 
Ombre  possible. 

Nous  pouvons  toujours  faire  passer  les  termes  tout  con* 
Us  dans  un  même  membre  où  les  soustractions  soient 
ossibles,  de  sorte  qu'il  n'y  a  lieu  de  considérer  que  les  di- 
erses  combinaisons  de  signes  des  membres  qui  renferment 
'  et  j^,  et  dont  encore  on  pourrait  omettre  celles  où  toutes 
-â  soustractions  sont  impossibles  dans  les  premiers  mem- 
bres. Chacun  de  ces  derniers  donnerait  ainsi  trois  combi- 
naisons possibles  de  termes  positifs  et  négatils^  qui  pour-* 
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raient  être  considérées  successivement  avec  toutes  celles  d^ 
Tautre.  Il  faudrait  considérer  ces  neuPcas  séparément,  si  oi 
voulait  distinguer  la  première  équation  de  la  seconde;  sa.zi< 
quoi  il  y  en  aurait  quelques-uns  qui  rentreraient  les  uzi^ 
dans  les  autres. 

Nous  allons  chercher  les  formules  qui  se  rapportent  à 
quelques-unes  de  ces  combinaisons  de  sigfies. 

i^  Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  et  le  plus 
facile  à  retenir,  celui  ou  tous  les  termes  sont  positifs;  et 
soient  les  deux  équations 

(i)  ax-hbx^^Cf 

(a)  a'x-hb'xzzief. 

En  tirant  la  valeur  de  y  de  la  première,  et  la  reporta  ^^^ 
dans  la  seconde,  on  obtient 


«',4-*'(î=^)=c'; 


et  il  est  facile  de  voir  que  le  système  des  équations  (i)  et  (c 
est  équwalent  à  celui  des  deux  suivantes, 

(i)  flra:4-^j  — /?, 

(3)  «';.  +  6'(i:iff)=c'. 

D'abord  ce  dernier,  étant  conséquence  du  premier,  sera  .' 
tisfait  par  les  valeurs  de  a:  et  ^  qui  satisfont  au  premier 
En  second  lieu,  supposons  que  certaines  valeurs  m 
pour  a:  et  y  satisfassent  à  (i)  et  (3);  il  s'ensuivra  d'aprè? 

que  — -. —  sera  égal  à  la  valeur  mise  pour  j^  et  par 

séquent  (3)  apprend  que,  pour  les  valeurs  substitué 
somme  a'x  -^h'y  est  égale  à  c',  comme  l'exige  1' 
tien  (*i).  Donc  le  système  des  valeurs  substituées  à  ; 
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dans  (i)  et  (3)  fatisfera  aussi  aux  tfqnattonft  pn^poiëet  (t) 

et  (a). 

Ce  raisonnement  que  nous  Yenons  de  faire  avec  beau- 
coup de  détail  se  représentera  souvent,  et  nous  ne  le  repro- 
duirons que  très-succinctement. 

Maintenant  il  est  facile  de  trouver  les  valeurs  de  a?  et  j 
qui  satisfont  à  (k)  et  (3),  puisque  cette  dernière  ne  ren- 
ferme qu^une  inconnue. 

Elle  donnera  facilement 

et  la  reportant  dans  (i),  on  trouvera 


(5)  r  = 


flr'  —  ca' 


Telles  sont  Jes  formules  des  valeurs  de  ar  tx.  y  qui  ré- 
solvent le  système  (i)  et  (a),  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  données  a,  i,  c,  a\  i',  c^  El  nous  devons  dire  qu'on 
pourrait  aussi  bien  les  écrire  en  changeant  le  sens  des 
soustractions  à  leurs  numérateurs  et  dénominateurs,  parce 
^u^on  ne  sait  pas  de  quel  côté  faire  passer  les  termes  tant 
que  les  coefficients  restent  généraux.  Nous  avons  vu  com- 
ment il  fallait  traiter  la  forma  singulière  qui  pouvait  en 
résulter  dans  les  cas  particuliers. 

Prenons  maintenant  la  combinaison  suivante  des  signes 

H- et—, 

t 

(?)  .  a'x-^b'y  =  c'. 

I^a  première  équation  donnera 


y  = 


b 
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et  en  la  reportantdans  la  seconde  on  obtiendra 


a'»  +  b'{^f^\  =  ^. 


D'où  Ton  tirera 
et,  par  suite, 

Ces  formules,  qui  sont  différentes  de  (4)  et  (5), 
la  solution  des  équations  (6)  et  (7),  quelles  que  s( 
Yaleurs  des  données  a,  &,  c, . . . . 

117.  Considérons  encore  cette  autre  combîni 
signes, 

>  (ip)  ax'-'bx  =  C9 

(11)  a' X  —  by:=:c'. 

% 

Les  mêmes  calculs  conduiront  aux  formules  sur 

qui  conviendront  aux  équations  (10),  (11)^  qu( 
soient  les  yaleurs  numériques  attribuées  aux  lettre 
On  trouverait  de  même  les  formules  qui  se  r 
raient  aux  autres  combinaisons  de  signes;  et  leur  < 
donnerait  la  solution  complète  des  équations  du 
degré  à  deux  inconnues. 

118.  Remarque.  —  Les  équations  à  trois  inco 
ramèneraient  au  cas  de  deux  inconnues,  en  tirant 
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Is  la  valeur  d'une  inconnue  exprimée  au  moyeu  des 
Lires,  et  la  substituant  dans  les  deux  autres  équations. 

raisons  que  nous  avons  données  ci-dessus,  nous  ne 
n  occuperons  pas.  Mais  on  doit  juger  combien  se 
*ait  augmenté  le  nombre  des  combinaisons  des  signes 
s  trois  premiers  membres,  et  combien  il  deviendrait 
i  de  retenir  les  formules  relatives  à  ces  divers  sys- 

Et  la  difficulté  serait  telle  pour  un  nombre  plus 
d'équations,  qu'il  faudrait  renoncer  à  conserver  le 
L  de  toutes  les  formules  nécessaires  à  la  solution  com- 
et  se  borner  à  les  chercher  dans  le  cas  particulier 
1  aurait  besoin. 


w;.  j  iJii     iiijjiijai; 


CHAPITRE  XVL 

GÉNÉRALISATION  DÉS  FORMULES  PAR  LTOTRODUOTON 

DÉS  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 


ii9.  Le9  procédés  iden tiques  que  nous  avons  suivis  pour 
obtenir  lef  formules  des  inconnues^  en  parlant  d'équations 
différant  lés  unes  des  autres  par  le  seul  chaiigenient  de 
signe  de  certains  termes,  devaient  nous  conduire  à  des  ex- 
pressions composées  des  mêmes  termes^  et  ditTérant  tout  au 
plus  pai'  les  signes  de  quelques-uns  d'entre  eux.  C'est  en 

effet  ce  que  montrent  les  formules  (4) 9  (^) 9  (S) )  (9) )  {^^)A^^)^ 
et  ce  que  montreraient  celles  que  donneraient  les  combi- 
naisons que  nous  n'avons  pas  considérées.    .  . 

L'inconvénient  d'avoir,  pour  la  solution  complète  d*une 
même  question,  tant  de  formes  diverses  qu'il  peut  être 
nécessaire  de  combiner   ensuite  avec   d'autres   formules 
multiples  elles-mêmes,  et  la  remarque  que  ces  formes  di- 
verses se  composaient  de  termes  identiques,  alfc^rtés  seule- 
ment de  signes  qui  n'étaient  pas  tous  les  mêmesy  ont  porté 
à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  les  réunir  toutes 
dans  un  type  unique,  d'où  l'on^ferait  sortir,  suivant  une 
règle  bien  déterminée,  les  formules  relatives  à  toutes  les 
combinaisons  possibles  des  signes  dans  les  équations  pro^ 
posées.  Cette  formule  générale,  qui  à  elle  seule  renferme- 
rait toutes  celles  qui  correspondent  à  toutes  les  variétés 
que  comporte  la  question,  en  donnerait  la  solution  la  plu.» 
parfaite  que  Ton  puisse  désirer. 

Voyous  d,Qnc  à  quel  prix  on  poui'rait  acheter  un  pariai* 
avantage*  .   ,  »     h.,  ... 
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190.  Comparons  aux  calculs  du  premier  cas  ceux  qui  se 
.^apportent  à  toutes  les  autres  combinaisons  de  signes;  et 
2>our  cela  rendons-les  aussi  semblables  que  possible,  afin 
^ue  l'analogie  qui  doit  exister  entre  les  formules  finales, 
.siinsi  que  les  dissemblances  qui  doivent  s'y  trouver,  puissent 
^tre  prévues  et  démontrées  avant  même  que  ces  formules 
âs  oient  trouvées. 

Commençons  par  la  comparaison  du  second  cas  au  pre* 
:i3caer,  et  assujettiasons-uous  à  faire  le  calcul  absolument  de 

même  manière,  à  faire  passer  les  termes  correspondants 
ans  les  mêmes  membres,  même  lorsque  les  aoustractions  y 
seront  impossibles;  divisons  par  les  coefficients  correspon- 
liants  à  ceux  par  lesquels  on  a  divisé  dans  le  premier  cas, 
^xiéme  quand  ces  coefficients  seraient  précédés  du  signe  — . 
l^a  discussion  que  nous  avons  faite  des  signes  du  numéra- 
t^our  et  du  dénominateur  des  formules  tirées  des  équations 
^  UDe  seule  inconnue,  ne  permettra  pas  quMI  se  trouve  la 
^=iaoindre  difficulté  dans  l'interprétation  des  résultats. 

En  agissant  ainsi  nous  rendrons  les  ressemblances  et  les 
dissemblances  des  deux  calculs  bien  plus  faciles  à  suivre 
Jxjsqu'à  la  fin;  et  la  division  d'une  quantité  négative  par 
'^^ne  quantité  négative  nous  représentera  seulement  le  quo« 
^ient  des'deux  mêmes  nombres  sans  signes,  que  Ton  aurait 
^^'nsà  considérer  si  on  avait  fait  passer  les  termes  respecti- 
'V'ement  dans  les'  membres  différents. 

Soient  donc  les  deux  systèmes  d'équations 


C«)  ax  —  by  =  ç^ 

(P)  a'x-i-by=c'; 

En  tirant  de  la  première  de  chacun  des  deux  la  valeur 
de  jr,  et  laissant  cette  inconnue  dans  le  premier  membre> 


on  aur^jj  ,;  ..,  .  i  -|^,.j  :y  p  jïi'jirvjilib  jn  (  oj  J'j  (ii.)  oi  ini  • 
•    .;  ,  l'HMjo/a  II  <V —  nu  fpTjmuAh  JÎBilnjJil  If  (c)«iiri 

signe  de  8eé'Më^]S^^^rf4  ]Q>'éRVfisioff'ë&t  WsbiSSi'"''  ''! 

SaI)8tUuttnf'dlWèlà'»iuà«ohS''f^^ 
qui  ne''dtfl»ifem^>c^Hi  ^Ilë^Wfta^érfêAi^ay'R  ^iP-^'M' 

,  I  P'.|i>fr  h  m'iï'o  utoir.i'iuoq  «olI.)  iip JiîDiiiiljJ^nig  «•^%'.nJiJt' 
I  -n;,    •  ■)|n:»f;  «:>,i!J  «  ?IIOljTrû|>fï  v.;>b  Ojiiil  «itlO/Ê  eiJOH  9"P 

Chassons  maintenant  l^^élSabiifftiréltiïtt'^IIMiâ  t'UH'MSins 
Tautre;  la  prei^îij&re^oviendra         ^^^^       ,\^ 

(5)  ■"^«'xV^'(c-«X-f::L^c'." 

Quant  à  Véqnm6Â'^i^y6m'\m'mr§im 
c  -  ax\ei  ^  h^éi^f^h^^^^^^^ 

qu'on  itttùhiiplîe  fes  lëfttfë  "  '  ""  "^  "'  ^  -f-»—" ««tci 
leutis  signé*?,' bA"alii*i 

véritabk  qiié'i«ihîëiitiè  lbù/^s%ïifeeS^*fefe'^oltl^(/li^iî^^^|^^^ 
signe,  ce  qui  né  ^Jëàf  ^dbttïënm^'dlffi'èlA^.'sfeaâ^^èT^^ 
donc  chasser  le  .dénominateur  —  &.^  faii^nt  les  multipli- 
cations paj;^  — fty  d*àprè's  la  règle  dé^^îgneèrdS montrée  pour 
les  polynômes,  et  quî  n'auriiit^aucun  seni  HanT  le  cas  ac- 
tuel. Nous  aurons  ainsi 

.     .     {    y  i  M' ;.•)'>!"  ;^-ni')ifi  l'jfniid  ^.'il  î'.'tnb  çincn3Jin6»^^  ' 

(0         •         ,.  :r-^^ls^r.i^^(^n{$imP^ktvi^ïT-^A^'^^^^  ■' 
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comme  (4)  et  (S)  ne  ditléraient  que  par  le  changement 
signe  de  i,  (5)  et  (e)  ne  différeront  aussi  qu^eu  ce  que 
Ds  (5)  il  faudrait  changer  ben  —  &  et  exécuter  les  mul- 
Jicalions  suivant  les  règles  des  signes  dans  le  cas  des  po- 
iÔQies>  quoiqu'il  n'y  ait  ici  aucun  sens  à  y  attacher. 
En  faisant  passer  maintenant  les  termes  connus  des 
aations  (5)  et  (b)  dans  le  même  membre,  et  réunissant 
termes  en  x  dans  l'autre,  la  même  analogie  se  main- 
ndra,  et  aura  encore  lieu  dans  les  formules  de  x  tirées 
us  l'un  et  l'autre  cas  :  de  sorte  qu'avant  d'achever  ce  cal- 
I,  on  est  assuré  qu'on  passera  de  la  formule  de  x  qui 
ivient  au  système  (1),  (a),  à  celle  qui  convient  à  (a)»  (j3), 
changeant  ben  —  b  dans  la  première,  et  entendant  que 
multiplications  se  feront  suivant  les  règles  démontrées 
ur  les  quantités  négatives  non  isolées.  Et  pour  Tune  et 
atre,les  singularités  qu'elles  pourraient  offrir  dans  des  cas 
rticuliers,  se  traiteraient  d'après  la  discussion  complète 
e  nous  avons  faite  des  équations  à  une  seule  inconnue* 
Les  valeurs  ainsi  trouvées  serpnt 

_  cb'  ^  hc'  __  cb'  4-  bc' 

reste  maintenant  à  comparer  les  valeurs  de  y* 
Or,  les  expressions  (3)  et  (y)  ne  différant  qtie  par  le 
angement  de  signe  de  b^  si  Ton  y  remplace  x  par  les  va- 
U's, trouvées  qui  ne  diffèr.ent  qu'eu  cela  Tune  de  l'auti^e, 
i  ttpuyera  des,  e:i^pressions  qui  ne  différeront  au^ai  que 
\x\k  l'une  de  l'autre*,  ces  expressions  seront 


r= r— et    y^ 


—  6 


)i maintenant,  dans  les  numérateurs  de  ces  deux  formules, 
>n  réduit  l'entier  au  même  dénominateur  que  la  fraction, 

9 


i3o  scieucb  des  «ombres. 

on  passera  toujours  du  premier  au, second,'  pair  le  m^e 
changement  ;  s'il  y  a  des  termes  ou  des  facteurs  qui  se  dé- 
truisent d'un  côté)  lès  cot^sp^dants  se  détruiront  de 
Tautre;  et  Ton  voit  enfin  que  là  iràleur  dey  dans  le  second 
système  ne  différera  aussi  de  cdle  du  pr^miçr  qv\.e  par  le 
changement  de  o  en  —^6,  soucia  condition  exjpressè  <{ue 
les  multiplications  bu  divisions  se  fe|K)nt  suivant  les ir^Iès 
qui  Diront  de  sens  que  dans  le  cais  des  polynômjes. 


\-  :-•    .-.'.>    IIV 


\jH.  Remarque.  —  Nous  aurioqs  bien  pu  arrivei' 
immédiatemebt  à  cette  conclusion  par  la  comparaison  im'* 
médiate  tïés  formules  {4),  (S)  let  (8),  (9)  du  chapîtrp  XV ; 
mais  on  n'^aurtiit  pas  reconnu  pourquoi  cela  devait  être  né- 
cessairement;  et  cela  n  aurait  donné  aucune  indication  re« 
lativement  aux  autres  cas,  . 

Au  contraire,  on  voit  clâirèineint  que  si ,  àa  lieu  de  pamr  \ 
dé  la  première  combinaison  dé  sighes  que  notis  aVons  c^oi-* 
sie,  on  partait  de  toute  autre^  en  y  comprenanjt  ))|èn|i^  teux 
des  seconds  membi^es  c^.,<;.^:  e|t qu'on  obtint' les >foroiqks 
de  oç  et  y  qui  s'y  i^apportfant^  si  Von  changeait; .daasjes 
équations  le  signe  4' un  seul  tenne^..]içs  nouveaux  ^çalcub^ 
faire  ne  différeraient  successivement  dtîs  autres  qi}e  par  1^ 
changement  de  $igno  du  coefiiçii^nt;  de  Cje.  tiermc),  sousi^ 
condition  expresse  d'effectuer  lasiiPp^rations..  d'après  les 
règles  des  signes  démontrées  dans  le  cas  des  -polj^ibm^h^^ 
qui  n*ont  ici  d'autre, objet  que  de  dptnerune-  îndicïetion 
commode  pour  conduire  aijqc.  signes  que  l-on|  a  d^Aooir^ 
que  les  termes  devaient  avoifé    :  .      ;;>..». 

Or  l'efiet  produit  dans  les  formujLea  ,desi  incopnues  pat 
un  seul  changement  de  signe  dans  les.  iefmes:  dies  inqon-' 
nues  fait  connaUre  de  proche  en  proche  l'effet  .qujljSei|ai^ 
produit  par  un  nombre  quelconque  de  changemenli  suO" 
cessifs.  .'■■■•■•  :'  ■■ 

Si,  par  exemple^  on  vetit  passer  des  iCbrtnuIlea  de  nottr^ 
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ffeinîer  di^  agites  ^e  dbnti'eraîfent'leâi  ëqùatîons  ' 

I        -ti*.»  'li?   1  j'»i»  ••■'     iV^.        î  ! V-  i      ?■      >  •■        •' 

on  partira  d^ès  formules  correspondantes  au  simple  clian- 
gement  de  sîàne  de  5,  et  dans  celles  que  Ton  obtiendra  ou 
léra'le  cUangcment  de  signe  de  a'  suivant  la  loi  démontrée. 
Il  en  résultera  que  les  termes  qui  dans  les  premières  ibr* 
mules  renfermaient  les  deux  coefficients  b  et  a'  auront 
cttange  deux  fois  de  signe,  et  par  conséquent  reprendront 
cemi  qu  119  avaient^  cqux  qui  ne  renfermaient  qu  un  seul 
des  deux  auron^t  change  de  signe,  et  ceux  qui  n  en  renter- 
maieut  aucun  seront  restes  tels  qu  ils  étaient,  c  est^a-dire 
que  Ion  n  aurait  qu  a  taire  la  substitution  de  7— 6  et  —a'  a  6 
et  a' dans  les  premières  formules  des  inconnues,  en  efiec- 
tuaut  touiours  les  multiplications  suivant  les  mêmes  règles. 

^''^Vmyiîàà^BiùnV  -^  Nous'Vènoh»  doucf'de  découvrir 
tlrfftti^eîttidé'ddàher  atrt:  formules  qàî  résôlvéflt  les  éqttà- 
^cms"  du  premier  degré  à  deux- '  inconnues  1^  plus  grand 
degré  pofi^îbte  de  géhéfàlîté.  Uiie  ^éule  formule  pbtrrcha- 
fctttfl  do  tfe^'îticdnriiie*^,  s^applîquei^à  ïiori-dèulèiiewt  a 
WéB  l0à»'Vïiletos 'nùih^éficjtrès  dès  cdeffideiits,' hiàîs  'en- 
<ioi^4!  tomej 'ie^  ahnbittaisoki^  fiô  sigties  des  termes  des 

"^ïieeiittiôyëti'coittttettô  S ' choisir  itiné'éertaine  combinaison 
'4êï«K»gitea^.  j^t  ifervîr  de  tj^,  ètf'fc  détermiber  les  for- 
mules qui  s'y  rapportent.  Il  est -ntfttirel  de 'chViisîr  celle 
qti*  est  la  plus  bimple  et,  par  suite,  Ifatplàs  facile  à  re- 
tenir, <;èlle  où  tous^  les  termes  ont  le  même  signe.  Pour 
*Plfliqtor  cette  formule  à  un  cas  particulier  quelconque, 
où;  Itis' termes 'auront  des  coefficieàfs  et  des  signiès  quel- 
conques, il  suffira  d'y  remplacer  les  lettres  par  ces  coef- 
fi^m^  affectés  des  signes  de  ces  termes  j  et  de  traiter  ces 

9- 
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quantités,  négatives  diaprés  les  règles  démontrées  dans  les 
opérations  sur  les  polynômes.  Le  résultat  numérique  sera 
précisément  celui  kpjToii  atiraitj  tt^ifv^-éà  traitant  directe- 
ment ce  cas  particulier. 

123.  Observation.  -^  WoUsîJjié  saurions  trop  rappeler 
que  dans  ce  qui  précède  nous  n^ avons  attaché  aucun  sens 
aux  opérations  sur  les  quantités  négatives.  Nous  ne  nous 
sommes  servi  des  locutions  empruntées  aux  opérations 
sur  les^  polynômô^iqtte'f  cÀriJlidî^jiMt*  tl^utfe^niaiiièoe  ra« 
'pide  et  commode,  le  moyen  de  tirer  de  la  formule  type 
tous  Jofticas  parii«i|licip^4>Q3«ibles^^citt#i^S^qQftjqile  ^^Mon 
a  un,  tprxne(i«i'rd4Wv**W«o4«iu»ijtei^i(*.qpfei4anfi(^^ 
parti culieif  le^  c^^fSai^m^  to tMtki  5i 6 1  Je»  gp^i)€( >dvirittf  9te^  hTïî 
queidi)  plus:;!^  .cO«£QieâQ«t  Â'}Ah}h^(f[9^m^îA^i^hi%a^^më^ 
le  sigçe  ■+r^  il..ftiuL,Bemp!aKWi,46'>^ar,  'rôi^Q^fîe^ÇïigfîH 
on  avait  maltiplié>ljs$>.,tCtl*i»9SMT-7i5rQt  .•+Tr4)4a*%i4im¥?»^* 
leurs  polynômes,.  E^v^^^j'^^AÎ^  dati^j]m(aiUBè{êftft:rbrr.4v<>B 
ferait  le  pro!dmlt;de|i9-«'â  |uifîj^rfj4ijd>apAèar>Qea)iiu^^3«jiègtes, 

et  on  remplacerait  a^^pâËin^-i^cHo  ^ean'nhxijL  zoo  Sr^jr 
U  faut,  bien  ^^  gai|de¥  dei^pn^ndj^iJe  l49fâ|^id#^  «¥d 
autre  sens,  et  de.  voir^)daa»)'cft  indytia^CQBftii)Qde.d^iirg$H 
fermer  toutes Jes!^  £ftt^muIpsi/La8|s  iU2ie)£eii»le,ij(|bij^Ql'H^t>l& 
opérations  effectuéë^ittsiir  d$i&  quantités!  BËg^t^v^»  iisplé4$^ 
opérations  dontf  on .  a^  léourVentrd^m^tré Je3i  rè^^(>s9Îi^^ 
les  rattachant  vid^XLsemenit£àiâeUQ$)d€^(»^ljU3.^l^i 
cherchant  à, donner  .ùn«:  lexiéieowcp  r«e»,  êW^jfeç4fesi^^ 
et  raisonnant  comme  si  cette  repm«u4la4iaA  MvJ^itfi^H^ 
*  s'appliquait  .à-<tûuli4'i|j  -k  M:})ii.'j  •.:!>  Mh.ijijii|i?:;  iîti:>  «-.rj&l*. 

'-       .     u.'      I  ">   'H..d;,)t->i  '»    t  '.»  r?l£jJr,ff    !>i-i    u  1«j   ;>!.£., le 
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AUTRES  EXEMPLES  DE  GÉNÉRALISATION  PAR  I^  QUANTITÉS 


i« '  f. 


I 


^tiHïê^sê^dtoJkiïdèt^  (qaie4leëi  sofit  ]^>i(^é}t<6tls'  tiëcés'daires 
4?%iiytf  4«d  \:eêffficrent^^^àéra«sn()qu!^  pdlytiôaiesf  pou»  qtie 
l^^$^â>âër^ièéb(tUTte  «Ptkr  re«Mr6dli9Pltc}Ml  le«  tei^â  qui 
^^$M^rëdtm^Uttir0nsoii&le[)s^ênltr^ëUu^^  r^  ■• 

'K^ent  ces  conditions,  et^^ilHsuflSripÀur-isd'K'ide' suivre*  h 
^tiàrébè^«<it(ptfAi  ptii^cëdiimiiiieot^  ««tqu^estPceUeÛe  k  véri- 
Q!(€ilidl.^/Lpinit> vérifier  ii)l6'velte: esi^tiA, lil fantfai're la 
^Wf!Vi%^jtiii^'(i^l«e»^u?cm  -paifvisilttei'Mt  d«rbier'pesttt'>pos^ 
^ifeMoit  ^ïfU^'la  féiticdop  dtb  ctfeSi^Mt»' àks  t«rjn€^  de 
^tiê  AÎI^  d@|;k^xl6rtiitei«iéto  '  fibunîTéonh  a  .  nOii  r«uiré  rdône  '  les 
^:i^d{tiQMWéfM^i^i^^>ibffiÂM6siEn'é^âtit(  à*téra  l^eo^ 
sëMflpfé^dM^do^ffitiâéftos  ipomnaiîffoui»  ides  degi^s^dè  k'  kttne 

Mais  ces  équations  de  condition  déplindrcynt  desiéî^es 

C|iie  Ton  aura  supposés  aux  différents  termes  des  polynômes 

donnés;  et  il  est  naturel  de  chercher  s'il  est  possible  de 

renfermer  dans  un  seul  tous  les  systèmes  de  conditions 

relatifs  à  la   multitude  des  combinaisons  diverses  de  ce 

signes* 
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JUa;:  nature  des  raisonnements  &  fatrè.  poaî^i|p  parybnàp. 
étant  indépendante  du  .degré  deGes-poiynômbs^r.liiou^ntoiis 
bornerons  à  coïisidéret'  le  oasoii  Vtinj  serait  dtnqtuâlttnème 
et  l'autre  du  second.     .  :      .,       ,  ,;  ^r)l„,, 

Soient  donc  les  deux  polynômes  ,  . »-2m.  ^-4  'tn* 

.  "  ■  '  ^  '  •  ■.     ■  ■   ■  •   •  ■ .   •  .  •  '.  i ,  '  I .  M .  «  •    '  !  I    '  j .'  '  1  '  ■  '.  t  /.  j  :  '  »  1  r!    •■' 

a:*H-Ax5  +  Ba:'4-Cx-f-D    -et  .  x» -|-aa:-+- 6.  , 

Xa  division  (Conduit  a  uii  i^este  dû'  préÀifei^' degr(^,^^àpfèj^B 
lequel  Topérkiion  né  doit  plus  être  continuée  ;  en  ^gaU^t'^^^^ 
zéro  le  coemcient  du  terme  en  X^  ainsi  que  1  ensemble  d^dF=i 
térinës  indépendants  de  x^  on  obtient  les  deux  éqùa^tiôns 

l  A(ft —  fl*)  4-Bfl  — C-t-û*— 2aô  =  o, 

Tdles  sont  les  éonditi(iii9qttî'd6iYènt'^^Uek«'en^6P'i^«d' 
coefficients  des  detix  pk^ynômétf  '■  pour^  que*  le*  pMrmi^  wL^ 
divisible  par  }e  second  :  elled  se  ra^f^tent  ira  catfjdàrtotyi^ 
les  termes  sont  positifs.  Voyons  ^e  qui  ariiv^^aill'sij'lHMB:^' 
d'eux  éuii'iiégatif,' par  exekn|>lële'teriifteajKfi^  i-     '^  »-  liu>  ^' 

Toutes  ïes  opérat^féns^  s'exéevaaitt^ajMrês  4e»^^èglds>lt&ii^ 
signes  démontrées  pour  la  multiplication  et  lai  divisi^M'-d^eiâl 
polynômes,  il  est  évident  que  les  caltuk  oorreispondiaMkt^ 
ce  nouveau  cas  ne  diffét^ontde^  premiei^  <^tie  pàr'l&^ftigff^ 
des  termes  qui  i^ilfernieroiit  un  nombre  impaii*  de  éâc-^^ 
leurs  a  )  et,  par  conséquente  les  de«tx  équations  decottéllio^' 
qu'on  trouvera  né  différeront  des^ÀJUaticins  (^i^'^e'pat»-^^ 
changement;  on  peut  donc  dire  que  ees' derâièro^ iddvien.'^ 
drâiéïit  'cfelles  qui  conviennent  an  nouveau  cas- en  éban- 
géant  a  en  — a^  et  effectuant  les  multiplicatiôn&'tiur'icete" 
quantité  négative,  d'après  les  règltfs  des^  signes  démoiMré^ 
pour  les  polynômes.    ■  -        '         -  ^■    .  ,  j..        ".':  i\ 

Si  maintenant  on  •supposait  plusi^euraaermes*  négaâ/ 
dans  les  deux  polynômesyon  reconnaîi  de  mèiae'qttt'^h 
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z^akoviBiU^  dîffiircraieat  desjfircnncrt'.ifaeffiiar  lea  change- 
outalsdfijfign^dfls  termt^&ofùil  j  (iul?aî;t'Uii' ncnnbrè impair 
loifiO«MQS»ipQia>  dès  tiennes  quiiopt  change  de  aigiM)  et  la 
:;0DcIusio)i  générale  s'énoncera  ainsi,  etsera  appltoable  à 
.eus  les  degrés  :  -<•..':        >       ♦ 

((  Si  on  a  trouvé  les  conditions  de  divisibilité  de  deux 
>olynômès  généraux  de  degrés  quelcori^ties,  en  supposant 

^^#ifescv^Rie,?tp{îe^^ 

^t  efTectuant  les ,  opération»  sur  ces  quantités  nésatives 
I. 'après  les1:<^les  démontrées  pour  les  polynômes.  » 

.  ■■  '  •  »       ■.  ■     •    ■ 

125.  On  voit  donc  encore  qu9  les  quantités  négativear 
lOQt  introduites  ici  dans  le  but  de  renfermer  tous  les  sys- 
:^lies^^.^o|i4î(io!^s.da^fl  uHi^eul}  qpe.le  moyend'y  par- 
rtiiix  e^lwsl^  à.r^aiideir  oommen^gaiifs  les  coefficients  des 
^eiimes''<<|ui  os^t  .uiif  aiguë  «01:1  traire  à  celui  qu'ils  avaient 
lay^flejs  d0mié0s  4|i  plumier  o^cul  :  mais  que  Ton  n'attache 
^ncun  sens  à  une  quanti^  né^tiye  isolée,  ej^  qu'il  li'y  a 
^"«çfine'fèglçjà  dé^oiur?^  poiir  .efTectuer  sur  elle  aucune 

J)aii«'iç^  cas  fAiçQi!^  apus  avons  choisi  pour  le^  données 
^  G0]t|bî)iaî^pi| ^  ^çigjQeala  plua  &iimp}e^  et  par  suite  la  plus 
acije  ^iret^p^imaiSiOA^aupaii^pu  partiride  toute  autre,  e( 
1^  é^HaliQulL  d^ixj^wjipop^  aui^ueUça  09  serait  parvenu, 
^uraîetft  490^4  pelles  ,r;elatiTes  à  toutp  autre  combinaison,. 
QaryiokU/igeanjb  l^[sigpe4?s  çqe&4;wni9^à^  t^rn^ççr,  ^pn  pas 
^^ifs<.9i9iifi}de^P^9diiréir^Qta  de^jC^x  des  termes  cor- 
i^eap$^dw)^ 44ns, l^i pojl^fiômef  qui on  aurait  choisis. 

F^Vffc^m  Sofimtjiriogi  tex^empie,  i^oiw  j^^drop^^  une  ques- 
tion dont  Tapplication  est  très*fréquente  :     ,  >    /  ^ 
Wnrni^n-zlesicondifions^  pour  qi$!unpofy'nôm€  de  de^ 

S^  nitf  p<è  tUimibie  ^vori  unMinâmwbdU)  priemier^it 


.'"> .  '  f.- .    t 
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>  iil>Ious^d6«itiérëns^k4%Éë^^«'l^6ii«p)^»^«»É%T^  êét  poly- 
nôme, mais  nous  donnerons  le  signe  —  au  second  feMe 

'»4a^dîvî'iîtM^^  ^'^^'^  îiaiùnylocf  oi  oup  luoq  ulB'ït)iiî>ïi  r:oÎ3iL 

'•»l  'lUè  's'jl^tjMf  AfîuTJ"  Aï€TrS"#"fiO' 2^]r(A«^[F  rivAiuq  /iijBgàn 
par  a:  —  a  réussisse  exactement.  ^ 

que  nous  supposons  connu,  et  en  la  poussant  jusqu'au  reste 
indépendanlAdej?,.xx&\rdeonnâitrfeciJèmem.i[ue  ce  restcf^t 

•îiio  tf')l  rUvjiiihiU  ....  .s  *0v    i^  èUjBii'Hi  iJO  ë'iijiaoq  gfjidinoa 

-  .te;Ke^lî*^^fn5rfiB9?^'  limita  â  mÈiMmùiê' 

nécessaire  et  suffisant  ^tjef;,e|^t|Ç  ^|}^^ç^Ç^^,,4o^(jj^« 

4P/?fîRv^?4>mjîH°P^^W^Hâfmiâ^il49^*1ififÇffllft^ 

v.P^'^i  i^^H?iWBi)¥^W^  T   'io(f  iioigfvil)  bI  ..j^  ')b  Di/oilqmi 

NpjtKni*  maviiettmii  qÂëlIé  ser^litila  ^oorédiiieh  ^ OiÛB']q& 
ce  polynôme  fûtidîvisfbfejp(ryc'>|l-)a;itxjii  ii^'J^i  omùrr^loq 

Or,  en  faisant  la  divi^iqp  p^r  x  +  a,  les  opérations  suc 
cessives  seront  lès  mêmes;  mais  toutes  les  fois  que  dans  U 
]>kièaiier  ycaléulloiii/mùltipHèyd^^  lë^WitM:!^ 
dans  le  second  i  multiplier  par  le  terme  +  a  ;  donc,^«a!&< 
îl  yuMiva  uni  nombre  ^iiii^:âsi(iUît^il69i|ir»dpî3l  -iero» 
deitmèobeMJgâè *^4Uitoitlâ4>ide-)éiglie&  (fo^ai»i^  ifitmAiii2 
^A  \ftupa'én  nonibr^/ftulp^ti^iet» celte >diMfmblMiK(^  stoaoem 
dérivera  dâlii'lé«^éslult«^sid0si«bwsfrlk^ionst^ëféb6^aiMit3 
deuxicàleuls.  i)'tiàlil>M|itîqMlèb  è^^fÉK.  r< 


^tion  générale  pour  que  le  polynàme  soit  dy^ifi^t^vp^i''  le 
linàme  x  —  a,  eu  enteadant  que  a  peut  Être  implicUement 
siégatif,  poiÀ-vu  ^UHfot'B  -on  le  tHîl^  paH^  règles  sur  les 
«quantités  non  isolées.  ■,...■ 

*^  ^.atiui:  upïui_J((iiiiaiJ0'5  sAnt  l'i  ,iiii]irin  ei«j«oq(]:i-;  '..'ct    au. 

se  réduit  à„téflevqu«Adi  on.^  snllsUilue  3ntfcessivemeat  m 
ziombres  positifs  ou  uégalifs  a,  h,  c,.  .  ..  (liiïi;reiils  les  uns 
■■■*  cîbi^iii'ryii';l]Vi,djJt¥iit'affltriier  qn'îl  «t  le  produit  Jo  la 
'  *iHuïi!^ncfà'l.i'(Sri  de  so'nl  piebiioV  cociriciénl  A  par  m  f;iclcura 
'  'liîAômes  ayàiit  pourpremitT  [eiine  x', V'i  pour  second  lerrac 
'"■-cTiiddn'a^^'iiÔinbrcsiM.Jinra^m  11  c-;^atlfs  qui  lu  rendent  uul, 
"  fc'îiaii'è'^s''f'es^'écV!¥Onl'ciil  &è  signes. 

"  ""Êu"iiJïé'ii'Wè{is'véiloiis  de  voir  fjiie  si  le  polynàmo  est 
^■WitiaW6uï'P'U'stibSti((uioiid<>  a  à  X,  quel  que  soille  signe 
implicite  de  a,  la  division  par  x  — ^''i^u^'ri^j'et  il'  est 
cUir  que^jlfi  pyeipi^rte^Doe  du^  qoc^^içnt  seçty^  Ax""'.,  .Ce 
diviseur  x  —  a  serait  x  —  5  si  a  est  5,  par  exemple,  et  U 
lap-ailocrrifiSifeioa^taiti'mSll'Op  p«m')doac  dire,que  le 
polynôme  n'est  aulrAichoai;  i^feipreiluifi!    ■  \''>[vi    < 

':tti:pn»4B^*-'^ti^l^V^  àÊ«fiSmi^\fÀiQi^aAn^,fm.^  substitue 
j4«|«:,:)rioL  ■  ji -+-  yi..  ni  al  ir..)  ■i'ji[qrlliii!i  i';Li:'>  tj  : 
'itri^lliiilliWl^i«Blfa#MUff)l^^ntii(r^'OVii«t'itii.U  ateond  ne 
'drtemàt)  pAsnnuiLi)>ap>iC^Ueo^katiiiMî«iAi^  le^fd^tdt  ne  le 
'M(si«^«Af.i«biqw)llsQWtf.e«iiUl«ifV]h7fotbàMjiiilonc  le  fac- 
'^<^Bila^'7^(X^><H(«(£Htir80diu«otLk^tik)'ei^titatioaide.&, 
jnçitflitjiuQ^;^')  ]â0lfeii>(mliJcipf(iâitilfde.iltrfH6.{Mir-.un 


l38  SCIENCE  BBS  JIOIIBRES. 

polynôme  dont  lie  ipreiaiec  m  terme  e9t.Âaî^ri!v)Oni  oonti^ 
nueçaU  ai^sti  jusqu'à  op^^  /, .çl  le  poltj^nàme proposé in^Asty 
pair)CcMi8Qqtt^n^.auUr«^cha5e4uefo(p]:>odaâ)       :^<iitc:  m     : 

(2)  .   Afa:— û')  (4?— ô).  .  .(x  — /j, 

que  ron  effectuerait  suîvaut  les  règles  ordinaires^ 

1^7p  Remarque.^ — ;  U  n'çst  pas  possible  q^u^ç  Je  pQJiy-' 
nôipe  (i)  sqit  annulé  par  plus  de  m  substitutions  différentes, 
car  il  faudrait  que  le  produit  (a)  devint  ^nul.  quand  at^çu^ 
des  facteurs  ;p -7- «j  •  •  •  »  .^  —  ^  ne  le  deyîepdrpt 5  ce.  qui 
est  impossible  si  le  facteur  invariable  A  ne  l'est  pfis  lui- 
mê!ne..Sf  donc .9n  ay^jît  dém^^tré  .qu^,(i)  e^t .p,^r  aip^te,(?) 
devî^^p^eat  réel|eme^t  nuls  pa^^  plps  .de  fi»  substituti9^ç.^^'r 
féi;entfis,  \\^  ea.  répu,ltfiri?^t  cpmçiq  ç^op^éque^cç  jj^écçfS|iî^pj 
que  A  ç^jj'ai t  Tiut ,  .et;  p^ir  conséq^ept  q|ie,  j(  a  )  et,  pp^ ^i^tç  [ij^, 
serftipnt  nyls^. quelque. y ?^lel^^.qu^^p^do^n4^^ à ^. ..,j'., .    ^^ 

II,  ï;é^^Ue  évidç^  .de  lÀ.gi^'ilnepeut  x^aypy;,^^^ 

manièrjçf  d,e  çtécpjibpQjçer.un  pojlyix^fl^e  ei^fa/?^urs,4jijL,Bfj^7^. 

pa,  peix^aipquera  de  plus  qu',en  effectuant  les  multipli- 
cations indiquées  dans  l'expression  (2),  les  coefficiepts  des 
différentes  puissances  de  x  auront.  A.  con^pfiq  fac^ëu^  et 
deviendront  tous  nuls,  si  A  est  nul.  Et  comme  ces  coef- 
ficients sont  précisément  ceux  de  (i)  ijuî  est  le  produit 
même,  tous  ces  coefficients  A,  Ai  ^  As  ^ . .. . ,  A;^  devront  être 
nuls  si  le  polynôme(i)  est  rendu  nul,  par  la  substitution  de 
plus  de  m  nombres  différents,  positifs  ou  négatifs. 


•r   ■• 


Corollaire  IL  — $i  deux  polynômes. de  ^^vé  t^i  àoxy- 
neut  des  Té&ttltats.égaux,(.posiii£s  au  ^éga,tifs,(.qu,a^)[jl,^IVly. 
substitue  plus  de  m  m^mbres^  différents, .  positifs  .ou  >  u^g^ni 
ti&^  tous  les  coefficients!  46S.  mêmes  puissanqe$;^ont  respçcr 
tivem^nt  égaux,  cii.le.^^ppd  pDlyIîlô^^.^le^t  q^e  I4  répér, 


t.îtion.)diL)i{>remi6r«/Car  en Jes 'retranchant  Tuii'de  rautrèy 
aara^uiK  polynôme  dé  dcgrd  m  qui  derra  se  réduire  ktéto 
<âr  la  substitiitidki  tdeplift^'def/rt^nikhbreâ  positifs*  ou 
^gatifs.  Tous  ces  coefficient^  seront  donc  nuls,  et  par  suite 
^ux  des  deux  polynotnës  seront  égaux. 

128.  ExièniAitt  dà'^défrtier'âiéoirèrÀb  àh  edi  de  ^Tv^- 
«urt  variables.  —  Il  est  utile  d'étendre  le  dernier  théo- 
ik^%A  m^^kéi'^&i  ^énUrniexix  pliisfe'ùrk  i^ri^bl'es 
îaaé^dWtèy;''N6tti''ïiotis  ■fiorrier(il3^,''au'cas  d^  déiii 
V  ^HàBIbs  ;'  m^M\îé  '  yje-  trouvera  as'ifcï  iiidlquëe  '^Jotir  un 
p^i^g^àncl'iiôn'iBi-é.  Voici  l*éhoncé  du  théorème  que  nous 

^SËikWf  déWés  ditïk'poiyiifidiëi  éiitiërs  ïenferinant  les'^ 
Mkaè8'!t''éi3^''a^HsleUrsîdîfférent8'ïermë8,  de  tri^mêrè 

îVë'^Àè'HVsî' 

féales  lorsque 

à.  lSFîffiik'fl[ê*W^âfëùrfeHifféyèrites  qu'élcôriqùés,  et  qtie,'con- 
joîiïiyiAléiit'î/ii'èé  cHWctiiiie  S''dlës,  on' substitue  plus  de '/i'Va- 
letirs  différentes  de  j-,  on  peut  affirmer  que  ces  déû'xploly- 

-'SoîM  les  deux poWhétiïès"  ^  ''■'  "  ••■'■'■    '"•■■;'" 

1-jI)  au    jJ  !.'•'.].'■:■..  !  i'  ■    •  •    .         '   •         ■  •' 

^s  coefficients  A^  Â^^«.#.^  a,  ^«,)«. :.»r  iTenferjmant  wC  a  un 

^egré  tout  au  plus  égal  km. 

^Sl^ti^m^^  X  l^^liétilièi^des  mH-i  valeiii^  dônnééâ^les 

^ét#^^lyïritoe^  iëtiHtt  l^bAiS^uï^  par'hypokhèse,  parla 

svriftl^tîéto  ^^idcesBiye  d^  ^  +  r  vàkuM  diflërentes  de  j^v 

âoftièMteS  -bdëffidëiïtsr'flÉs^tflêniès 'ptiîiSattÉfès  de  y  seront 


I  J^Q  SCIEKCE/^  DES  rirOlfBRES. 

données  de  o:,  satîsfftU  au^  égalités       .  ^r      'ï*.     - 

t  *•  '  *      '       l        '  H,  Jl 

, ,.  Lç,  i^^W^  K^^9^^tm^BKm^\^mT^dV^J^9^iéiina%ioM  en  x 
serpp.t  satisft^^lf s,pai;^J^^cun^j^ç§j^  rhl-y^iW     difffraiies 
de  a:;, ^ct  çpiflj^p.^cjiaquu. 4çs.p9)y»^0s^  Ay>Aîi\^çki;  «rr-  • 
renferiiïe  ^i^  /(  i^n)|^^g;r4^n%ie^i:,à:i7i^^  iU  smiiiit  respect 
liveni^nt  jé|f^4]ç,,^ipft.,p^  .^^rm^.iif^iO^lStl^^ 

termes  en  a:,3*;"ce«[uiPfallait  démontrer.  r      • 

^%  cç^aiH.yie^îifiîéilp/Bjdéw/pnJflréiB^^  whcwiûC» 

rflf¥/  lèi^Sjlpf^  ;./?>,$J^,ppJWi;oà  JAdwX'liolyndfn»  «ku  ^j— ^ 
açjafpjf^jdjg^i(4^ii^^  4e^l0«^ipoHr  W»ii«[le8jirak»ni«ilti*iuii!is 
^  jf^^Jt  j^  ^^j^ieqffÇts,  À  4?S'U  Wrle^^^ 
Les  raisonnements  p^4f)^ot&i(âéMionÉi£Blllri quq  <d€0?C4|f( 
^Iffppsj  f ft^r^i^ V)  iii4ent«4 1  d^ej  /dent  q^ol^mâniAi- 

/.  i<?f:|4Y>^rr&  Jii^r  *44.^  Oii  ^niiut  d^t  cè^oilàikV'^iiëBT( 
^'wrM«q«iftiioni  deî  d^rd)  mnnO'ipêilt  )f«iiiil«t¥ië>^ëSaiiDât^^ 
racines  plus  de  m  nombres  dà0(^reQ|Sp.po^^|jj[if^](^^ 
ou  bien  que  toute  valeur  y  satisfait. 

.  laOi  .{.a  diviaîiKpiî&Hmfti  ^ttWsancé^dW^^JJjtfàttlhé'  t^îl 

coijqu^  \if,wr  .ufi^  'pui^rice  |d^;d^^réiipoiild«k  dé  Jibiifaè] 

quantité,  s'elTectue'par  la  àbustraction  des  exposants.  Âinsr^ 

ahi^-.'\r\.lih'i  *lvnKW|/Ji>  '^»b  jioii^ioii  fJ  'J'J/c  Jm*''*  -•wp  «-^:„      "^ 
—  esf  égal  a  a'^  ^  ou  a%  r  , 


quel 


.^  i'€Mk9îTÈX  XVtU^    ^  l4l 

sampliner  i  expression  du  quotient  -^  en  le  remplaçant 

psiT a'^^'^y  à  la jq<xttdit,k>n  ^eulçment.^uecl'^on  éura  m^n. 

Mais  si  l'on  ignore  si  cette  dernière  condition  est  rem- 
plie^ oiréèciiKmtti^ti^^dënii*  ÎHfcAft'^liftlifé  'f'  od  '  BëHié' |)as 
jûmpl£eiïyLl^^e»sion,Oif<lè'è'ë^^èi^ilaVd^ 
Méggtit :aiîtDs  aei  cetôà  ^'^{atitirf'îW  <Jrii  'beHiaWifêr^ïriçc^n- 
Yéiiieiit  «serait  %ix^  ^Avriiéâfi'ëët'ei^ilkt  t/'avsKt  ^é'kôu;^ 
ms]àii[iiFeii9i9apiéràti^tt;*i»àk'tie  <^  <  cdtiii'a^ssàiit  ikin^À'fj'gine; 

»nirauran  qtra  rempIaQcr  a  ..".oar QUi  serait  Ja^vé- 

îtable  indication  simplifiée  du  quotient;  mais  si  Pexpo- 

it6Ïiéeatifik)6téiso|uinîsiâïdi«i<(^^MtibihM 

d!a|^iwi).les  2i»gle9ia;el&tiVe6  aii«I>é«];ldskn(s''^o$itIifs',^ét'^il 

s^]^  agtU^de^  9mo\x .  sl<  les"  onikuhk  U^  »!i4)^ùèts  tSù  '  is'ëra  ^à^c^fëlAi 

9«Vtottexa»«iy  ce^^tiiJ^t  iiyctâruik  iîVàWi  "W  ès'àniéii'^  sé- 

ViUup^  mâme^  en  ji!^plaça^Â«iIès^'€lt|k3^htîi'i^a(i£s^  .j^âr'  dè^ 

^icposa»t»  pofilife'atuii^éilomlnaiiewMil     l'^in*)»''' '^it^^   •*' 

L>  :SiippQsoiisid6nç  des'faxpobaii^ilt^tirsf  t>k'è^eèàiit^d1lTt^ 

soustraction  efiectuée  en  vue  de  la  division  de  dtettir^^ulS- 

sapjçefjd'uflfi5>h^«^  qpatilîléti^  LlexpFesstoii  ar<^\àV»ifi^ra 

iP^rl^9^4$i¥^lJ<i^6jl'9i(poaaQli  duuUyiaèuiftnirpaptail^dé  ^ 

En  entendant  ainsi  les  exposants  négatifs,  voyons  quelles 
règles  il  faut  suivre  pour  obtenir  des  résultats  exacts  dans 
los  diverses  opéraiitiii^  àUx(|Tiéllék^  ifs  pëèîvent  être  soumis. 

lîi^f -ïi^if^ftîiP^^^'^^'^TTr.^Sicïîlf  à.imûlltiplier'iir'P  |)ai»ar% 

^;^î  qui,  écrit  avec  la  notation  des  exposapts  négfitifs,  de** 
Viendra  a*""*""*  Donc,  pour  avoir  la  représentation  du  yf^vi^ 

eXpàWs  "Ji^Vh  yt^l-  H'fen  fét/f  ct>\iservaiit  fè\irà''sYéneâ.  ''" 


14^  SGlKfCCB  DES  SUMIBRES» 

Soit  mamlenlant  a  multiplier  a  ^  par  <f,  c  e|t-à,Jdire  - 

par  fi'^,:  90,  aura  a'*"""*.6i ,»  wi  pj,^s'gi»ii4  qw  ./?»,î[ïria9tt!^e      jj»! 

Séft-^,  ttUS  s'êcWraît  ericorë  à^^ààiHU'tiâiMîi'^ 

exj^^gnts,  nég^lifsrj  ou  vpit  donc,  ei?uçpren4^s.  Cfecffl^.qft?! 
fai^^t  réunir  l^s  exposants.  ayççj^rs^jgiies9,.€t,q^'9ff,  fura 
âJLns;î  le  pjfpduit, cherché  ou  au  moijtu  ;^rep^^^4^f^|jl|G{f^^ 

Si' donc  on  appelle  addition  la  réunion  de  quantités,  e 
conBcrVanl  leurs  érfgtïes  tithme  'd'dhfe  lè  dai'flé^  ppiyiifeinéi 


îi3 
su 


desexposatits  ;  '«t;  c^e  le^réitiUat  ainsi  ôbf^èfù'^l^â  T^ik 
produit,  ou  au  moins  sa  représelltdtîdn  aàrts*léi^3iêmô<i^Ee 

iiotaiî'^n  ^esexpds^iits  négatifs.  ■•    *     ^  •'*<  '    '^^^^ 

.    132.  >  Dimion^-n-.  Si'  l'on  aà  divisef  ■iiT'''  par 'anf  !.«?c8 
a-dire  —  par  —  >  on  trouvera  a"  *"  si  w  est  plus  graua  que  /i- 

et  ----  SI  on  a  m  ">  72.  On  aura  doAc  le  q]iotient  verilal)l^^^> 

ou.au  moins  sa^ep^é»|enlation,,e^iréA;uAi$s|l^^;:?-:ff»(lStjyep/;^^^» 
c'eat-rà-djire  avec  reypqsaut  du  di-visqui:  cba^gjQd^iSigiie.  ^^-^^ 
ai  oïL.appelle  cela  30ustraire --^/ï)  oa.pouri;s^i<}ir)9.qiie 
quptiex>t  est  représjent»  en  exposant  p<^3Î;i,if  ouj  xi^gajl^fy 
jpetrancha^.t  l'exposa^  du  diyi&eur  dcjceLuiidu  ,divj 

Les  autres  cas  de, la  division  doun^raii^t  ^e^/y^i^^l| 
Analogues.  :•  ,;■•,:.-,,.    .  r'n;;  -■ 

•  l        «       •       .  ■ . ■ 

133.  Elévation  aux  puissances.  —  Soit  a""*  à  élever         ^ 
la  puissance  n.  En  remplaçant  a'""  par  — qu  ilreprésent^^^) 

on  trouvera  -^  pour  la  puissance  n'^""'  ;  et  sa  représentatîc       ^ 
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en  exjposant  uégalif  sera  a""""*.  Or,  c'est  cç  qu'pijL.  obtienjîraît 

«n  multipliant  l'exposant  —  m  par  n  d'après  les  règles  des 

polyli6meâ^.  On  petit  ^ônCiCiiHïore' dire  que  Télëvadon  à  la 

,pui^92|^(^jSe  Çai^jCJ^'appè^  lc5 .fliêime?  rè^ejj  pp^r  les  qxpo- 

sants  positifs  ou  négatifs,  en  entendant  toujours  de  la  même 

manière  les  opéràtiotis  sur  les  quantités  négatives  isolées. 

Enfin ^  si  on  voulait  élever  oT"^  à  la  puissance  —  n  en 

«nteildant  qilé  cette  puissance  —  n  sigûifle  Tunité  divisée 

2>ar  la  puissance  positive,  il  faudrait  d'abord  remplacer 

.  ^MMÏ^^iS  ?^l^^'^^^^  .l!w<^^..Pi^K  h  puiss^ce.  ^.  dç  giP^.Qii 

î^irj— VVie'^ûV  aônuem^  Or^  c*ést  précisément  ce 

^  9S^^9f^  pI^^^^V^î^  en  multipliant. h- #7#  par  --m../}  suivant  la 

Donc  enfin  on  élève  une  puUf^nçQifpielopiKpite  pos'uiirQ 
ou  négative  de  a  à  une  puissance  positive  ou  négative,  par 
Iftisii^ItipltiQafiôa des  exposants  suivant  les  règkss^es^  lignes 
^tablie3pour  1^  poljnôi^es. 


■-«. 


_  ,  134.  On  voit  donc  que  l'on  pourra  effectuer  la  division 

Oes  puissances  d  tme  même  lettre,  par  la  soustraction  des 

exposants,  sam  s'itiqtiiéter  de  savoil^l^uje!  est  le 'plus  grand  • 

S'its'Siitt^^ttit  de  éétte!  inaiiière  des  exposktits  'niégtaiifs',  il 

^'eiU^résulte^à'aUcune  ^rretir'  eii  lei  traitant  d'après  les 

^âtièihléshl^lë^^  exposants 'ordinaires/ et  en  entendaht 

^^oté  fès  è|péHtroiîs  'sur  lés  qu'àixtiife  h^atives  isblées  soient 

^(kfttlées  tl'a|yrès  les  règles  des  signes  dés  poljmâmes,  et 

sans  y  atuclier  aucun  sens.  Il  ne  faut  y  voir  qu'un  inoyén 

de  généralisation  démontré  exact  sous  ces  conditions, 

■ 

1.  i       ' 


«  I 

.  .■     •  ■  •■(■,  <)••    .-  -11.  f('i.f;rii  ■•>  ji!.  r  nui  ' 

DES  QùÀïmTfô  i^ÉGil'ftHrte  'éS'MtkA'î^Tf  ddMJàf  '  ■ 

135.  Toute 

nées,  ou  dans     ^    ^ 

quences  des  données:'^^^^^ 

sait  comment  on  Ty  à  introduite*,  si  elle  en^ç^t  upe  çpn^^-^ 

quence, 

donc  résulter 

compte 

Malheureusement  on  traite  souvent  les  questions  avecL. 
trop  de  légèreté,  et  Ton  ne  s^assure  pas  a^sez  que  celles  aui^ 
quelles  on  les  ramèn^  satisfont  à  la^on^ilîçp^jJe  ^pjjg^ij^t^' 
sur  laquelle  nous  avons  tant  insisté*  Il  en  résulte  que  ce^ 
nouvelles  questions  peuvent  présenter  djessçlutip^ç^iéf^^^  — - 
£;cres,  ou  même  des  impossibilités,  qui  ne  sont  pas  d^ns  la 
proposée.  Leur  apparition  étonne  parce  qu'on  ç.^^  1  a  pa?- 
prévue,  et  on  cherclie  à  Texpliquer  en  revenant  sur  ses  pas: 
mais  souvent  on  se  laisse  séduire  par  des  apparences  de 
raisons,  par  suite  de  la  conna^nce  aveus^le  que  i  on  iinit  par 
prendre  dans  le  calcul,  qui  n  est  cependant  que  1  expres- 
sion des  raisonnements  que  Ton  a  dû  faire.  Les  plus  grands 
géomètres  n'ont  pas  été  exempjtsde  ce  pr^ugé  qtlivfait  pegarr 
der  V analyse  algébrique  CQmw^^/U^e  sorte  d'oracle  qui  ne 
fait  pas  toujours  des  réponses  intelligibles,  mais  dont  les 
énigmes  doivent  touj ou i^s^renferiii^e.rijn  sens  dot^t  il  faut 
s'étudiera  pénétrer  le  n^yslèrç.  .  ..      ,,  ,j,^  .^^ ,    ,.  „.,^ 

La  vérité  est  que  l'analysç.  ou  la  synthèse  que  l'pp  a 
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mjployee,  ayant  procédé  par  des  déductions  ou  réductions 
ue  l'on  a  dû  comprendre  à  mesure  qu'on  les  a  faites^  soit 
u'on  les  ait  écrite5*m^li(tig&gè*ordiiittirê,ou  avec  les  formes 

i  notation  dont  on  est  cqjiji^^^  pQpr  généraliser 9  il  n'a  dû 
introduire  rien  de  mystérieux.  Les  formes  bizarres  aux- 
nelles  le  raisonnement  ai¥îyè~ quelquefois  à  la  fin,  ont  été 
réées  par  lui  sans  qu'il  s'en  doutât,  et  il  se  croit  obligé 
'expliquer  leur  existence,  qu'il  admet  comme  inco^t^* 
.ISfèÇ  îff  (ÎAm^iîHfeiiî'sii  rendre  comjôtè  à  jpr/pn.*  Ces  al>érra- 
eny  lie  isoni  pas  rares,  et  les  quantités,  négatives  et  ima* 


«vsiiceraAamà^s  qu  en.  se  rendaniL  Dien  comptcLdQ'Iadé- 
iction  oti  ae  la  reauction  par  laquelle  il  nasse,  n  epi^ouvera 
icune  de  ces  surprises  qui  causent  quelquefois  tant  de 
Purment.  Il  pourra  marcher  plus  lentement,,  9  arrêter 
lenie  quand  un  plus  aVemureux.  passe^^a  outre:  ma^ s' il 
fliappera  a  toutes  lè^  onscurites  dont  1  autre  se, trouvera 


re  jemDarrassi 


îkfit^ttfeWé  dUaqtfèfoïi  jiîsqu'à  Ta  lâii'éri^^^  on  ned2couvi 

^.fiCL^'Jt   ya  nom)  'ï')tr.«7   i)U\\ii^}   nnf Jiif^.jii    Jtt^.J  vj'J-tluMj 

ks^oujours  sans  s  exposer  a  rerreûi;  ;  mais  pn  doit  savoi 
aon  ry  expose,  et  prendre,  toutes  .les  précautions,  faire 

^Titesleç  réserves,  pour  bien  assurer  cejqiie  I  on  aura  trouve 

ÎBfr  ^i^i)  GO  l/iupÎ9bir)in.')jju;nno'i  f.l^i!)  onuà  'nr    ,^aocU' • 
se  rela^çnant  dé  la  sévérité  des.  méthodes.    ,        / 

— .-oiqzi*  l  onp  J{ir.hn'j(jo)  ]?>  ff  iirp  ,In'>liii>  :»i  '.ni  b  'jîbifrif 

îibnB'ig  aufij  BoJ  .'ruifl  i"r[)  r^.rio'l  'Jcip  aînsiu  )iuroaîiîi  rt>l'  îfi»i' 


lO 


j46  scib^cb  des  sombres. 

une  ëqùallôn  da  premier  dèglré  j^  une  setilié  inconnue*  Cettç 
dernière  se  met  tacilement  sous  la  forme  , 

et  si  lès  èoitàMibii$'ji6nC^o^^^^^ 

revietit  àù  iïiéhie  pàt^ia  traâspbsifi&h^dbii['mémlyr&  si  elles 
sont  impol^sibles  dà'nslefs'deuxVcëttbii^ttaiion^î^st  sa 
par  Itk  Villeur  Unique        «     *  i  .      ' 

.   .  •'    .     -.     M    ^r  j   ,-.).)Jri^.f.i   /    r  ê!i<»li   .'iriVrHf   >l.jliJ'    /   ^.IJO» 

ne  pe^it satisfaire  ai  é^uatiop^comifie  p^^^^^^ 
précédemment. 

Seulement  on  doit  noter  avec  soin  ce  fait,  que  lès  valeurs 
trouvées  ,sou5  ceUc^  -ifp^me}^  satisferont  aux  .'équations  qui  y 
ont  conduit,  si  ron^efi^ottiersur^les  toutes  les  opérations 
suivant  les  règles  des  signes  démontrées  dans  le  cas  des 

Enioffel^  si  ouremplâqs'jr'pa^^  dsids  lVqUtftioihf![>2'),on 


cesl-a-aire  que  1  équation  (i)  sera  identique  en  rempla- 
çant  je  pai^  Y»  .  ..1.,     .,,      •.--:i.  :   .'.,>o.:i- nfKi    -•.  '    i".  ^m-'. 

De  mème>èiï  remontant  aûi'éqùatlônn  précédehtéa  eni) 
on  verra  qu'elle^' s6'nt  sbtî^ait^s  î^r  iiëtle'sàydtuiloii^'en 
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eflfectuatit  loujourfi  les  opcrationfl  de  la  manière  entendne. 
En  continuant  à  remonter  aut  équations  qui  ont  donné 
les  valeurs  des  autres  inconnues  j^,  ^s, .  • .  9  au  moyen  de  x 
ou  de  j^  et  x^  et  ainsi  de  siiite,'f)fi  reconnaîtra  que  les  Aeixx 
membres  de  chacune  sont  rendus  identiques  par  les  substi- 
tutions deS|  valeursi  poa^itives  ou  négatives  obtenues  pour 
Soutes  les  inconnues  qui, y  entrent.  D'où  il  résultera  enfin 
qne  le  système  des  équations  proposéeç^  deviendra  dç  même 
une  suite  d'identités  par  ces  substitutions  ainsi  entendues. 
Cette  constatation  n'offrant  aucune  des  difficultés  que 
nous  voulons  prévenir,  nousn'y  insistons  pas  avec  autant 
de  détail  qu'on  le  fera  dans  un  ensmgnement  classique.  Il 
nous  "stlffifd*à voir  nétï^meiît  ïjbidiqiié  le  sens  dans  lequel 
AôOT'iJi-opyêhibîi 'doit  éti-e  entendue,  et  la  marche  qui  en 
doititlera  sans  péii^e  la  dénitonstrâtion. 

.!»•)•  r  ^  •.'!  "    .  ■  -  >  ■ .    '    ;.  :  j  ■    ■  •  ■  "  "  !  •   ■  ' 

s'oVjPaOVÎElilIfÈnT'.IiESI  SOLUTIONS  ITÉGÀTIVES  DBS  ÉQUATIOKS 
'  i'!  •)   "    '      BU  'PaSMlËR   D8&RÉ. 

137.  Si  les  conditions  d'un  problème  sont  incoinpatibles 
entre  ell^itf)t*  qu'on  .110  s^^n  aperçoive  pas  en  le  mettant  en 
équation,  il  peut  arriver  que  la  résolution  de  cette  équation 
conduise  à  des  soustraction^ impossibles.  Si  l'on  s'est  assuré 
que  les  équations  sont  bien  /des  conséquences  des  conditions 
données,. il  n'y  a  pas  autre  chose  à  conclure  que  l'impos- 
sibilite  de  la  àuestidn;  et  quant  au  fait  que  la  valeur  néga* 
tive  sàiisiait^  comme  nous  i  avons  dit,  a  1  équation,  il  ne 
peut  modifier  en  rien  celte  conclusion,  puisqu'il  est  le 
résultat  d'opérations  qui  n'ont  pas  de  sens  pftr  elleS' 
mêmes. 

Mais  si  les  conditions  laissent  certaines  circonstances 
douteuses,  ,^t  jg^uç  j^otfr  mettre  en,  équation  on  ait  choisi 
celles  <}\^i  ne.jco^nyiennfïnt  p^Sj^  rîmpos^il>iHté  trouvée  peut 
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annoncer  seulement  quW  a  mal  cïioisi.  On  devra  alors 
essayer  ii  la  queitioti  i^ùt'èfti^  tësôilie  ébL[p'tëbtokfIè&  ëÀ- 

la  queilteii'pttïp^siéé'sdf^lt^àbidluriWnV^  f'^'i 

138.  Quand  on  a  fafnéMèitl  jiôtlr'ï^'rê^otiiCÎUlicâé  la 
question,  d'après  celle  dçs  hypothèses  que  Ton  a  choisie  au 
hasard,  il  peut  arriver  qu  on  u  aUp^s  besoin  de  Je  recom- 
mencer  dans  la  seconde,  elâuBle  résultat  du  premier  cal* 
cul  permette  de  déterminer  immédiatement  celui  au  ser 
cond.  ,  ,   >        .  ,         ,         r  .  .         i. 

Pa^  exemple,  si  dansPenonçé  4es'condition«,on  laisse 

doit  être  .aioulee 


inese  ae  i  aaaiiion,  ii  çsi  laciie  ae reconnaître  que,  si  aans 

les  deux  cas  on  a  les  mêmes  opérations  a.iaire,  les.resultats 
i.A»,  =•  t.i^\V4Hu:.)  :    ulj,in'.n  jd'jyioT)  ».'i  jjj>  iior^ibiioo  fi- 
ne diuerèront  de  part  et  aautre  que  par  le  changement  de 

signe  des  termes  qui  renfermeront  1  mconime.  D  ou  il  suit 
que  si  Tune  des  hypothèses  çpt^^dmt  à  une  équation  d(kt 
les  deux  membres  soient  de  signes  contraires,  l'autre  con- 
duira à  une  équation  qui  ne  différera ^é^  Ist^^tféinhTè^irtn 
ce  que  ces  deux  membres^vauront4es  mêmes  signes.  , . 
On  voit  donc  que  qua&d  on*  se  ^era  assuré,  dès  le  corn- 
mencement,  de  la  similitude  deç  opérations,  il  suffira  tou* 
jours  de  tairelè  calcul  dans  une  s.eul^  nypothese^.tjar  si  on 


Choisi  la  fausse^  on  en  sera  averti  par  la  solution,  n^tiva; 
et  celte  *  dernière  sera  tout  aussi  utile*  que. Xautre.  pnis* 
qu  on  sait  qu  elle  lui  deyient  identique,^  supprimant  Je 
Signe—.  -        ,  ^        ,     ^' 

iov.  Le  cas  ^e  nou3  venons  de, supposer ^e  présente 

,      '   ..  '    i.,.ji.  ^     •  ^'4    :•  '"'»'»  igâJ^, '** S** 'i-^it-  i* Vô- 

tres-souvent,  et  né  peut  .offrir  aucu^ne  difucultQ  a  celui  Qiiti 


1       <  r .  I    I 
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dps^ççjçdi^tf  pp;^,  .^pi,  .^l'çïqt.  p^^  ,ioHÎqp.rp ,  expj^/c  j  tfmpn  t.  ,i  ndi- 
quée.  QiJft!i[^i,^if.,qwÂ»P.iBîïl  4^»^é.  IV 

yertissement  qu  il  reçoit  à  la  fin,  le  portera  à  remonter  à 

jI;  aiçio«IJLi;    k/I  !MI|>  ^îm-'m'  'hi /tl  ^')l)  ,'i'o.'-*^"4i-,'l     '«ïî  -*» 
I4ii.    Pour  an  donner  un  exemple  .bien  simple,   sup- 

de  m  â  /i. 


posons,  qu  ou  xiemandé  a^  quelle  lépoque  les  âges  de  deux 
personnes^  qui  sont  aujQurd  nui  a.et  o.  spntdan^  le  rapport 


I II  ■  I 
Il  y  a  ici  deux  hypothèses  à  £aire  :  ou  que  cette  époque 

soit  dans  1  avenir,  ou  qu  elle  soitdans  le  passe.  Dans  la  pre- 


La  condition  ,qu  ils  doivent  remplir  s  exprimera  doi^c  dans 
l.e  premier,  cas  par   ' 

lir^   Il    H<j  \*    .')in     K   Jdl    I    hK'Du:  !  »   «l»  •    M'j     -  *  »!       »!' 

Wh  lîciiiiijjK)    niij    »'   »  TTmr^;=3ï>r'iilj(  »j /'♦  '  »«>    '.'•       .-    = 

r""i    vilfl.-.  I  ,<;  l'jft  ilïi.i  ;  r:  jj»i,v.  :i{?    -iji..-   ■     JÎii.iKi/t     •'   ■ 
(2)  T z=  —• 

Ces  deux  équations  ne  diiierant  qu^  par:  le  si^ne  des  .termes 


nombre*  I  antre  le  ^ra  par  ce  nombt*e  même.  Il  suffit  donc 

^e  iBOte  le  calcul  pour  une  seule,  par  exemple  pour  1  e- 

-.u^L    îiïjatiT.  "iP   i**-'^   ir-ii'.  .'.y.yJ  ï-i'r-.  'y^-*f  •.r,^     ■• 
Quanon  fi).  oi  elle  donne  pour  j:  un  nombre  absolu,  cela 
^  jfu.riLjNiqn.    il-, ,)in)r in  >!*t  h »•);/■>!»  i-..    .  ,'ji      .';    •* 
apprendra  que  1  époque  cherchée  est  dans  1  avenir,  çt  on 

connaîtra  sa  distance  au  moment  présent.  Si,  au  contraire, 

on  trouve  pour  x,  ••—  yn  nombre,  cela  apprendra  qpe  l'é- 

poque  Cherchée,  tàt  dans  le  passé,  et  la  valeur  absolue  du 

nomlnre  négatif  trouve,  sera  la  distance  de  cette  époque  au 
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Il  I  , 

moment  présent,  La  valeur  de  x  tîréç  de  (i)  sera  . 

an  —  mh 


m  — a  ■  in/  I      •      .1 


Si  les  deux  t.ermes  de  .cette  fract^oa^sçut  de^èmef  sifp6s, 
]  époque  sera  dans  l'avpn^.  S'il/s  sop^  ç[e.  sigp^,cont^air^, 
elle  sera  dans  le  passe..    ,,,,„,,.,  ,„^  ,  .„,i.;^,,^   .,.^  .,,.j^,...,. 

Appliquons  ce  calcul  au  cas  où  Içs  deur  âges , seraient  5 
et  7,  et  le  rapport  demandé  cQ]ui  4^9  à  i3,^.j,    ^     ^    .   ,^^ 

La  formule  donnera,,  dans  ce  C£^s,  »     ' 

65-^63         a  I  ^'    ' 


I  ' 


Ce  résultat  apprend  donc,  que  r,ép()qm9,e£il,^ntérieurei4^r 


a 


à  l'époque  actuelle. 

Et,  eneflet^  ''  "    '    '   ' ''  '"    ^' 

5.    ' 

Jt—  9 


I       i3 


,^     :  I 


Mî: 


1  •  '  ■      ■  •  :         » 

comme  cela  devait  être. 

)       •■  ■        1       '     .»  |î  f I        ■•.<■■■  i 

141.  On  doit  conclure  de  ce  qui'  précède  que/  l^ùsi'fiv 
Tétude  approfondie  des  conditions  dci  li»  questiôh,  qu'il  Tant 
tâcher  dé  pré  voir  les  différentes  circonstances  i}be  lèisôlû* 
tions  pourront  offrir,  et  alors  toute  difficulté bst  iixipossiUe* 
Si  Ton  n'a  pu  y  réussir  cbm'pléteùieùtila'r&^Wi^WàpWvu 
auquel  on  arrivera,  obligera  à  faire  après  ce  qU*il  avùrait 
mieux  valu  faire  avant,  .      .  «  o 

Le  point  que  nous  traitons  ici  étant  delà  pins  Uaùté'iii^*' 
portance,  et  devant  se  généraliser  beaucoup  par  là  sii^ 
nous  allons  résoudre,  avec  toiis  les  dével(iî>pèmiénts  qn^èW^ 
comporte,  une  question  que  l'on  traite  avec  »oin  daniious 
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■i-'y-'-..!»/ 

les  cours  élémentaires,  et  dont  on  sp  sert  poar  Vcxplicatfon 
des  solutions  nl^âvesâet'prôblèinei.'  ^      '     ' 

VROBLÈMB   OÉAiHÀL   DB   I>ib  ftVNCOlTTllB   DB   DBUX   MOBILES. 

f4E.  mW<ïù*ilh-Tteînt  settettt  tmîfbribénièiit  skr  tirtç 
ligtié'ïÀûmniël^t  dè^ptii^'iàî^tâm^^'lndéâhfi  on'tiôum  dé- 

4  ' 

terminer  sa  position  a  une  époque  quétéànqiie  dant'lepasBé 
ou  l'W^ënîrïW  IWc^oîni^  éi  "piièitibh  k  iih6ép6<iué  con- 
nue, le  sens  dans  leqUél'il'ée  ni'ébt,  'et 'sà^'fitesse,  c'est-^à- 
dire  l'espace  constant  qtt'if'jhUt^uHdàWs  ùiib  unité  de 
temps.  ,  ,;         y,)  .    i.  • 

Si  on  a  des  données  ^nalogue;s  po^^r  un  second  mobile, 
son  mouvement  sera  de  même  entièrement  déterminé.  Le 
po$»Àft'dè)étii'  rënf(*mi)?rrl^  serai  <^nfe'iu^st;  dnsi  que  toutes 
les  circonstances  de  leur  mouvement  re^tj^f^ ,  . 

Mais  la  solution  d'une  quelconque  des  qufsstions  qu'on 
peut  se  proposer  à  ce  sujet,  par  exemple  [celle  de  la  ren- 
contre des  mobiles,  est  sijscepjîble'd'un  grand  nombre  de 
cas  différents,  donnant 'li'^ûà'TiGS  calculs  analogues,  mais 
non  identiques.  '^ 

Ces  divers  cas  seront  déterminés  par  la  .pos^tiop  des  deux 
mobiles  à  l'époque  donnée,  par  lé  sens  de  leurs  moûve^ 

reupoi^fr^,I)eut.,^^^p  d^^  daiis.  ^avenir,  et  la 

ppp|tjpî^  dp'cc  pfli(ç^t,pfi^^^ 

;,  j^pt^ire.l^  ^^fion^b^efnfni.cpi^plet  de,  toutes  les  com- 
binaisons des  données,  qui  conduispiit  h  des  calculs  difféi- 
^e^S»ifi?}iJ?Wj%i^nwpf^dp^la,pqnegîi'^.f^^^ 
îflHr  WiiJÇ  les^?/?JHFii9ns  Aç. ^otis  ce^s  cas  divei;s,  qui  par  leur 
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^  On  comprend  aipsi.cqmbienil  serait  important  de  réunir 
en  i;ne  seule  forn^ule  t9]iUe&.c,elJL^s  qui^so^t  nécesfidrQS  poui 
la  déterminji.^ip.ndu  Tftpuyeini^pt^^  les 

diverÉi^  cas  .possibles.  .Qai^j  )e  ,fpoi^eai^nl;/^,pbficujç4.d!4 
étant  déterminé  par  uue}sçu)e^^qi;fçiule,.,9,i;i,.fi'aii;rai(  plus 
qu'un  seul  calcul  îi  f^re^  etje  résultat^ qu'^  d^inefqit  i:^d- 
ferme,raît  les  splutio^s  ,4^  -tpais  les^t^s.que  l'p^/étajt  p^lij 

de  traiter  sép^r^mepu     ,/,   * , ,    /    ,  ■  '  M:  ..       :•  l  .  .; 

L'avamagQ  quç.  ,nqi\s  ;  fti|pç^ureraiji..f efje^  , 

doit,  npus  portpr  .à  cbefçhçr.lçs^^^^jçps^d^j  parvenir.; ,»  t 
c'est  ce.qçç  jio,iis  aljpps^^aî^e  axec.fpii^  Içs^^fyeloppçmçp^L^ 
que  demande  une  si  importante  question.  •■', 


•> .  .._  1 


ÉQUATION    DU   MOUVEMENT'  UHIJTORIIB   d'uIT   POINT. 

143.  ^it  A  là  position  d  un  mobile  ï  une  époque  co: 
nue,  à  partir  de  laquelle^  noo^  conq^rons  le  temps  (fig.  ^  ^. 

V        âr  .   6   ,        M'       A       [  M.  '         X 

Supposons?  que  le  mobilë«  sei  robiweudàB*  jle>.sienaiÂX*iar,^ 
une  vitesse  i^;  désignons  par  x  la  distance  AM^àn^wséiAlef  ^ 
un  pointcfixe  O,  pris  sur.  la  .droite-  qu'ilfiMiiVsouil  ;  par  '^  1^ 
temps  écoulé  depuis  le  moment  ^àiil' était  eu.Atjusqii.*^ 
celui  où  il  est  en X;  cl  par  a  la  dislance^OA*.  Jhesi&<îlm,i^ 
que  X  change  avecct,  et  il  s'agit  dq.lrouver/la^^elatiQn  q'a:'^^ 
leslie  Tunà  rautre<';"->'   .)•)  .îh-  ^-     -    nyi      iir.»b.jir. .    ^ 

Or,  ^  désignant  Pespacei. parcouru  pen^ant.JjUniti^.cl^ 
temps,  l'espace  AMpaQCOurudansJetempsrqiielconqu^  ^ 
sera  ut^  et  l'on  aura,  par  conséquent^    r    •  .i     j  »    '   n 

(l)  '  X  n:  (rt -f- i'h  '- 

■'       '    •'"     i  r.'    *,      "      lu'-  :  -.    ».   Il»     ■*'-'•'     .  n»    •  • 

Cette  formule  fera  connaître  lliine  qiiolcon([|ue  des  demi-^^ 
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yariaMes'or  et  t  quànd'rafitre  sera  donnée,  mais  seulement 
pouy  leë  époqties  qai''suivrom  celle  où  le  mobile  était  en  A. 

OcWfilrdéVè^é'khbiiiai^antlëà  ëpoi^es  antM  à  cette 

derhièi^^t^le^hbbité^ïie  6ëtA pksëncbre arrivé  en  A,  ce  que 
ndns  ^rtmëi^VisëiV 'disant' Vjtillétdit  k  gauche  de  A,  en 
regardilnt*AX''dô]hhilE!  l!s(  droite.  Mais  d*après  la  position 
qclélièàiEi  ^vbtts  itippùséé'  à  Vorighie  O  des  jr,  le  mobile 
pourra  être  en  M^  entre  A  et  O,  ou  en  M''  k  gaucbe  de  O. 

'Dànï  lé"  j^k*èlmier  cas,  si  on'désigne  par  t'  le  temps  qui 
séjpàrè'l'^épttqiïe 'cfuè  notis  éonsidérdn^  de  celle  que  nous 
âYorfs*jrf4tiè?'jp/ô\j:r  'èrîgilie  des  temps,  nous  aurons  évidem- 


ment •   '  '''^'^''  ' 


(a)  x=a--p^'. 

Dans  le  second  cas,,  le  mobile  est  en  M'^  et  on  aura 

(3)    •-  \;  '«.iH       -  -  :w    OM^^sW^  — a. 

Ainsi  les  données  étant  qtiè  la  position  initiale  A  du 
x&oblle  est  à  di'oite  de  Forigine  O  et  que  le  mouvement  a 
lieu  vers  la  droite^  il  faut  trois  formules  différentes  pour 
représenter  les  positions  du  mobile,  dans  le  passé  comme 
dans  L'airenir.       jv  v,»    i.    ; 

■  Mais  •  n^st^il  pas  possible  de  réduire  à  une  seule  ces 
formuljes^qui  ne  dlfTèi^nt  que  par  des  changements  de 
agites  dails  lès  termes  ?       : 

Or ;>bn' aperçoit  facilebiéîlt  que  si  dans  la  formule  (i) 
on  remplaçait  t  par  —  t'  elle  deviendrait  (a),  et  que  si  on 
y  remplaçai  t'tipar.' — '«'et  rcpar — OM^'^  elle  deviendrait  (3), 
^u  y  changeant  tous  les  termes  de  membre.  Mais  il  sera 
^ien  entendu  que  la  multiplication  de  — £'  par  u  se  fera 
suivant  les  règles  des  signes  démontrées  pour  le  cas  des 
polynômes,  et  qui  n'auront  ici  aucun  sens  analogue,  les 
^îgnes.que  l'on  ^auppose  implicitement  dans  /  et  o:  n'ayant 
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pas  dVutre  objet,  que  de  réunir  \çs  troiji  formvilc»  epuu 
seule* .     -,     .'  ■     ■  .  '  i  I    .,  .r.  * 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivanio  ; 

Les  positions  du  mobile  seront.rjçpréseifC^^,^  dans  lie  pfips 
comme  dans  Tavenir,  par  Téquation  unique  (i)i  aux  condi 
lions  sui vantée':  pour  toute  époqlaediins  F^^^ir,  t  dési 
gnera  Fintervalle  de  temps  qui  la  sépare  de'ro;pjigine;  ç;a 
pour  toute  époque  dans  le  paasé,  t  désignera  -*- l'intervalle 
et  cette  quantité  négative  sera  traitée  suivant  les  règles  d^ 
montrées  pfout  les  quantités' non  isolées;  ^tlftôUteipdtei 
tion  à  droite  de  Torigme  O,  c*est-à«dire  du  c6té  qui  est  daa 
le  sens  du  mouvement,  jr  désignerià^la  distance  du  point  i 
cette  origine  :  et  pour  toute  position  à  gauche,  x  sera  con- 
sidéré  dans  1  équation  comme  désignant  —  la  distance. 

a  voit  que  1  introduction  des  quantités  uegatiyes  iso- 
lees  dans  la  formule  (i),  et  qui  cforrespond  au  Changement 
de  sens  relativement  aujc  origines  resœctives  des  temps  et 
des  dislances,  n  a  rien  d  arbitraire.  Il  n  y  a  d  arbitraire  que 

le  désir  de  réunir  les  trois  formules  en  une  seule:  mais  le 

*  ■W"-''k'*<''W  V-         ■■:•.'!,  ij-.*. 'l'.-.L  :!!•':  ji; 
moyen  est  unique, et  forcé.  Et  il  n  y  a  aucune  règle  à  oe- 


règles  étâbnes  pouï 


jour 
les  quantités  non  isolées. 

144.  La  discussion  due  iioiià  véWoïis  dé  faiiWi  k'enrénii 
tous  lés  cas  où  le  Jiohit  A'  est  à  droite  dé  Tori^irie  0;  ^ 
reste  donc  à  examiner  les  modifications  que  subissent  1^ 
formules  quand  ce  point  est  à  gauche. 


I  •         i  I  I  V         '1       .  '     «•  • 


Supposons  toujours  que  le  mouvement  .ait  lieU.  vers 
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rolte.  Nôufc  aurons  encore  à^consîdërer  le  point  dans  les 
'OÎ8  régions  OX,  AO,  AX',  c'est-à-dire  en  M,  M'  (Ji^*à) 

D&n^lè  preïnîél-i5às,=(}n  a';        '  ''    ;  ;'' 

.  .  ;.,ÛÏ4,:î=AM,--4^0  ,»Hi„y.=p/;r-Ap.;„  ,., 

I 

ans  lé  Second/ '    •  •!  '      •'.•'-■  ••w  •  •  '    »..i=  :  .  ■ 

I  \  •  • 

•  i'  •'}  f  '    '■       . ■     '  i     •■>',.  j  ;  .  î      . .  I •  ■  ■    "     ■■  :  1.'  ."■;■'  ;     '  .        ■  ' 

ttM  1q  tj^isièm^i;  ^a.44Mig^atttpar.  A'  le  temps  antérieur  à 


rocédé  employé  dans  la  preraière  discussion  relativement 
IX  points  situés  à  gauche  de  i  origine.  Et  cet  accord  était 
Dsolument  nécessaire,  car  pour  qu  un  moyen  de  généraii- 
ition  soit  admissible  il  faut  quQ  les  mêmes  choses  soient 
artolit  entendues  de  la  même,  manière. 
Enfin  îa  dernière  formule,  (tans  laquejlê  on  entendrait  de 

lans 


omme  nous  1  avions  déjà  fait  dans'  la  premî( 
^n  conclut  de  là  qu'en  entendant  toujours  les  signes  Ae  x 
'  t  de  la  méime  imanièrjB^  to^teci.les  po§Ui9|)s  dif  mobile 
ir  la<,droite  indéfinie  sepont  reprdsçintées  par  l'équation 

1  .  •.    '  i     i  ■  ti  *.  ,  i)       ..      -1 

Niais  on  voit  aussi  que  cette ^gualion  rentrerait  dans  (i), 

On  entendait  que  a  y  est  remplac  é  par  —  OA  quand  le 

^înt  A  est  situé  à  gauche  de  Toriginç  des  x.  Et  c'est  ce  que 

>us  pouvons  faire,  car  c'est  toujours  entendre  que  dans 

formulé  type  les  lettres  dbirept^ètrç  remplacées  par 
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—  les  quantités,  quand  celles-ci  sojit  en  sens. contraire  à 
celui  quia  é(^  suprkiîisé.quànd'ôu'a  ô^^  ^rmulîe.' 

145.  Nous  avons  âbâè*débdbTët^^i^]M^^éh'âë*i%ifti^^^ 
dâ«è>  ta  ^s^lie*  ^qùiltfÎHi'  (^  )  * WMé^  !èS  ' V^iétés  ^c^^^MéUt  ^é- 
sientei<  là  Jrétetioti'ëiiti^>iie  l^nbilif <é«4âidfiitalibé/*^el}ê^(^e 
sèit  l'épOt{tté''^ttëir^éh''Vieiii)l^^ètMà!i^<^  et  ^ 
sbif  ritué  lertifôlHle 'ht  Vi^&iAùi(tb&lk)h'^à^^ 
gine  des  temps.  i/Uij.if 

'Mai  9:  Il  f rat'  ates^  '  Kèèb«^M>iÊfiti<èf  ^^  héifê^  tt^¥#tfi>it>é^  en- 
core ti'Oûvé  )ar  ëohiiiéii^ làf '  {Atis^^étf«i<àïè^^! '*^5é^^j(ii^<jfeÉ^ 
siows  «^Hb  fÀ«ijéur)l  ;sttp]^l^tié  ilë><|n6èiViMéiâf  ^fiii'tiÂ 
dams'  lÉMfimétitë  di^eètioï^^ëAié  <{ti^ttdÙÀ  ^vons  à^|telëè^^ 

tt>n(^  Eé^é^iddtié'à  'efxlâfnj}iiëf!létftà!ï;itâffl^^ 
cédems;  en  %û^^a^  ^é  lie  y)?f«Ctltlni  BÛ'  riK^Veâieiiiyit 

Cette  dîtfcûSéiciri  ' e$t« '^  'éè^Àl^  'A^^âr ' 'pV^âKtftè^/^iie 
nous  croyons  inutile  de  la  faire  avec  autant  de  détaih 

"'Sdienti  tovjoqrs»  Oi  fl^oéigibe  >déaidistàiiee^  ^/lacplysî^»^ 

du'»i|iobileyipotirri£)izDb  >(!/tjj;u/3)viSaJpofiôti(Mfcii4prlài)iM!li0 

épcKfneifierftài  ga»die  deliàipifisq>nridanairche^ei«[lk::gaqob^^ 

En  le  considérant  d*abord  entre  A  et  O,  on<v«p]fo  éri-   " 

demment,  en  désignant  par  i^!  la  valeur  absolue  de  sa  vite^s^^ 

« 

Quand  il  aura  dépassé  O^F^quaition  n'aura  plus  la  mèvOK.  ^ 
forme:  jnais  elle  rentrera  dans  (a),  en  supposant  toujoac"^ 
que  X  est  remplace  par  —  UM. 

Et  dians  le  tedips  ailterieur  a  rorigine,  le  xnobiTe  sera    « 


CHAPITRE   XVIII.  l57 

droite  de  A.  et  l'on  aura,  encore  une  nouvelle  forme  d'é- 
□nation  qui  rentrera  de  mêm^  dans i a),  en  entendant  que 
Clans  celle-ci  t  est  remplace  par  —  1  intervalle  de  temps  qui 

i4piii;^A'^^p^i}^f^:qu^fifondetW^'giite»iiov'   :.  n  '   (■'' 
^l4e,jpTOo^?:4«:  g^ëràlUf^rion:  en^y^ppréa^demmeot 

PfuriiàeiL)^c^'4f^.fDi|pr^|emerni^f  Ifëqu^tioui  ^()riWteft  les 
js^f^^^^f^^^^^^  W0i%yOTVWt,!4!a  .poi«jc  'qiii,pai>Qhe{^rf .  Jjt 
5aÀcl^,rf9t)9^  m\i^y  Â.^iroU^  dei  VjWÎgiM  0,  d^ns  4a'ipoiû  tioa 
primitive»  .,:«  i'.  ^  >'\\^    • 

, ,  jQij^^rQQOmi^Ui^î^i  cQjpyaefpi^^ç^CTiT^iffnj^^  qtift  cette  Imânie 
âqfH|^i|j;^i)4^nt<^il^m4^v.^i^n$id^^  Je  çaflh04JefpoInt  A 
s^ltt;fi^i|(j|;^fh49  rQnPOiirH^  quf^  dfip&'f  «  )>  A  jKal  aloAs  rem* 
s4as^l.iffR  TTTT  Mî  di^t^i^j^)  alM\*ç*,;P'od  rédullffraÂli  enfin 
q|ue  Téquation  (a)  représente  de  la  manière Ja\{>lu8$'géii0- 
"^îrtft  l%iPWP¥iBiïï^t4!^M,BcrifftMy.Wj'>laigwc;hfi^  les.,9Îgtie8 
4«^»f  foxfh4tt9titpBJpBr^eîr|^ijdua/de  Jif  n^  manière. 
Il  résulte  de  là  que  tous  les  mouvem^U.  jpQjMÎblM.se- 


Cl)  j:z=fl-|-p/, 

C<a)  «=±fl.-a-i/^ 

Qr,  il  e8txlair,que  la  première  doq^erait^a  seconde,  en  y 
^^cmplaçant  v  par  —  v^^  c'est-à-dire  en  entendant  que  dans 
l^*é^i«tipnl(i)  h  estiieâtomblDejib^phi'^ui  «xprhncilA  vôtesse, 
^iMLdîjlfifBiQMflriaiaeqt  a()iet£ve}Bi^)i  dtdite,*«ir)qt^'41idoit  être 
''wiplif;sëlpaB'i^-MiecrJDottlM|ffcqii^^ 

■«j'bi/ii^^b-jul  *»«••)  "jjelGV  i.i    ,  i:itj  \«    xiM'r'!  '>if*j  j^iji    .  ••: 
14o.  fvous  pouvons  donc  dire  maintenant  que  nous  re-» 

présentons  par  la  seule  équation 

,'ï-"iifioï  .»if>«Kfi!Mv  '»•»  .:  '  '  "  •'••»  »•;•.'     •*     *''  ♦  ^'-i  ^  "  ^  \  ' 
le  mouvement  uniforme  dfyi  .point  sur  t^ne  droite  dans 

^Qtesles  .variétés  de  ciroonstances  qu^on  pourra  supposer. 
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Il  suffira  pour  çel^  de  considiçBer  l^es  quatre. Retires  ûp^^  a^ 
(^,  t  comme  représentât,  4c«s,^ot^bir^  aJ^olijif  ou,f|e^npm- 
bres  afTectés  du  signe  — ,  et  qui  devront  être  ti^aîtés  par 
les  règles  démontréet  dans  le  ca«<>de9  polynômes.  Yoioi 
maintenant  comment  ces'signes  devront  être  introduits* 

t  désignera  un  nombre  abi&olu  d^unités  de  temps  pouc 
les  époques  dans  Tavenir,  et  — •  un  nombre  pour  les  époquea 
dans  le  passé.  ,i)m 

X  désignant  le  nombre  absolu  d-unilés  de  longueur,  pou 
les  distances  des  points  situes  d'un  côté  de  Torigine  choia 
arbitrairement  ;  a  et  m  seront  aussi  des  nombres  absolti. 
qùaifidlà  pb'siiiiin  initiale 'dit  mobi^^  et  |é  sens  ae  sôn.'moo. 
veknent  seront  de  ce  même  cote  :  et  les  qqantites  x^  a,  i^de 
Signeront  ' —  dbs  dômbres  quand  le  Àe.nç  sera  oppose.  S 
toute' 'sôlulli On  ie  Kiéq^iition(i)èn' nombres  absb)us'(^n 
négatifs  fera  connaître  l'époque  et  la  position,  çomm^  ijnM 
ràît' fait' la  foi-yaulè  Spéciale  a  fce  cas.    *■ 

Surtout  il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  generalisatio: 
ayant  été  demônirce  à  la  iconditioii  que  toutes  les  quantité 
négatives  isolées  qui  seront  ainsi  introduites,  seront  tiailé^ 
par  les  règles  des  ^igpe^  démon,trées  pour  l^e^  p^yj^on;tes^  '■ 
n'y  aaycune  que8Lioia,à|ie.ffîre,^.qp,^uj,eJ,,  .    ..;,„.  .|  ,.».- 

147v  Soltttiow  générale  du  -pràhlètnë' de  ta"^ëHcdntr' 
dûdeuxmohities^:  ^  Il'elstbîèh '^^atiîlé  tn^lillëtiant  è^  trbt:: 
ver  lés  foi^niules  générales  relàtivéii  à  là  rénè*6n'fré  de  liëtli- 
points  qtiJ'se  meuvent  uhifôbiÀërtfent'suîVàiit  tiné'Ajéi* 
ligne  indéfinie; idattô  dè^  'èfenë  fet  avdfc  'dés  Vîtesiéfe  qùélè(6t5 
ques,  eti  "ayant  tfé^  posîlî'ons'  qtièltibiiquès'  à  'répoi^ùe  'j^fîi^ 
pour  originel defe  teihps.  '  •"'' '  '    ''^    '  '  ''   '  " '"'     ' 

En  effets  les  detix 'moavemèhts  Séi-otf(^aélé*hlnhek  respeè: 
tivement  pan  les  deU*  étjttaiîdhs'§énéfàrés'*'  '     '  '  ''*  '  ''  '  ' 

-. .-    ,.         i      -il;!      f  ■      ■;■  "><i->       *'       t.  11.       "i.j    i'i\    1  » 
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Or,  SI  Ton  Veat  eonhàitré  Pëpôque  de  leur  coïncidence,  îl 
ftèlt  trdtlvélr»  là'  Valiur  dé  t  pour  laquelle  oh  à 

.    I  ii;  ■  I   •.  «  .•     il'.        »;■       ;   »       »   -  •  ■    ■       •'  '     '• 

•        '        ,  t—  -T' 

et  par  tuile, 

"îi.tJ.i     f:.!;  t.'  :     "'■    »     ■  '      l'I'i— I»       '  *        •  ..... 

Lorsque  les  valeurs  particulières  desaonuces  reiidroiit 
ces  résultats  négatifs,  cela  apprendra  respec^yeplent  que 
iVpodueest  dans  le  passé,  et  la  ppsiiion,  du,  côté  de  Tori- 
gine  opposé  à  celui  qu'on  avait  choisi  en  établissanvles 
formules.  .;      ,  : 

An  lieu  de  cnercher  Tépoque  de  la  rencontre,  on  aurait 
pu  demander  que  les  mobiles  fussent  à  une  distance  don- 
née  Tu  n  dePautre,  ou  les  assujettir  à  toute  autre  cou- 
mon.   ' 

{'i&:  Remarque  y —  Si,  ku  lieu  dé  chercîi'er  une 'formule 
générale  pour  le  motfvemetit  uniforme  d*un  point,  on  vou- 
la|^^,ré^Qp^^4^  i^m.ç4i^^niÇiXt9  et  .en  apparence  plus  sim* 
plpiipipyjj^,,^^,  jpfpj^l(^flie4ç,la  fçncqntfe  de  ^ux  mobiles,  on 

«y^^jf  .f(j)Jjigç,4?,^^if?  upe,  hypothèse,  ^ui%  la.  région  de  ia 
^^ij^^o^i<pp po^njt, doit  se.trçjiiyer. Si. elle  çpnduisfiit  à  des 
mjlîjLjjppj^  ^fÇ^^yes^poufvf  01^  Xj  oaferaiji  uneiauiite  .bypo- 
t^^jje,  .qjii  jjçiut-ètrei ,  çq^^ilmir-ail  k-  WÇ  flQaTelJ«i.i*»possibi- 
lité*,  et  on  répéterait  ces  essais  jusqu^,à.c^4}u'<;)j^  p^jr^Yiutt  à  des 
vajeur^  ^^splji^es  pour  Içs  jncpnuuçs.;  Ce$  tentatives  fasti*- 
dieuses  devraient  êtrç.ijépéjt^esipom'  chaque,  question  par- 
ticulière du  même  genre*,  et  si,  dans  certains  cas  simples^ 
on  aperçoit  de  suite   si   1  époque  est  dans  le  passé   ou 
dans  l'avenir,  et  dans  quelle  partie  de  ia  ligne  s'effectue  la 
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rencontre,  il  en  est  beaucoup  d'autres  où  l*on  serait  obligi 
de  faire  plusieurs  essais.  Mais  la  formule  générale  di 
mouvement  uniforroe^anf^tlllne^mi^^  fois  pour  toutes 

cité  quMl  faut  voir  dans  la  généralisation  que  nous  avon 
effectuée,  c'est  surtout  cette  correspondance  remarquabl 
entre  le  changement  de  sens  par  rapport  à  Torigine  soi 


semé  aù^  celte  condition  toutes  les  positions^  Ç.trtQu|C|s.ia 

;20fjnno:)ifî  --ji»  lujurJ  t^.yuiwi^i    c'ih  J'  iHbJ   j\}.nut  ".•rnih]. 
i  r»  'jij>i-jl<i«>  J'irJ'j  iioiJi.'.ili.'iiîi»!!  il  .""J  *•*-'!   "WOJ  <iw.i»  !'• 

■  ■  ■  J  J  ■^ 

f  r.  .r')liiriini  ?'),rrr,)-i'>9   '•.r-.ili.TniîJi:  tmî»î/|j0q  eo'ilEîT)' 

-T-  fi.  •>  ji').;  ')!  Jrf'jiirt'^^it'^-.-ri^  irr))  -  il;.-.)'!  r..')h  .?.'jjiîJBIfp  ^^ 
'.■:;--.);:»•  ''V  '''jn|  îl>ni  r.)  <M(4lf;  ^ijo^  .OToiluoil'tiîq  "0 
'   N^^.iii'*  Ji  M.'.  ^.  vî!'.)   (i  )i>îiîni'»  '.t'.M'Ji  jrft  r.itîr,arro  >oi  "  '  ' 

:  •riJî)nio;>ii  hnr/ig  î)!  icq 'J^'^" 


1 1  ■  I  ■  Il     I 


QUELQUES  TENTATÏ^''biè'  MlSfdNMXlîièiN'^  RÈÏkTlVES 

)'*  '«i.ijji  n>  i    I   .io<p[    î    h«|   rifv.    •;»  jur...:  >iiiif..'.     i.  j    h 
f49.  Dans  ce  gui  précède,  noua  n  avons  introduit  la 


•■  •; , 


iïérents  de  plusieurs  calculs  analogues.  Ces  quantités' né* 
lives  ont  été  tantôt  des  données^  tantôt  des  inconnues; 
,  dans  tous  les  cas,  la  généralisation  étant  obtenue  à  la 
ndition  de  les  traiter  de  la  même  manière  que  si  elles 
étaient  pas  isolées,  il  n'y  avait  aucune  règle  à  démon* 
îr,  et  la  recherche  de  ces  règles  n^aurait  eu  absolument 
cun  sens. 

Quant  à  Tinterprétation  des  valeurs  négatives  des  in- 
iinues,  elle  ne  pouvait  ofirtr  aucune  difficulté,  puisque 
it  était  prévu  dès  Torigine,  et  qu'on  savait  ce  qu^indique- 
il  leur  apparition. 

Mais,  quoiqu  on  ait  toujours  reconnu  que  les  quantités 
gatives  pouvaient  généraliser  certaines  formules,  on  ne 
stpas  toujours  assujetti  à  le  démontrer  ;  et  des  géomètres 
linents  ont  cru  possible  de  démontrer,  pour  le  calcul  de 
•  quantités,  des  règles  qui  dispenseraient  de  toute  discus- 
Q  particulière.  Nous  allons  en  indiquer  quelques-unes, 
on  reconnaîtra  facilement  combien  elles  sont  illusoires. 

180.  Démonstrations  de  Laplace,  —  On  trouve  les  pas- 
ses suivants  dans  la  première  leçon  faite  à  TEcole  Nor- 
ile  par  ce  grand  géomètre  : 

^  Pour  soustraire  une  quantité  algébrique  d'une  autre, 

II 
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?P  PÎg^Çrrr.^  et  que  Ipp  jpxopo^q/jlp  SAU&tr,aî^ç,+-j6.i^  *f^ 
dis,(ïy,e  Iç .rpsyJitAt  dp  ropi8^-aUQî^,p5^^.-T^.^.iJEw|<^ejl^le 
nflçqJ^pç,  a F=rf?  -H  ^  —  * 5  e^  r.çW-^njçhÉ^n^ ,r-  A  5ûij|[, cette 
fofjp^^q'e^  éyîdeinip,çpî.^qçF  tt  ^f.P^  ^lorft  ^,i^§j«Thîi. 
»  Pour  cffecluer  la  muItiplication|..^  Jp,,|QUJlûj^yQ4lMle 
et  le  multiplicateur  ne  renferment  qu'un  terme,  on  multi- 
pljftjleiurs  ^f|içffiTit||n^p[^^rîqMjq§iî W .«^ 
.4ç^  J[e^r^$3en»bl^Wç&v-»-r!  -vj   .'  .n     ■  ■  ,mi<.[.  v\  •  i-  jf.(j  ùi1.)m 

,  >>  Qi^t  a?i*siigi?fi,dp,,prR(iuit,3iilidaî^,i^^^  P^My^ffii^^î 
l^_sîgJl^e^,(^^  Wi4tîp$c^pÂe.^t  d>f;  m^ljJpKiçaftaiaç  >pii>[rto 
np^fpqs  ;. .  s*iU  Boqt,  diffj^rçflUs,  Je  ^igçijeç  c^^  prpd^LyJ^î^èfi)^ 
jçiëgatjjÇ.  .Cçi^ti?,  règle  pr^sen^ç.  q^dq^ft»,  (JifliQvl^  î  i^^^Jf 
I3  pieiife  à  çpnçeypîrjque  Iç  produj^ 4^. rr-a  9a^;,pi$,j?pftilf 
n[ièp^e,g^ç,i?!Bluf  d^  fltpi)ir  i!^„  Ppur  fffindf q  q^tf^i^^iM^^- 
s^^ble.j.ftQfiR  ohsjBrvçrpn?  que.l^e  .prod^uit  .^^irr^ïf*  par^Tfj.î 
^\:—^9  pui/jqu^  ce  prp4^j^  n-est  (ff^.rra  i^i^i^mff^ 
à^Spiîf  q^i'il  y. *  4Vtti^  dftï^^  il»  jNpup;  ob$Çir]iîf\rfl(ps,^8|iite 
quje  lé  prpdiUÎt  dp  —  a  par  b — j^.jçst  nul^ jjt^îfque,  Jp.ERpW* 
plica.tfiijj:  esf;,  puU  ^nçi  Ip  pro^^iit  (i€ij7-,f,pfr.]+7^f^f?pt 
-7r!a6,ie  produit  dp  ~  «  pap  -7^^  dpîtjèWP^up,^Jgp.çc!Q>f 
^ra|rPi!QPil^g4ia,,-Ha^,  pour  île ^eVulçp,.       li.,,  ..l     .,;,[.. 

!,)>,, Quant.à  la  divisîotj,  si.lp  idiyidfiii^P'.-^.tlejdiviçetU'yPe 
ren%mept  qiMi'iin.  seul  terme,, <>?> 4iyî*e,}p  cf>plliciefltt|Afflp^ 
rîq^e.  di^  ;4ivi4wdp  :paf  CieWv4u:;dîifi§pwr^.»Slfi„Eiï^9tt 
doflnp  (aurqvwiieip?,,  Jp.4gï>.e  i-H^p^.  te^igf^«|-TT.j{SVWi^pt,.<^^ 
les  signes  da4iiYit4endp(pt;4fi^diîMi^iÇW  ^9^  4^  m^pm'^ 

4^fcIWr|eMiviWAr.^Hffi^liWidiîïji4^  p.^  ,n|nir 

isoli^rie^jf  i)4'rf*o,i?f^  ,il  ipofl^i^^ 
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r^iëtidl<éV4l'àjottte'k'feti*btièhë  &  de  à,  eë^^iti'Klt'ati^è 

i4iip^ô^^^^lj  regardé  tîmiriiii!  ëttdiefùV  ijute  rti^aHWiét- 
T-6  theik  Telftééi*,  ee  (}Ùi'ést  M'hiDh-^éëhi;  'doublëi^'iu^ 
fosfc'^AbôM  stippôset^  c^u'oh  ^ttàiehe  tih  sé^  à  la"  Wdlràtl^ 
tilj^dëi'^  2^,  quî'ii^éii  tt  ftttcun,  et  ensuite  que  la  s6^^nië- 
tîcrtr  ^Igftrt^  «>î<  IsLW^ptéÈiîàntiàii'pi^  d'ttti' lioiAlre, 

^fil(iti>'Pàiéddê'di]ai^hipttéàtitih:'Il^^dtt^^^ 

tiplié  par  +  6  donne  —  ab,  par  la  raisôti  ij[lië^dW  lU'i^'^ 

lîtiiiiyfe'f^tf  un  hbtaterc  de folV marqua  pài^ft.  MWiVi  —  û 

G^a^lÉdtnti^;']!  4eAhln^«f  qm  tout  pt^SilU  dôt^t  le  liMM^ 

^ieaVèUr'èSit  ^-ii^'^ddiiétré  n^t;  d'oi  fl  CôDeWqA^'^^'à 

ihMt»pfc*na¥  »  ^  b  dtmtitf  pour  prddtiît*ër6.  Oi^-i-ii'îiiWU. 

pk'^^^ëfiéàA^f  terril  &'dbniie;ràitiii^  il  Viéirt  déTëtir- 

ItHr/Uiq^^^  dè^c  î^  èit  tiécèsMiUe  que  lé  'âe^^bnd  tet^cfj'èifù 

V"j*è<îtlhlàé  ^/rpât»  ^'bi  èààtïe  ^^  àb  pwi^  le  dëtruii^e. 

■GMt^  déitibtiâtrà^oti'  péché  d'abôtid,'  fMatxk  là  prëcé- 

deiitë. ^  të  qtf 6n  ^e  propbse  de  itaàltipliel^  —  tf, fé'qfùî  n'^a 

jtté'^é^eiis:  Efcétiôuîtë;  etttlf^ftant'pItWi' m^iî^ 

^ ëétrttli*t«)lyii6bïé;  iti  quantité  ^négative  ^  6' b'ist'  plus 

isolée  :  de  telle  sorte' ^tfé/s'il  'à^àit-^'prîs  uti  Wiflpliëàlfdè 

iïeîp^àtédi^ié^'J^  Af,'î!  iiktàxx  tMtafdÂtré'qtièi^o'mul- 

àj^fijfà^i-jBdbnhe  (intehcncM^fl*  àTiprodùîir,'qttJlli!d'^^a 

« iiftjï^rit'des'tënii^i  de  faèt^uts  ^dlyiiétttefe'î  ']H  tiie  irt^iid 

MdiheÛié^paB  là  i[|»!esl^Af qu'il^iim>iiçai<,  ràvéir'  t' li^  'iMK 

^RMllDëà^^  Aéux  ^tVAtidt^5-)^gAti^éd  {ÉMéil"^    ">-' 

"K^iii^<i|l^hi>'dî4iH6i^  de'dcUt!  rAbtihiAeBi  dont  Tiin  au 

moini  est  nég^tif^^'c^i^kdë  mfènJeriihe  opératiM^  i^ui  n'a  pas 

iii4èéi^el^4('i'Ëmèiié'«  \à  iifmltit>tfeaiidii  'd'à  j^^èslàdéfi' 

ilM(W(i^'^èM  ^  A^ftiè  ^uà!àd^^^^ 
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.i  Et{  n€mjAu!nos,gitïétii[fi^^ 

epémiànfsl  adithKi^lHi)f48.ii^i.4m>fQbfia^q«^^a%e#fB^ 
«fe6}qomboé8yebn'aDfan)bcuaQ«^idtenç9.i1^^ot  î9  asliuiai 

SI   LES   QUANTITÉS   KÉGÀTIVBS    ISOLÉES    DOIYEIfT  ETRE    DITES 

.  ]:  >!!i.  u/    1.     !^L1IS>>MBQritnSi4v»iBÉilp{i^  JOllxO    XCi 

.iiWu  »».V  i-    tl)  tij.un  t  jx    .iiiiiuj  jjî.  .f)nir.)j  8-j  j  nt)  jinnqz*i- 

152.  Euler,  dans  son  Introduction  à  V  jéHàfyâé^r^^M 
Siihiaèj'k  âii^q[iië'lë$'lq[uàiil9fai'fa^àl»v<éfe^  éitiëMi madrés 

àtté'lÉft^*'*'  '■      '  "^^^  '■  '     -'i/  »!>  »■  J  l'>'iijbjl  :)<îpr-jolo«'.f  g3YÎJB§*»n 

damment  de  Tobscurité  de  celii'^àk-^iî^m^'^m^Vfi' 
siquemenl,  ceux  qui  vT)tiakWlfl4W  râMftterl^î»it  Itio^akol 
pourront  se  contenter  jde  considérer  cette  proportion 

'       '■  '■■■■  '  •lî'-^ï :i^^p:^yjjj» '.li-'io;  iioijoji  f,l  !<" 

piî<^pprriaa,r^Uç,,  pwî^W  iÇiPÇp4j??:^'A?s  f^WêPf!  ^pW 
àù'  pi*odtrît'des'  ihéyéiis/et  Vjfie  d^î*lèUri^|^{it^*W^ 

M'    »î.i.  .  î'^i    r:i!.-;    t<  i   '      »i:-  ••ri.  ii    tjl   oi'p  fj'ifmiuU' 

-uidB±7Ui.tl.<i dépendant, 'si  ion  iregatidaSt.les  qiu^ntîi&f^ 

gatives  comme  au-dessous  de  zéro,  i  serait  p^ —  i?  et 
*^ i<5'i'V -àinsirii^no  powarait »îyiia;YPi^eiK?QtJoi>lit^..iHl*s^ 
vrai  que  M.  Leibnitz  prétend  que  -A*»tlrfi5li'îla§j:ffli^PW 
pro^ortionbebeniirp  fûi  ir^iiioni plusl{m9irp-;i)-f9|{l4^^^) 

w^quawlitésiiiégatiYttj'idi^-ttrAlftropt  di^)  fe,  q^llfôlia*^^ 


^lÂéiKëlcMs^'^^  4eft'Mp]^t8;;>te  ^ilIflVioBel  que  je  Heveob 

ifiy^^%u«éi^]^âti^ôA4'a)jfébt't^r  paît  des  lîmitiitioifa 
lutiles  et  fo]^ë^^éef(ëlté4i^êeràto]a«tfid^QJlIiettrfi  qudoà 
ipposant  que  les  quantités  négatives  sont  au-dessous  de 
îro.  ce  qui  n^est  pas.  » 

153.  Caruot  appi^Duveria  lëfutation  de  d*Alembert,  et 
exprime  en  ces  termes,  au  commencement  de  sa  Géomé" 

9Aili©finiiî#iB»§  qiiiiçft^a,,flaRftÇjss^j^îjqp'^fi^,4pfi  q«*°ri^^? 
légatives  isolées,  se  réduisent  à  deux  :  celle  dont  not^f  jvj^uç^ 

éro5  et  celle  qui  j(}ç^s}^tfi^,x?ffieq^^Jp^.q^ap,^^^^ 

[?ilÇi^*?r§4^^fi»Mir,éBlflju^,,.,,  ,,,,  .,,,,„.<,.  |   ,|,ifrM„ni.J. 

i  la  notion  combatti^e  ;  était:  exacte,  c^  est-à-dire  si  — i 
tait  plus  petit  que  zéro,  à  plus  forte  raison  serait-il  moin- 

ïoindreiiue'  le^.  p^ifttjiéff  ;  jfi^f  .le , g^?^^mq,d(p;ïff)^^^jèl^9 
loindre  que  le  troisième,  c'est-à-diré  que  i  devrait  être 
K&*tfât^apii}>-^i^]dobfin;^fi  iaerait^tou()i9ii<|Qts)LbJç.moijiâre 
[plus  firrand  que  i,  ce  qui  est  contradictoire.   » 

M^»a@^q^^il^e6i(or]n]yiolis  i90»t{  aansilrpeaifo^ 
iîiji^ê^èsliftitrel.---  ^iJp   i)nsjfri(|  .vliticlrj.l   M  ;)f;p   hvvf 
l^]^^âb«d>d>-tju^)lsoit{nM(queJlea[  qiia»tiftéfi[i«iégatf/vee^ 
dle)iil(Wldta4r6s  :c^u:è<2^i^,4t^)CKlcai^d»ifandeiT    IêQi^iQl((fii^ 
Mlrill^^^  (^  (^ilâ  4gtti;elitienlt - ^bt. éJ^iin^iBàtii tnoiD  pne 
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fini  (MirV^Mèhaw-^èhi^  il^n^etlt  jïîiHàUl'VcJW^  tfif'éij^idft 
pertonnede  prétendre  qH*{4 y  ait  qhélqfttè^ô&és^di^j^^t 

prottifféé  t>A(r  k^Kr^dt/^il'  eil!  bittU  (ftpflUt^'  i}àëicMitf  d«m4 
lustrés*  géoihèVi^es  n'en  aient  pas  apie^iilè  àéhitA}^-^^  "^  li- 
'  Qtiesîgîiifié cbtlfe proporiîon^ t^^^^t :t^-^rrt'?4!V>à>V!Wt- 
elleP  cointtïebt  l'ëntënd^-oW ?  Eéuelle  >>éMiIcàt;'0tf  'dôiiiiféèi? 
Si  Poïî  eniiefnd  qti'on  fasse  lefs 'divisions  ct^aprÀbîIeiPi^ègUs 
defs  «tgMr dabs  1^' fctfs tdes  ^olynbmtfdikin  Airr^mhtfii^ 

le  rapport  i-p-  est  ^-^i.  comme  le  second  --r-?  ®t  on  pourra 

appeler  leni'  ëgdlîlë  une  /T^o/bortibn.) Mais*  oui  iit'attaflteni 
véeUemeni!  aucun:  flensâvêesiopërfliions^tct  le^^rdmarqBfB 
faites  dans  le  cas  des  véritables  proporCjerisi^'aurdBrsai- 
cune  raison  de  s-ap|4iquer  ici  t  et  ron>ne>pôuprait'd]rè«qiie 
si  le  -  premier  termie  d^nn  rappopteàtiploo  grand  «^ue-Jerse- 
cond^  U:«iL  doit  être  de  même  dansirautré*  QiibHe  défini- 
tion. donnera-t*on  de  plus  grand  ou  plus' pÉitib^relBAse' 
ment  à  des  choses  qui  ne  Sont  pastdea  griuiuleursP  <     "^ 

Ces  observations  suffisent  pour  montrer  le  vide  de  ces 
simulacres  de  raisonnements,  qui  se  font  sur  des  choses  non 
définies,  sans  existence  réelle,  et  où  Ton  se  sert  de  proposî" 
lions  établies  sur  des  grandeurs  véritables. 

155,  Nous  ajouterons  cependant  que  si  nous  avons  sou- 
levé cette  question,  ce  n'est  pas  seulement  pour  mettre  eu 
garde  contre  ce  que  l'on  dit  de  défectueux  à  son  sujet }  c'est 
aussi  pour  montrer  comment,  contrairement  à  l'opiniou 
de  d'Alembert  et  de  Carnot,  il  peut  y  avoir  lieu  de  consi- 
dérer les  quantités  négatives  oomtné'plas  ]^etit0s)qii0îi(^O' 
Il  est  nécessaire  pour  cela  de  rappeler  les  premiers  prin- 
cipes du  calcul  des  inégalités,  quf  sont  si  simples,  queii^^ 


Lorsqu'une  inconnue  doit  satisfaire  â  une  ci^of^itÂI^ 

[<4ry#il9  ^i^)iaf4ri^weiif¥>mÇfÇ|eHe.  incppiwei  vPwf  ypwf  i^ 
nir  on  fait  ip^tfMr -l^^iteri^^a d',up,  meml;^re  dans  rauti^.9Ki4> 
yw(jQ]|(]û|éf]|ea  règ^e^  que{K]^urle6réqi|atîoBSi.Qt.çonwid.on 
p^nidnlil^pliw  k^u:^!  vUeripur  im  même  npnihre  .abiM>ki  lies 
iA^^m^tnimdA (ilvawkiégfAiiâ  $nxï$*ena\k^sm}^ smB[ 0bl 

pi|Vf6^cbfi#si^'fM0rdéBQ|^i?i$te^rsvl9t4?tfwiii>4llb&^ 
membre  tous  Jes  termes  affectés  de  TincouDue;  il  sufBrfi 
alors  de  diviser  ies  deux  membres  par  son  coemcient,^pour 
«vnltiiliiôpiakaP'ieifle.vaeiiSMdiBvii^  Itmitètiéhefcbésl  Alaâf  jsi 
kvpiembreartbdmaasi  èoni-ftpnésentëB  pai*  ^des»  leidirefli id«nt 
leKvaleuni'ipaiseèiit>ètre!priliè8iarlMtrairement,-'CniseraièisK 
p^séviibiiimeidaiisile  «àlcnl  >dësi  ëquidions,  •&  fUroiiveyiides 
fltaisiraolpdiis  impo^Uesiquapd  onijiariiculariâeffa  «Cfes>fvà*' 
kn^I)  «UifiiA  desimémbrès^iofKmèÉieitcidisleliflreub)  ^ourr 
t>tit'ivTpl^M9ter^sou»lé Anne vdé  qu^titésf nfégativés.t M  > ' 
Si,  pat!HQxabpile>  enipai^antdeirin^alité  i      <l)  •:  i>r  <. 

'ïi      è*îf:<.ll  .»  r?>b    T'    -    JH(:'  irTH^T-l  Jitl^::"i  .     n.  *      J;   -••;■I')^•,IMn^■:- 

« 

it  que  dans  un  cas  particulier  on  ait 

'■  *riJ!'»rff  ■((/•'<;  U'^w!*-  Îm  .-^  —  ♦J  m»  ■*  .«:  'i^  >i.|v  •  ••  .  .  '  v  »! 

éi'j'^pî/fiéiutè','  '  '"'.'  ''■  '""'   '''  "\  '     '  '■■'■  "  '  "■    '^    '"'■•■ 
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«ly€oi|aii&«i  4^iciiéBt>Bigftti£y  liiiiëgaitté^)aetcpi  iie  ^gtiane 
-^q1Modliéttt4K«tîiN^psi£pklSf^tiie4qittiz4fol  ii/^iufi  iio up du 

lîi  Ei-e^e&t<:&quèiUpfiitrèiiwcra  tokiief|ttissi>fbîiafiie(i'<>iDffe- 
'  4raiti^e»ai^bii!d«mli  mèmlu^es'.  d^ub^inëgalicé  jaite  aqfàintké 

membres.  .L*)iiiJilliL  dju;^  tiui)[iioi  juoTjJoujTiJ 

Au  reste  (3)  n'est  qu'une  manière  d'écrire  a<^c,  et  Ton 

n«iiaaritëtlifiaiji6iltiMii»âii»îqii?glie  p»»^îeAt;>ideiicBJi]oq41oita 
^  «Mntpal  t' mne  i<i^u«uti  c^i  Jlropi  tfbrteianiBidefacs  tmèbihieiioEt 
!  '  «ibtnpie  OBime  isaitti pas  i  ibn^otif:;!'  'si dds  JsmifibracajiiiîftBaèroDt 
.i^]iosft»Ueav4anâ  le&  leas^JjftâbiîéaUoès^qvèfdlon  ^Mhmsi^àaretrà 
•aMistdrfp^^tlJL  £si|t':>iétrë^igmr^tà'iâttccpier  esUttiibéà^ 
'>l^«aëgellité(»oai>ne|MLSi)£Ei]i|9(ki€aleiil  gënébali^Maîs  éDia3i]pii 
'  ise  prinieF idfe* feàitaqtAges4«itsoIuiîbg!g)'gfaëiiaioBvaEll  aalisaa- 
'fnfn»în»tëiiâfij)piikqua^hi>iyrfxlèliÎEaaw   ikiTëaKka'kedb  intor- 
'{]pNéléédiWanbe^iét']ianrmLètiwx^liangéeleaiU  dîiififaohé.2ol) 
iiOiBt)  sjjd'oil  k«aitiTcivaDol*éidâ8iidciix[Hwor9i2>l3GSiiuàe^^ 
I  liië  tpiiijdftns  i«è)cdsj  ipaiiticqltedJse'JtraivreiiaîtryBupérîeiire 
'  ^auiplU^'grand  meinèré,  ics  devia-JiniembresiifeitixxÉYeraient 
iiëgartifs,  «^tioeluiiqui^aiinaît^la  plu^  grande ;va5e«ar.' alDsolue 
serai  t^ikldiqué  commeileiplus  petit^âe;^ort^  qbelesfqaan- 
tkéft(inégaitives>  serWenC  «ppelSées  d^uta<ntt |)lus(ipeàiteâ>que 
'lëor>  valeur  abelolue  serait ;jplus=  gi!ande<'  Eï  temtotki  serait 
d'aceord  avec  les  propcisi lions  qui  ont  liëu^-dans  Je  eai^des 
nombres  absolus.  Par  exemple,  si  on  ajoute  une >  quantité 
absolue  'pluaipetite  qu'unie»  8eoonde)4>'^^>ncjèst<^momdre 
que  isi  >biii  'ajoutait  la^^econdec^  or  illqa  eerif fdeimèineipottr 
1^ addition'  de   quantités>  tiégativesv^Jitellerqu^onuillénteDd) 
p€(urvu  <ç[iiW<Pègâ^rde  comme  la  uoindreLde  deux  quamti^^ 
'négatives  CK^Hequi' -a  ]a^vàleuriabsoluel%)ptu8')^knd6.   > 
'    'Ay  re$te/'les'înéga}ités!d<mtriesi  idiôicxi  membre^  fionèiâ^^ 
gatifs  éprendront  «ne'  foîi|x&iréeilë^:e)tidéai8aniiipaeaerir^' 


«I  aurait  &tt4iid]|^Hlis»<fai£hf|[EUi'{H!«Ytt]4^ 

RMfPâiéi&oiégatifti  Ai«ûi'iiiégélUéf-9£i<r^>-*3  ^^* 
id2iJ<tâii4|inégalUé«^i«ii<Qiii  deidisoâbaiîfbffiiftàîSi 
ièil  ittjriajaiAiba»oi^9dteiiuraiUyi§^i£k^aM^^ 

eront  toujoiirs  sans  difficulté^.  .st»  idiu  uu 

ifitkmaUeMrinefii  etlgéi^éualanMut'di^siJldiiioiia  6u 
ctkm8'?(fea)mcmhnsa)diaf  (itiégalitû^  iSiioiuefTcQtiji^rces 
aéa)a«ttia(iii?l£iskèg^ltt)^di]iaife$^ifit  aansia'Hiquiëler 
nmétf  méinbrpSîsleslnéaiihaitsrjarQiaioiiJoiftralé^ 
ètibles  à'Od^t&rueiinldUigîbleipat  dU^nèUÀ^rMais 
cÉil^eiit  lure  AirsiflnultipHcatkps(itMi)dôsiH£!yiaiôns 
deuaolnémbroaid^urie^inëgaitilié^TÎl  laiHlaioiô  ig^ 
» sfasknrer  ii^i  'ces  -iiihitiplicatleaD9>>cai [dMiknirsi  sont 
nliii^i  absel^u^ioui^icomYiifi  on  Ip  dit^«des  no^b^espo- 
janyd'àiprèarlamàraère^lontOB  entend  les'b^iéQétions 
[jquâiitilës ^négatiyes^f  bni (ifiulti plierai  (iar  -^ âc^  ien 
liant-ipariciKieAiichain^asit  ktiaigne  du  prQdtijuSi 
noèommenee  ftàt^  ii:Éultiplientpuitdi¥isQr>Jk^::!daux 
iesfll|9  IHnégalitéîpan  A^Ionjàmranneinp^lUéiy^aie; 
)C)i>.ohange lensuiteliea joignes fdea^euxi q^'mbff^,  il 
tvdiiaerld  seb&de  riili^galité<^  car  l^icbdogeiuent  de 
le-  toiisi:  leis  terfioi^s  -  seYieot.Mà  jUnl  changement  de 

HB'venidrronapaa/datiMiRUige  sifro^jaiyat:  les  cas  que 
ineUénai  SMexpliqueront  j  toujodrsi  i&fmsj  (dilEcttUé  par 
nesccopsidérationaiiËt  la  conioluaîfin'decettefdiacfus- 
i  qukdy  8i>V)0niiiettt  aVoinidos^proci^i^  généraux  pour 
il jd^iiqégatitâsyjéneHl forcé  dd.dii^  que.  leà  quan- 
gatikesjfiOQdbitiiaiêt'âes  icokmaei  plUfi  pelites  que  zéro^  et 
((tipomijndces/ciu'dlaajou^l^lu^deyitl^ur  absolue;  et  que 


170  SCIENCE  DB9  iiOMBàlfi^t-^^CHÀKTIlB   XIX. 

les  expressions  plus  petit  et  plus  grand  seront  appliquées 
d*  après  les  mêmes  principes  que  pour  les  quantités  abso« 
lues.  En  procédant  Ifipii  6fifyifè^|^p|M||$  à  aucune  erreur, 
k  aucune  difficulté,  et  on  a  Tayantage  de  la  généralité.  Mais 
si  Ton  rejeitëiiM^foi^^A'\rJ6^tAïêM4{^^  qu'une 

quantité  négative  est  plus  petite  que  séro,  on  s'interdit 
tout  calcul  sur  des  inégalités  dont  les  termes  sont  littéraux; 
et  Ton  ne  concevrait  pas  qu'après  avoir  admis  les  quantités 
négatives  ppur  généraliser  le  calcul  des  équations,  on  s'y 
r^f^sWiSii'te'^iii àes  ià^^^alii^i', IB^i^restMViil eiÂ^Adu 
qii'Àn  ^e' veuV  p'^'â  ^'^^ ^èpm ^^O^^é^m'^t^^^ 
p^t'^W^Vièn,  et''^^^ 
f'oV^f^À^saVs^i^yn^^^^^ 
quelque  ^SêK''"'  "'  ^''    '      ''''''' ''ï"  '-'^'-'  ^"l»  ■  ^^^  ''^  e-^iJ-i 

-  Ji.iiiuj  jhi  ijr.ijj,jj|.' .1  jiiu  iii,,.\  Jitij'l  fi)  -.u'imu.,  ^uiJiUiuuiii 
•    jU   à'A  cil  A)    MJ   iM    ii'jj   J  -    .UllJlii)   Ji^ïiium  ilu'L  •)iiij.;l  > 
:'J      m'|-):>   .^J   -,  .      .     .     :.  ,...i     .  .1     i.i!>    .,:>    ijUi;^.-;!     ;.'j    il 
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.1. .  .f      I        tqiri->  p>iyi^tiM-<>*    »  <»■■ 


-•^ùfjpîlqqc    non?  V\\sv\Vt  îiAn  J^j  vv>n  n\\y\  <-  fi.i^^'>îq/'.  .  i 

^fh'i^ini'e  ao  .o'im.v  ?jjjp  oîiJ«h|  ,ul(f   j?o  ••7itcu'>ii  '>îmir>iip 

XJjfi-if.JJil  lao2K'juno»  «ol  Jnoh  a.nii'/j'jjil  <;.'iji  uj^  lii)|ji  »  jju  . 

i»?*Jijniiup8îjl  <îiuii»r  *iin/ii  Efjnj»    ip  -i.q  lij/ivîijno)  -ja  iiu  1  i  : 

nus,  on  dit  que  cette  équation  est  du  second  degré. 

Dans  le  cas  simple  où  les  termes  du  premier  degré  inan- 
queraient,  on  commencerait  par  tirer  la  valeur  du  carré  de 
r inconnue,  comme  on  ferait  pour  une  équation  du  preniier 
degré.  Connaissant  ce  carré,  il  n'y  aurait  plus  qu'à  extraire 
la  racine  d'un  nombre  connu,  ce  qui  rentre  dans  les  opé- 
rations dont  nous  avons  parlé  précédemment. 

Il  est  naturel  de  chercher  à  ramener  à  ce  cas  celui  où 
l'équation  est  complète^  et  nous  commencerons  par  expli- 
quer le  procédé  sur  une  équation  particulière.  Supposons, 
P^r  exemple,  qu*un  problème  ait  conduit,  pour  la  dçter» 
^ination  de  l'inconnue  j:,  à  l'équation 

il  est  clair  qu'on  ne  pourrait  tirer  de  là  le  carré  de  x  égal  à 
^^  nombre  donné;  mais  il'u'est  pas  difficile  d^apercevoir 
?^'on  en  peut  tirer  le  carré  d'un  binôme  dont  le  premier 
^^<*aie  sera  Xj  et  le  second  un  nombre  connu.  Or  cela  étant 
'^Û^  la  racine  du  nombre  égal  à  ce  carré,  sera  le  binôme 
^êtne,  d'où  se  déduira  x. 

Pour  y  parvenir,  il  suffît  de  se  rappeler  que  le  carré 


un  antre  i^k\  %\i'^r^fa!ii'^^m[é^9itiV^ 

dans  le  membre  où  or  n'aura  pas  le  signe  — ,^n  connaitns 


r 


Or,  —  3x  devant  étire  te  dWàbIf  pro^ûît^u  premier  terma 
du  binôme  par  le  second,  en  suivant  la  règlQl5)9^p9^%0g 
signes,  il  faut  que  ces  deux  terrons  soient^  signes  contraire 
et  le  second  ^al  èh  valeui'^  lacmôîlië  dé  3  ;  le  binôme  e= 

Jnj^?iiljj2  3^9  si 
>'»rn'jfn  /oS^  c'^^   n   «i     v/irfs   ao  r  p   in9bi/b  i?'>  li   iH 

Hn  'jiip  oiît  .•»'!)  uïmI  Jir  f       -  no  -  W)  :vîfl«mni  omii/n- 
Si  donc  on  ajoute  et  qu^n  retranche  ^  au  premier  memb^ 

de  l'équation  (si),  elle'pouira  s'écrire  de  Tune  des  dei — 

«WÀ^Wp  WPWff S?>  li  np  •^[qm  ./■.  loo  lÊq  iio/  itO   .8g1 
-  ^r/iib  ii'jîanpÎK^iui'KTi  .uiii  »>  Jii»'.if^^iji.«?  vJii*).^rtf}>  =:3iJn3t_-^ 

f-nolU  ?iiOit  .«'ciO'JBttp^  »  r>  mI»  '^Ifci  Ml  i;  i>iio'j!lî  ni  i9Jnr>8à^ 

membre  et^jç^|i}j|^^l^i.,,(,,,|  .^ ,[(,)  i,.,  pyjrtBJrnooTÎ'j  <:9^.io/ 
(^i  ui»   niVH't  'A  rubU^'^\£li(  >iia4t'>J  'ioiJ  lA  biiBup  Bis/h  ^ 


conséquence,  avec  rëcîprocilé^    ,  .^ 

3 I  , 

ètfta^^SéOôttd^'c  *'  J^'   'lîii ville  lU)  .Lno»?  t)l  'tcq   oaiouîd  jf!» 
='Jïimîii(i  j  ?'»n;^î^ '^^  hi'ûor. /"irn-DJ  jn/'ib*--  «'jnp  Juct  'f  *«^o»^ië 

Il  est  donc  nécessaire^,  pour  que  (1)  soit  satisfaite,  que 
L'on  prenne,  pour  ^aleui^de'â^,  2  pu  1 J  et  réciproquement, 
i^ela  est  suffisant. 

Et  il  est  évident  qu'on  arriverait  i  ces  deint  ^uiemei 
iquations  du  premier  d%i^  teCi  écsivant  que  la  racine  du 

ieuisième  membre  est  -  ou î  au  lieu  d'écrire  que  celle 

lu  premier  membre  4iest  x ou x. 

158.  On  voit  par  cet  exemple  qu'il  ese^tfésîMë  ô^^'OiM 
nombres  difl^rents  satisi^^sent  à  une  mème^^qua^fpn  du  se- 
^oiiâ  de^é.  t^BÀs  i^ïien<fikl  ji&i  t6iijôià*sa^sî,  çiravant^de 
présenter  la  théorie  générale  de  ces  équations,  nous  allons 
&0tâ»iènëJ^r'^fa^^¥ë«6hif»!Wè;'stfi'b^ 
diverses  circonstances  qu'elles  peuvent^ ^flJémèiV^  muiui.} 

On  remarquera  d*abprd  qfij'il  est>possible  que  l'équation 
ne  soit  satisfaite  que  ps^  ïm  ^pmbreju^ique  ;  et  c'est  ce  qui 
arrivera  quand  les  trois  termes  placés  .dans  le  même  mem- 
bre formeront  exactemenl^lél  éarré:c|'un  binôme. 
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i$i^  par  ^mémple^il'ùàlkit^tkSâkre  à l^éqiuniGin  -    i' 

É 

leprei^ier  qiembre  élant  le  carré  de       **  '  '^^''^  ;'    '  *". 
X — a  on  a — x,ce  qui  donne  nne  »i^iue.^  D|^mue|T«wir .  ff; 


(4)  «* — 4^=5, 

on  compléterait  le  carré  dont  les  deux  premiers  termes 
sont        -  it»-^l''»  vvtq  >«,  .  /.r.      u.  «j^f  'f:  "  "»njnRfiîn  nifi'UM   /J 

en  ajoutant  4  aux  deux  meml^res,  et  Ion  obtiendrait 

(5)         ,  î^    a:»— 4*-+r4=TQ-  I 

Or  le  premier  membre  ne  pent  être  que  le  carré  de  jc  • —  2 
ou  de  a  —  x\  et  Téqusi^tion  pourra  %e  mettre  sous  Tune  ou 
l'autre  des  deux  formes  suivantes 


ir 


(6)  (x  — 2)»ri9     OÙ     (a,-«ar)»=g. 

La  première  conduit  à 

(7)  X  — 2=â      ou      X~5i 

«     r» 

Il  n^jr  à'^nrc  aucuti'iifbiibré  èttlisâ^ëaitVi^  èéëc^ë)^^ 
Féqualion  (^)''tà^^Vsàtiàfeit«^^è  parole  HdhA^^^'^^^"^  ' 


Maia  il)CMit|>bilen  rmlur^ftenâUi|i<i^mibfki^ans  lo^  Ra- 
tons du  premier  degré,  que  Teicpressioii  négative  — i^  sub- 
tituée  à  X  dans  (4)?  et  tràitëe']^^r  lé^  règles  ordinaires  des 

Ignés,  y  satisîa  i.       .   ,  .j,^,,;»  ..«  jfnjii  oi'Iintun     mui'vjij 

En  efïet,  elle  rend  identiques  les  deux  membres  de  la  se- 
onde  des  équations  (8),  piiisi  ceux  de  la  première  par  le 
Kjangement  de  place  des  termes  *,  il  en  est  de  même  par 
uïie^dës  deuxlnenpLtréy'dè'là  sfecra'âfe  equitîi)tf  *|fc)V*^^ 
e  1 57,  et  enfin  de  (4  ) • 

lous  avons  démon tré,|;^i^fii:pfeçïj^<^iV  (^f^p^^^OTf^  k^fjf 
lôme  x'—  4^  —  5  serait  le  produit  des  deux  facteurs 

(a:  — 5),     (^+1). 
^a  même  remarque  s'applique  aux  cas  précédents.     ^^^(,^ 
160.  Jlutre  exemple,  - — Soit 


•.  > 


Cn  agissant  comme  dau^s  les  cas  précédents  on  obtien(ïra 


a 


>»îjff /fM>  >»in  ïo'l  /ij  ♦[>  ?')h  'ysiiif'  I 


(-*-|)'=^?--' 


(  > 


n  j'ijf)iroî  «ji'jijn'j'ifj  i„: 


iîar  le  trinôme  x*-f-  3t  -f-  y^  gui  est  le  prodtiit  de  la  mul- 

3  .  ' 

iplication  de  a:  +  -  par  lùi-mème^  le  serait  a^sstp^cplk 


par  lùi-mème^  le  serait  a^sstp^cf 

le  —  x  —  -  parluî-mêc&e>'ëh  s^ssu|etlisâant  à  la  règle  É^i 

li9»bm^9§  9J|gj»9#T^ç^^4^<^e)^mliM(m»  QH;  |i«f(^«t|(|\eiîtlrë 
['autres  ^gp,^p^(pi(4r^u(ir^s  Mfm^|^K«^J9^piW»(^V^f|[d6iA^^ 
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trinôme.  On  peut  donc  dire  qfa'à  cettcf  conditioif  ott  peui^t 
satisfaire  de  deux  manières  à  Tëquatioii  proposée,  savoir^  ; 
en  posant 


3      I 

a?  H-  -  =  -> 
2         2 

OU  \    d'où 

3       I 

—  X =  -) 

2  2 


équations  qu'on  pourrait  réunir  en  une  seule 


±  |a:  +  -  1  =  - 


OU  encore 

3        .   I 

2                 2 

La  première  donne 

4Î         —  I, 

la  seconde 

X  =  —  2, 


Ces  deux  expressions,  substituées  successivement  a  x 
dans  la  proposée,  rendraient  ses  deux  membres,  égaux ,  et 
le  polynôme  x' H-  3a:  4-  a  serait  le  produit  des  deux  fac- 
teurs 

(x  -f- 1)  (4:4-  2). 
Tout  cela  se  reconnaîtrait  comme  dans  W  cas.,précQ4f?nts« 

161.  Dernier  exemple.  —  Enfin  il  peut  se  présenter 
encore  des  circonstances  d*un  genre  différent,  et  qui  pour- 
raient laisser  quelque  obscurité  dans  Tesprit,  si  Ton  ne  «e 
rendait  pas  bien  compte,  tout  d'abokxl,  de  la- manière  dont 
elles  doivent  être  entendues»  .      ,  • 


agissiint  oomme  daus  les  cas  précédants,  on  obtiendra 

*'  —  i&kii:=  —  5,  HO 

,  ■  i  i  i    .. 

'7      -     '-       ■  '  •       (  ,       •    ■  ! 

(x-i)'=-'4.    ^- 

ir,  avant  d  aller  plus  loin,  on  reconnaitiju  aubuu  nom- 
positif  ou  négatif  mjs  pou^  x  u^  peut  rendre  égaux  les 
X  membres  de  cet't<$  deiWiè^e  eiljuation  *,  car,  soit  que 
~i  soit  un  nombre  absolu,  ou  un  nombre  pr^qé4^<4f^. 
16  — ,  si  on  suit  toujours  les  règles  ordinaires  des  signes, 
carré  sera  un  nombre  abso^,  et  ne  pourra  être  iden- 
16  à  —  4-  D'où  il  suit  qu'aucun  des  moyens  de  solution, 
cedemmcut  reconnus,  ne  s  appliquerait  ici.  ' 

)n  pourrait  s'arrêter  là,- après  "avoir  reconnu  l'impossi* 
té  de  satisfaire  à  la  proposée  par  des  valeurs  posillivefljeui 
atives;  et  on  ne  rcncorurerait  «ainsi  ni  difficultés,  ni  la 
Indre  obscurité. 

iy  «àWè;  W  4C«itdl?é^k;«ffi^e^lii'à«Jcélvjâ'ori  WtliV  4tf  'à&té^ 

>r,  si  l'on  veut  continuer  le  calcul  sur  l'équation  f^^," 
Lme  dans  les  cas  où  ifcn'y-'alvàîtrpa^  d'impossibilité,  jus- 
i  oe  que  l'un  des  membres  soit  x,  et  le  second,  une  in-*- 

ment 

tnorî'j'Hf   j?.  jrroq  1  i  ,7f i.ikj|îi_r±:  ^^^s^V^X'-^  '^*mî\ioC\    .Idl 

Oit  no  f  rV,  fîni\r/.i  I  diinh  'iiiujirtHo  (yjipltiup  T)<i?.i  il  Inolftt 
résâimsirinsâ^Difiabieâ|î'iiiiai(9)  i«U|Mp;iqiirë<I tÎBaoïkilasi 
stitue  à  X  daus  (i),  en  suivaaiïjittft^mglesjdefit'SÎga&s.dt 
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traitant  la  racine  de  — 4  comme  si  c'était  vraiment  un 
nombre,  c'est-à-dire  en  entendant  que  son  carré  sera  —  4, 
on  trouvera  les  deux  membres  identiques,  tant  dans  leurs 
parties  réelles  que  dans  leurs  parties  imaginaires.  Et  cela 
ne  saurait  étonner  puisque  les  équations  (3)  deviennent  des 

identités  quand  on  y  met,  au  lieu  de  jr,  i  dt  ^ — 4- 

En  élevant  les  deux  mem))res  au  carré,  de  la  manière 
que  nous  venons  d'indiquer,  les  deux  membres  de  (2)  se- 
ront identiques,  et  par  suite  ceux  de*la  proposée  (t).  Mais 
il  ne  faut  pas  voir  là  des  opérations  véritables.  Toutes 
les  équations  qui  ont  été  écrites  notaient  en  quelque 
sorte  que  des  manières  différentes  d'écrire  la  première^ 
dans  la  supposition  que  les  opérations  se  faisaient  d'après 
les  principes  ordinaires;  il  devait  donc  forcément  arriver 
que  si  Ton  rendait  identiques  les  deux  membres  de  la  der- 
nière, par  une  substitution  indiquant  des  opérations  cou* 
nues,  mais  dans  ce  cas  dépourvues  de  sens,  en  remontant 
jusqu'à  la  première,  et  effectuant  les  opérations  d'après  les 
principes  ordinaires^  toutes  les  équations  par  lesquelles  on 
passerait  ainsi  présenteraient  la  même  identité. 

Si  Ton  applique,  par  exemple,  le  principe  que  la  racine 
d'un  produit  est  le  produit  des  racines,  et  qu'on  regarde 
—  4  comme  le  produit  de  4  par  —  i,  on  écrira 

v/4  y/— I     ou    2  ^ — I, 


au  lieu  de  sj — 4?  c'est  ce  que  l'on  fait  ordinairement, et  Ton 
fait  porter  ainsi  ce  que  l'on  appelle  V imaginaire  sur  — -!• 
Aux  mêmes  conditions  le  trinôme  x*-*—  aa:  -h  5  sera  le 
produit  des  deux  facteurs  du  premier  degré 


X — 1*4- 2  y/ — I     et    X  —  I  —  2y/-r-i; 

ce  que  Ton  trouve  en  effet  en  faisant  la  mulliplicdtiofij 
comme  il  a  été  indiqué. 


CHAPITRE    X5C.  1^9 

ÉQQATIOJNS   I.IXTÉ1LALE8   DU    SECOND   DEGRÉ. 

162.  Si  Ton  veut  résoudre  généralement  les  équations 
du  second  degré,  et  trouver  des  formules  au  lieu  de  résul- 
tats numériques,  il  faudra  représenter  les  quantités  connues 
par  des  lettres.  Il  y  aura  encore,  comme  dans  le  cas  des 
équations  du  premier  degré,  à  considérer  les  diverses  com- 
binaisons de  signes  que  lequation  peut  présenter;  et, 
comme  dans  ce  cas,  on  remarquerait  que  les  calculs  faits 
pour  deux  combinaisons  différentes,  se  correspondraient 
toujours  de  telle  sorte,  qu'on  passerait  des  uns  aux  autres 
par  le  simple  changement  de  signe  des  lettres  qui  sont  fac- 
teurs dans  les  termes  qui  oht  des  signes  différents  dans  les 
équations  d'où  Ton  part;  en  entendant  toujours  que  les 
<>pérations  s'effectueront  d'après  les  principes  établis  dans 
ie  cas  où  toutes  ces  opérations  ont  un  sens  réel. 

11  suit  de  celte  remarque  qu  il  sufQl  de  faire  le  calcul 
pour  une  seule  combinaison  des  signes;  et  il  convient  de 
P'^endre  celle  qui  sera  la  plus  commode  à  retenir  et  à  ap- 
pliquer; et  ce  sera  évidemment  celle  où  tous  les  termes, 
tant  placés  dans  un  même  membre,  serout  affectés  du 
^êrne  signe. 

Soit  donc  proposée  l'équation 

^  .  x^ -h  px  ^  q  z=i  o. 

dn  complétant  le  carré,  dont  les  deux  premiers  termes  sont 
+  pXy  par  raddiiion  de  y-»  et  faisant  passer  q  dans  le 
ond  membre,  l'équation  (i)  prendra  la  forme 


i2  /  n  \  '  «2 


df  4-  ^  j    1::=  -^ rj        ou        [  —  J?  —  -  J    =  '-^? 7  j 


4 
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les  mullîplicalîons  s'effecluant  d'après  les  règles  des  signes 
établies  pour  les  polynômes. 

Prenant  les  racines  carrées  des  deux  membres,  on  pourra 
satisfaire  à  (i)  de  deux  manières,  et  les  deux  équations  du 
premier  degré  cpii  les  feront  connaiti^e  pourront  s'écrire 
ainsi  : 


(2) 


X 


?=±\/f-'- 


p  et  q  pourront  être  implicitement  négatifs,  et  toute  ex- 
pression qui  rendra  identiques  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (2)  rendra  de  même  identiques  ceux  de  l'équation  (i), 
en  entendant  toujours  que  les  règles  des  signes  seront  sui- 
vies, et  que  le  carré  de  i/y q   soit  dans  tous  les  cas 

remplacé  par  ^  —  ^j  4^^!  que  soit  le  signe  de  cette  der- 
nière expression,  et  l'identité  aura  lieu  séparément  dans 
les  parties  réelles  et  dans  les  parties  imaginaires. 
On  tire  de  (2)  les  deux  valeurs  suivantes  pour  x, 


(3) 


-  =  -?±\/?-'- 


et  ces  expressions  substituées  à  x  dans  .r*  +  px  ^q,  les 
opérations  étant   effectuées  comme  nous  Tavons  dit,  k 

partie  réelle  sera  nulle,  ainsi  que  le  coefficient  de  v — *• 

163.  Pour  obtenir  les  solutions  d'une  équation  numé- 
rique quelconque,  on  fera  la  substitution  k  p  eiq  des  nom- 
bres correspondants  dans  celte  équation  particulière,  CD 
tenant  compte  des  signes  de  la  manière  constamment  en- 
tendue. 

Si,  par  exemple,  on  veut  appliquer  la  formulé  (3)  à  la 


CHAPITRE    XX.  18  I 

remière  ëquatiou  que  nous  avons  considérée 

3^  —  j:'i=r  a, 

n  commencera  par  la  réduire  à  la  forme  (1)  en  faisant 

asser  tous  les  termes  dans  le  même  membre,  où  x^  aura  le 

igné  -h,  ou  n'aura  pas  de  signe  en  le  plaçant  le  premier; 

n  aura  ainsi 

X- —  3x  -I-  2  =:  o, 

t  l'on  voit  qu'il  faudra  supposer  p  =  —  3  et  ^  =  2  pour 
ue  (i)  devienne  Téquation  proposée;  la  formule  (3)  de- 
iendra  alors 


x 
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-es  deux  valeurs  de  x  seront  donc  2  et  i . 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  manière  dont  on 
evra  entendre  les  formes  réelles  négatives  ou  imaginaires 
ne  peut  présenter  la  formule  (3);  et  nous  ne  pensons  pas 
l'après  les  observations  que  nous  avons  faites  il  puisse 
s  1er  à  ce  sujet  la  moindre  obscurité.  Quant  aux  détails 
Icressants  que  peuvent  présenter  les  équations  du  second 
gré,  et  qui  ne  présentent  aucune  difficulté  réelle,  nous 
revoyons  aux  Traités  élémentaires  d'Algèbre. 

^CTENSION    DB   QUELQUES    THÉORÈMES    PRÉCÉDEUTS  AU    CAS 

DES    IMAGINAIRES. 

464.  Dans  le  chapitre  XV,  nous  avons  démontré  que  si 
1  polynôme  de  degré  m  était  rendu  nul  pour  m  valeurs 
Tférentes  de  Xy  positives  ou  négatives,  il  était  égal  au  pro- 
fit de  m  facteurs  du  premier  degré,  ayant  pour  premier 
t*me  X  et  pour  second  chacune  des  valeurs  respectives 
^1  l'annulent,  changées  de  signes,  multiplié  en  outre  par 
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le  coefûcienl  du  premier  terme  du  polynôme.  Nous  avons 
démontré  ensuite  qu^un  polynôme  du  degré  m  ne  peut  s'an- 
nuler pour  plus  de  m  valeurs  différentes  de  x^  que  lorsque 
les  coefficients  des  différentes  puissances  de  x  sont  tous 
nuls  séparément  :  ce  qui  a  conduit  à  cette  autre  proposition 
que  deux  polynômes  qui  prennent  des  valeurs  égales  quana 
on  substitue  successivement  plus  de  valeurs  à  x  qu'il  n'^ 
a  d'unités  dans  le  degré  le  plus  élevé,  sont  les  mêmes,  tern^ 
pour  terme. 

Nous  nous  proposons  d'étendre  ces  théorèmes  au  cas  c^ 
les  expressions  qui  annulent  le  polynôme  sont  imaginaire- 
de  la  forme  de  celles  que  nous  ont  présentées  les  racin  ^ 
des  équations  du  second  degré.  Et,  pour  bien  préciser 
question,  nous  entendons  que  les  opérations  se  feront  sim. 
vaut  les  règles  démontrées  pour  les  quantités  réelles,  sa:3 
y  attacher  aucune  idée  de  quanti  lé  3  et  que  Ton  nerédui 
jamais  entre  eux  que  les  termes  réels  d'une  part,  et  L 
termes  imaginaires  d'une  autre^  par  la  simple  réduction  dB 
coefficients  de  sj — i . 

Et  lorsque  nous  dirons  qu'une  expression  imaginai 
substituée  à  a:  rend  un  polynôme  nul,  nous  entendro 
toujours  que  la  substitution,  effectuée  d'après  les  procé(M 
que  nous  venons  d'indiquer,  donne  une  partie  réelle  nu 
d'elle-même,  et  pour  V — 1  un  coefficient  nul  de  lui-mênrr 

Il  résultera  de  cette  manière  d'opérer  que  le  produit 

plusieurs  expressions  imaginaires  de  la  former  -f-  h  y/ 

sera  aussi  de  même  forme,  et  qu'il  sera  indépendant 
l'ordre  dans  lequel  les  multiplications  seront  faites;  car* 
en  est  ainsi  pour  le  produit  de  binômes  réels,  qui  contiez  ■ 
les  mêmes  termes  dans  un  ordre  différent,  dans  quelq^  ' 
ordre  qu'on  ait  multiplié  les  facteurs.  Or,  dans  le  cas  cJL 
facteurs  imaginaires,  on  fait  les  multiplications  de  la  mér^ 
manière  que  s'ils  étaient  réels*,  les  termes  seront  donc  rm 
cessairement  les  mêmes  dans  quelque  ordre  qu'on  effect'" 
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là  multiplication  des  expressions  imaginaires  en  nombre 
quelconque. 

165.  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que,  de  même 
que  dans  le  cas  des  facteurs  réels,  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  imaginaires  ne  peut  devenir  nul  que  si  Tun  de 
ses  facteurs  est  nul.  Pour  cela,  considérons  d'abord  le  pro- 
duit de  deux  facteurs 

qui  est 

aa' __  66' ^.  (a6' ^- a'6 )  v/^; 

pour  qu'il  soit  nul,  il  faut,  d'après  ce  qui  a  été  entendu, 
que  l'on  ait  séparément 

aa'  —  66'  =  o,     «6' -f.  a'6  =  o. 

Or  nous  allons  prouver  que  ces  deux  équations  exigent 
que  l'on  ait  ou  a  =  o,  6  =  o,  on  a'=  o,  6'  =  o.  En  effet, 
supposons  que  ni  a,  ni  6  ne  soient  nuls;  tirant  de  la 

Pi*emièfe  équation  6'=  —5  et  le  reportant  dans  l'autre, 

OA  aura,  en  multipliant  ensuite  par  6, 

a' (««-+.  6«)=:0, 

^^  qui  exige  qu'on  ait 


a'=  o. 


^^  par  suite, 

&  =  o. 

Si  l'une  des  deux  quantités  a,  S  était  seule  nulle^  on  ar- 
^'iVerait  à  la  même  conséquence;  car,  si  a  =  o,  les  équa- 
*ious  précédentes  deviennent 

6a'  =  o^     66'  =0       ou       a'  =  o,     6'  =:  o, 
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puisque  s  nest  pas  zéro.  Et,  si  c'est  6  qui  est  nul,  elles  de- 
viennent 

et  comme  a  n'est  pas  nul,  îl  faudra  encore 


a 


r 


&=:0. 


Concluons  donc  généralement  que,  pour  que  le  produit 

de  deux  expressions  imaginaires  de  la  forme  a-^b^  — i 
soit  nul  y  il  faut  que  Vune  des  deux  le  soit, 

166,  On  peut  étendre  cette  proposition  à  nn  nombre 
quelconque  m  de  facteurs  imaginaires  ou  réels  §  le  produit 
peut  être  considéré  comme  résultant  de  la  multiplication 
de  deux  facteurs,  l'un  qui  serait  le  produit  des  m  —  i  pre- 
miers et  serait  encore  de  la  forme  û  -+-  J  ^—7,  ft  on  a  pou- 
vant être  nuls,  l'autre  qui  serait  le  dernier  des  facteurs 
proposés.  Il  faudra  donc,  pour  que  leur  produit  soit  ntil> 
ou  que  ce  dernier  facteur  soit  nul,  ou  que  le  produit  des 
m  —  I  premiers  le  soit.  Supposons  que  le  dernier  facteur 
ne  soit  pas  nul  5  le  produit  des  m  —  i  premiers  le  sera  donc. 
De  même,  si  le  dernier  de  ce  produit,  ou  Tavant-dernier  des 
proposés  n'est  pas  nul,  le  produit  des  (m  —  n)  premiers  le 
sera.  En  continuant  ainsi,  on  arriverait  jusqu'au- premi^^ 
facteur,  si  aucun  des  autres  n'était  nul,  et  il  faudrait  que  ce 
premier  le  fût. 

Donc,  pour  que  le  produit  de  m  expressions  réelles  ou 

imaginaires  de  la  forme  A-l-B  V  —  i  soil  nul^  il  faut  cf^^^ 
Vune  de  ces  expressions  au  moins  le  soit, 

167.  Si  un  polj^nômc 
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sC  i:endu  nul  par  une  expression  de  la  forme  a  -|-  6  v' — i» 

l  sera  divisible  par  x  —  a  —  6v^ — i.  En  effet,  d'après  la 

lanière  dont  nous  opérons  sur  les  imaginaires,  a  4- 6  y^ — i 
ntrera  partout  comme  entrerait  a  si  l'on  divisait  para: — a  \ 
r  nous  savons  que  dans  ce  cas  le  reste  s'obtient  en  subslî- 
iianta  à  x  dans  le  polynôme.  Donc  le  reste  de  la  division 

»ar  X —  a  —  6  sj — i  ne  sera  autre  chose  que  le  résultat  de 

a  substitution  de  a  -h  è^ — i,  et  sera  nul  d'après  l'hypo- 
lièaeé  Donc  le  polynôme  proposé  est  le  produit  de 

X  —  a  —  6  sj — I 

par  un  quotient  du  degré  m  —  i ,  qui  serait  réductible  à  la 
forme  M  -h  N  v^ —  1 5  el  l'on  pourra  écrire 

Aj:«4-Bz'"-'-h-.  .  .-h-Tx-f-U 

=:  (  ^  —  a  —  S  v^^  )  (  A  .c^'  -h  B,  ar"»-»  + . . .  -f.  T,  .r  -f-  U ,  ) . 

168.  Si  un  polynôme 

^t  yçndu  nul  par  m  expressions  différentes,  imaginaires  ou 
réelles,  il  peut  être  regardé  comme  le  produit  de  m  facteurs 
'u  premier  degré,  et  de  son  premier  coefficient  A.  En  ef- 

®l,  puisqu'il  admet  une  rflc/ue  a-|-S  si — i,  il  peut,  d'après 
^  qui  vient  d'être  démontré,  se  mettre  sous  la  forme 

=  (  or  —  a  —  6  sf^  )  (  A  j;?»-»  +  B ,  a^-^  -+-...  +  T,jr-f-U,). 

Maintenant  ce  produit  devant,  d'après  l'hypothèse,  de- 

•Oîr  nul  quand  on  met  pour  j:  une  expression  0L^-h6'^ — i 

fférente  de  a  -h  6  ^ — i,  le  premier  facteur  ne  s' annulant 
s^  il  faudra  que  le  second  s'annule;  d'où  il  suit  qu'il 
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sera  divisible  par  x  —  a! — 6'v^ — -i»  et  pourra  se  méltre 
sous  la  forme 

(^  —  ocf  —  t'sf^)  (Aaî«-'-h  B.jf^-'-h. . . -*- U,), 
et  Ton  aura 

A^c^-h. . .+  U 

=  (ar  —  a  —  6  \J^^  {x  —  a  —  6'  \f^i)  (Aa-"-»-f-  . . .  +  U,). 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  m'^"*'  racine  du  polynôme, 
et  Ton  aura,  comme  nous  Tavions  énoncé, 

:=  A  (  X  —  a  —  6  )J~  j  (  ;c  -.  a'  —  6'  ydl) , . . 
X  (x  —  a("-0  —  gC-O  v/^). 

169.  Enfin,  si  le  polynôme  de  degrë  m  était  rendu  nul 
par  plus  de  m  expressions  différentes,  réelles  ou  imagi- 
naires, il  s'ensuivrait  qu'il  est  identiquement  nul,  c'est-à- 
dire  que  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  X 
sont  tous  nuls  séparément  :  d'où  il  suivra  que  le  polynôme 
serait  zéro,  quelque  expression  réelle  ou  imaginaire  qu'on 
substituât  à  x>  En  effet,  considérant  m  de  ses  racines  sup- 
posées, c'est-à-dire  des  expressions  qui  l'annulent,  il  sera 
décomposé  en  m  facteurs  du  premier  degré  en  a:,  et  en 
outre  du  facteur  A. 

I 

Maintenant  il  doit  s'annuler  par  une  npuyelle  expres- 
sion qui  n'annule  aucun  des  facteurs  autres  que  A  5  donc  il 
y  aurait  contradiction  si  l'on  n'avait  pas  A  =  o,  et,  par 
conséquent,  le  polynôme  proposé  a  tous  ses  coefficients 
nuls,  comme  nous  l'avions  démontré  dans  le  cas  des  ra- 
cines réelles,  par  des  raisonnements  que  nous  reproduisons 
ici  en  les  abrégeant. 

Corollaire,  —  On  conclut  dre  là  que  si  deux  polynômes 
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degré  m  sont  égaux  quand  on  substitue  à  x  successive- 
&nt  plus  de  m  valeurs  différentes,  réelles  ou  imaginaires, 

sont  les  mêmes  terme  pour  terme. 

Le  théorème  analogue,  démontré  pour  le  cas  de  plu- 
^urs  variables,  s'étend  ainsi  au  cas  où  les  valeurs  données 
2es  variables  sont  imaginaires. 

470.  Remarque.--  Si  un  polynôme,  dont  les  coefficients 

it  tous  réels,  est  rendu  nul  pour  x  =:  ol-^-^  ^ — i,  il  le 

•a  aussi  par  a:  =  a  —  6  ^ —  i . 

En  efjfet,    dire   qu*il   s'annule  par  la  substitution  de 

+  6  V^ — I  à  Xy  c'est  dire  que  la  partie  réelle  du  résultat 

:  nulle,  ainsi  que  le  coefficient  de  ^ — 1 .  Or,  d'après  la 
iniëre  dont  nous  effectuons  ces  opérations,  le  résultat 

la  substitution  de  ^  —  S  v^ — i  ne  différera  du  premier 

e  par  le  signe  de  V^i  5  il  sera  donc  nul  comme  le  pre- 

ier. 

Il  suit  de  là  que,  si  le  polynôme  est  de  degré  m,  il  pourra 

*e  mis  sous  la  forme 

[x-*-  a—'^sf^)  (x—  a-+-6v/^)  (A*»-* 4-.  .  .4-V), 

Théorème  I.  —  La  racine  carrée  d'une  expression  ima* 

naire  a  +  b  si —  i  est  de  même  forme. 

Ce  qu'il  s'agit  de  prouver,  c'est  qu'il  existe  une  expres- 

)n  X  -^jsj — I  qui,  multipliée  par  elle-même  de  la  ma- 
ère  convenue,  4onne  pour  partie  réelle  a  et  pour  partie 

lagînaire  b  sj — x,  quels  que  soient  les  signes  de  a  et  b.  Il 
udra  pour  cela  qu'on  ait  les  deux  équations 
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Leur  système  est  équivalent  au  suivant, 

t 

La  dernière  équation  ayant  son  dernier  terme  négatif,  et 
étant  de  degré  pair,  a  une  racine  positive  et  une  racine  né- 
gative; et  comme  elle  n'a  que  des  puissances  paires  de  t, 
ses  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires) 
et  indépendantes  du  signe  de  5. 

Considérant  d'abord  la  racine  positive,  j"  prendra  une 
valeur  réelle  unique  qui  changerait  de  signé  avec  î,  et 

X  -f-y  v^ — ^i  sera  donc  une  racine  carrée  de  a  +  i  V---ï>  ^' 

X  — y  V — i  le  serait  de  a  —  b  \/— i .  Considérant  la  valeur 
négative,  y  aura  la  même  valeur  au  signe  près  que  dans    ! 
l'autre  cas,  et  on  aura  une  seconde  racine  qui  sera 

—  X— /v^— I, 

ou  la  première  changée  de  signe. 

Le  théorème  est  donc  démontré,  et  ±  {xdzj^^^}  re- 
présentent les  racines  de  a  ±  J  ^ — i,  les  deux  signes  de/ 
étant  liés  à  ceux  de  b. 

Théorème  U.  —  La  racine  cubique  de  a  -hb  v^— i  est 
de  même  forme. 

Il  s'agît  de  prouver  qu'on  peut  trouver  pour  x  et  y  des 
valeurs  réelles  telles,  que  l'on  ait 

Cette  condition  conduit  aux  deux  équations  suivantes  : 
Pour  avoir  une  équation  du  premier  degré  en  />  ^^ 
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iltipliera  la  première  par  j^  et  la  seconde  par  3^:,  puis 
les  retranchera,  ce  quî  donnera 

y  (8^-'»-}-  a)  =r  Zbxy 

)U 

reportant  dans  la  première,  on  obtiendra  une  équation 
neuvième  degré  en  x,  réductible  au  troisième  en  pre- 
ntx*  pour  inconnue,  et  dont  le  dernier  terme  sera  —  a}. 
le  aura  donc  une  racine  réelle  de  même  signe  que  a'  ou 
e  a,  et  la  valeur  de  j^  sera  réelle  et  de  même  sîgne  que  J. 

i  aura  donc  une  racine  cubique  de  a  -hb  ^ — i,  qui  sera 

Bt  y  étant  réels.  c.  q.  f.  n. 

171.  La  valeur  ci-dessus,  qui  donne  j^  et  .r,  change  de 
ne  avec  £,  sans  changer  autrement.  On  aura  donc  une 

îine  de  a  —  b  ^ —  i  en  prenant  x  — j  sj — i . 
IM^is,  indépendamment  de  cette  remarque,  il  est  clair 
e  le  cube  de  a:  — y  ^ — i,  formé  suivant  les  règles  con- 
lues,  ne  différera  de  celui  de  ar-f-j^  V^ — i  que  par  le  signe 
coefficient  de  V^ — 1  5  si  donc  cette  dernière  expression 
îvée  au  cube  donne  a-^bs] — i,  l'autre  donnera  pour 
be  a  —  b  si — i. 

La  même  observation  s'applique  aux  racines  de  tout 
tre  degré  des  expressions  de  la  forme 

«rt  ^  V^— I. 

'72.  Théorème  III ,  —  Si  un  polynôme  P  est  dmsible 
rarement  par  [x  t—  a)'"  et  [x  —  i)",  a  et  b  étant  réels 
^^aginairesj  il  lé  sera  par  (x  --  a)""  (x  —  J)". 
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En  effet,  soît  Q  le  quotient  de  P  par  (x  —  a)"*,  on  i 
(i)  P=z(j:-*fl)"Q. 

Or,  P  étant  divisible  par  (x  —  i)'*,  devient  nul  qiiai 
faî  t  j:  =  i,  et  comme  le  facteur  [x  —  a)"*  ne  le  devien 
c'est  Q  qui  doit  le  devenir  :  donc  Q  est  divisible  para 
Reste  à  savoir  à  quelle  puissancp  x —  i  est  facteur  da 
Or  il  est  facile  de  voir  que  c^est  à  la  même  qu  il  Test  da 
Car,  s'il  Tétait  à  une  puissance  plus  élevée  dans  l'ui 
daps  Favtre,  en  divisant  les  deux  membres  de  Tidénd 
par  la  plus  faible  des  deux,  x  —  b  resterait  facteui* 
Tun  des  deux  membres,  sans  Tètre  dans  l'autre  ;  de 
qu'en  faisant  x=^b  l'un  des  membres  s^annolerait,  et 
l'autre  ;  ce  qui  serait  absurde. 
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NOUVELLE  EXTENSION  DONNÉE  AUX  EXPOSANTS. 


i73.  Les  exposants  ont  été  imagines  d^abord  pour  expri- 
1er  le  nombre  de  fois  qu'une  quantité  est  prise  comme 
icteur  :  ils  sont  donc  nécessairement  des  nombres  entiers. 

résulte  de  cette  définition  des  règles  très-simples  pour  la 
lultiplication  et  la  division  des  puissances  d'une  même 
aantilé,  ainsi  que  pour  Télévation  à  une  puissance  quel- 
uique  ou  l'extraction  d^unc  racine  d^une  quantité  déjà 
fectéed'un  exposant. 

Mais  il  y  a  une  restriction  à  apporter  à  cette  dernière 
gle.  L'extraction  de  la  racine  d'une  puissance  d'un  nom-- 
e  peut  s'effectuer  par  la  division  de  l'exposant  de  cette 
lissance  par  l'indice  de  la  racine,  mais  à  la  condition  que 

quotient  sera  entier,  puisqu'un  exposant  doit  l'être  d'a- 
ès  sa  définition.  Si  donc  cette  division  n'était  pas  pos- 
die,  on  ne  pourrait  qu'indiquer  l'opération  par  la  nota* 
>n  des  radicaux,  et  la  simplification  ne  pourrait  avoir 

5U. 


m 


Ainsi  ^a"^  pourra  être  représenté  par  a"  quand  m  sera 

visible  par  /i,  mais  devra  conserver  sa  première  forme 

cette  division  n'est  pas  possible. 

Mais  tant  que  m  et  n  resteront  indéterminés,  on  ne 


m 


iura  pas  si  —  est  entier,  et,  par  conséquent,  on  devra  s'în- 


n 


'i^dire  cette  Représentation  des  racines  par  la  division  des 
usants»  Cependant  cette  manière  Uniforme  de  tepl^ésen^ 
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(er  ces  opérations  offrirait  tant  de  commodité,  qu'il 
naturel  de  chercher  à  quelles  conditions  ou  pourrait  se 
permettre. 

Or,  on  a  facilement  reconnu  que  si  l'on  convient  de 

m 

signer  généralement  v^ a'"  par  a",  lors  mëine  que  m  n  ^3 
pas  divisible  par  n,  et  qu'on  traite  ces  exposants  fraction 
naires  suivant  les  mêmes  règles  que  les  exposants  entiers 
pour  les  opérations  analogues,  le  résultat  ainsi  obtenu  serj 
toujours  la  représentation  du  véritable  résultat,  dans  c( 
même  mode  de  notation. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  à  multiplier  entre  elles  les 

^  m  p 

deux  quantités  représentées  par  a"  et  a^,  il  est  facile  de 
démontrer  qu'en  faisant  la  somme  des  exposants -9 -* 


mq  -+-  np 

posant  de  n,  l'expression  ainsi  obtenue. 


ce  qui  donne  — ^?  et  prenant  celte  traction  pour  ex- 


nu]  !-f-  np 


sera  la  représentation  du  véritable  produit  dans  le  même 
système  de  notation. 

m       p 

En  eft'et,  a",  a^  représentent  s/ a'""  et  ^a^". 
Or,  les  règles  pour  le  calcul  des  radicaux  donneront 
pour  le  produit  de  ces  deux  dernières  quantités, 


"^■^wy -+-«/;  ^ 


mq  -\-np 


dont  a    "^     est  bien  la  représentation  d'après  la  nota' 
convenue. 

On  démontrera  de  même  que  pour  effectuer  la  div 
de  deux  radicaux   représentés  par  des  puissances  frac 
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es  d'une  même  lettre,  il  suffira  de  soustraire  Texposant 
liviseur  de  l'exposant  du  dividende,  pour  avoir  la  re- 
lentation  du  quotient  des  deux  radicaux. 

•Q  effet,  en  considérant  encore  les  deux  radicaux  y/ a"* 

aP,  dont  l'expression  au  moyen  des  exposants  fraction- 
nes est 

m  p 

a"      et     a^ 

>ustraction  des  exposants  conduit  à 

mq  —  np 


a 


nq 


exposant  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  —  sera  plus 

ad  ou  plus  petit  que  -• 

)r  les  radicaux  proposés,  réduits  au  même  indice,  don- 
it  pour  quotient 

nq  /a'^l 


nq/a'^9 


en  effectuant  la  division  indiquée,  en  soustrayant  l'ex- 
•ant  du  diviseur,  et  admettant  les  exposants  négatifs  dans 
>eQs  convenu  précédemment,  le  quotient  deviendra 


«7/T;^r: 


IJa'^q-np^ 

l'expression  trouvée  par  la  soustraction  des  exposants 
ctionnaires  est  précisément  la  représentation  de  ce  résul- 
en  entendant  que  l'exposant  fractionnaire  indique  la 
ine,  de  degré  marqué  par  le  dénominateur,  de  la  puis- 
ée dont  le  degré  est  marqué  par  le  numérateur^  qui 
t  être  négatif,  et  entendu  alors  comme  nous  l'avons  dit 
cède  m  ment. 

i3 


194  SCIE^ICE   DES    «OMBRES.  CHAPITRE   XXI. 

Il  est  inutile  que  nous  considérions  le  cas  de  rélévatiou 


m 


de  a"  à  une  puissance  quelconque  entière  ou  fractionnai i*e, 

positive  ou  négative,  —  pouvant  lui-mèmè  être  positif    ou 

négatif.  H  suffira. toujours  de  cbercher  le  véritable  résul- 
tat des  opérations  ainsi  indiquées,  et,  d'une  autre  part, 
d'effectuer  sur  ces  exposants  les  mêmes  opérations  que  Ton 
ferait  s'ils  étaient  entiers  et  positifs  :  on  reconnaîtra  im- 
médiatement que  l'expression  trouvée  par  ce  dernier  pro- 
cédé est  la  représentation  exacte  du  premier  résultat,  dans 
le  système  de  notation  convenu,  des  exposants  fraction- 
naires, positifs  et  négatifs. 

Au  moyen  de  cette  nouvelle  extension  de  la  définition 
des  exposants,  on  fera  rentrer  un  plus  grand  nombre  de 
formules  en  une  seule  ]  et  Ton  pourra  envisager  sous  jmtx 
même  point  de  vue  général  des  cboses  qui  seraient  restées 
séparées,  malgré  l'analogie  qu'elles  avaient  entre  elles.  O' 
la  science  est  d'autant  plus  parfaite,  que  l'on  peut  renfer- 
mer plus  de  cboses  sous  une  même  dénomination,  soumises 
à  un  même  procédé  général,  pour  Texécution  d'opéra- 
tions définies  de  la  même  manière  par  une  extension  an-a- 
logue. 


k 


CHAPITRE  XXn. 

VARIABLES.  -  FONCTIONS.  —  CONTOTOITÉ. 


'• 


174.  On  appelle  variable  une  quantité  qui,  non-seule- 
nt  peut  prendre  des  valeurs  quelconques,  comme  on  le 
)po8e  dans  les  formules  générales,  mais  qui,  par  la  nature 
!ine  de  la  question,  est  considérée  comme  devant  prendre 
xessivement  des  valeurs  différentes,  tandis  que  d'autres 
antitésy  quoique  représentées  par  des  signes  généraux, 
it  considérées  comme  constantes* 

On  appelle  fonction  d^une  ou  de  plusieurs  quantités, 
ite  autre  quantité  qui  en  dépend  d'une  manière  quel- 
ique,  et  varierait  en  même  temps  qu'elles. 

Ainsi  x^ —  5  j;+  2  est  une  fonction  de  x\  —, est 

e  fonction  de  a,  &,  c^  3'  est  une  fonction  de  x'^  a'  est 
e  fonction  de  x  et  de  a. 

Mais  lorsque,  dans  une  question,  certaines  lettres  dé- 
ûent  des  coDst£[ntes,  et  certaines  autres  des  variables,  et 
une  quantité  renferme  les  unes  et  les  autres  dans  son 
>ression,  on  dit  ordinairement  qu'elle  est  fonction  de  ces 
nières,  parce  qu'on  la  considère  alors  uniquement  sous 
^apport  de  sa  propre  variation. 

C0I9TINUITÉ. 

175.  On  dit  qu'une  quantité  varie  d'une  manière  conti" 
e,  lorsqu'elle  ne  passe  d'une  quelconque  de  ses  valeurs  à 
e  autre  quelconque,  qu'en  passant  par  toutes  les  valeurs 

•ermédiaires. 

i3. 


s 
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.  Une  quantité  qui  dépend  d'une  variable,  est  dite^bnc^ic 
continue  de  cette  variable,  lorsque,  cette  dernière  passai 
successivement  d'une  valeur  à  une  autre  d'une  manié 
continue,  la  fonction  prend  des  valeurs  réelles  correspoi 
dantes,  qui  varient  elles-mêmes  d'une  manière  continu 
Il  arrive  souvent  que  cette  condition  ne  soit  remp] 
qu'entre  certaines  limites  de  la  variable  dont  elle  dépen 
et  qui  s'appelle  variable  indépendante,  parce  que  ses  ^ 
leurs  sont  choisies  arbitrairement. 

Sous  cette  dénomination  de  valeurs,  nous  comprenor 
les  quantités  négatives  aussi  bien  que  les  positives,  et  nou 
entendons  que  les  opérations  s'effectuent  suivant  les  règle 
des  signes  démontrées  dans  le  cas  des  polynômes,  et  qa 
l'ordre  de  grandeur  de  ces  valeurs  soit  réglé  comme  il  a  él 
dit  dans  le  chapitre  XIX. 

Ainsi,  nous  dirons  qu'une  variable  est  continue  entrais 
valeurs  —  4  ^^^  —  7?  lorsqu'elle  ne  passe  de  l'une  à  l'autr 
qu'en  passant  par  toute  valeur  négative  dont  le  nombr< 
absolu  est  co&pris  entre  4  et  7.  Et  si  les  valeurs  lîmi 
tes  que  l'on  désigne  étaient  de  signes  contraires,  comm* 
par  exemple  -f-  3  et  —  5,  nous  appellerons  continue  entn 
ces  limites  une  variable  qui  ne  passera  de  l'une  à  l'auln 
qu'en  passant  par  toutes  les  valeurs  que  nous  appelons  in 
termédiaireSy  d'après  les  explications  données  chap.  XIX 
et  ces  valeurs  sont  tous  les  nombres  positifs  compris  entrai 
et  zéro,  le  nombre  zéro  lui-même,  et  tous  les  nombres  né 
gatifs  de  o  à  —  5.  C'est  là  ce  que  nous  entendrons  toujour 
par  continuité  ;  et  c'est  là  ce  qu'il  faudra  établir  pour  qu 
la  continuité  soit  démontrée. 

176.  Pour  démontrer  qu'une  fonction  qui,  entre  car 
taines  limites  de  la  variable,  prend  des  valeurs  réelles  cor 
respondantes  à  chacune  de  celles  de  celte  variable,  est  cou 
tinue,  il  suffit  de  faire  voir  que  Ton  peut  faire  croître  calC 
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dernière  par  degrés  assez  petits  pour  que  les  changements 
correspondants  de  la  fonction  soient  moindres  qu^une  gran- 
deur désignée  quelconque. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  toutes  ces  valeurs  soient 
de  même  signe;  si  cette  fonction,  dont  on  peut  considérer 
les  valeurs  absolues  seulement,  n'était  pas  continue,  il  fau- 
drait qu'elle  passât  brusquement  d^unc  certaine  valeur  à 
une  autre,  qui  en  différei»ait  d^une  quantité  finie;  ce  qui  est 
absurde,  puisque  la  variation  de  la  fonction  peut  être  ren- 
due moindre  que  toute  grandeur  donnée.  Donc,  sous  la 
condition  admise,  la  fonction  ne  peut  passer  d'une  valeur 
À  une  autre  sans  passer  par  toute  valeur  intermédiaire-,  elle 
est  donc  continue,  soit  que  toutes  ses  valeurs  soient  posi- 
tives, soit  que  toutes  soient  négatives. 

177.  Si  la  fonction  passe  du  positif  au  négatif,  et  qu'il 
soit  démontré  qu'à  partir  de  toute  valeur  de  la  variable 
^rxtre  les  deux  limites  les  accroissements  de  la  fonction 
puissent  devenir  moindres  que  toute  grandeur  donnée,  il 
^st  facile  de  démontrer  qu'elle  passera  par  toutes  les  va- 
leurs intermédiaires  entre  deux  quelconques  de  celles 
Qu'elle  peut  prendre,  les  intermédiaires  étant  entendues 
^^mme  nous  l'avons  expliqué,  et  zéro  étant  regardé  comme 
compris  entre  deux  nombres  quelconques  de  signes  con- 
^aires.  Soient,  en  effet,  'H- A  et  —  B  deux  des  valeurs  de 
*^  fonction  F  (x)  ;  prenons  une  quantité  constante  M  plus 
Si*ande  que  la  plus  grande  valeur  absolue  des  résultats  néga- 
**ft  que  donne  F  (x)  pour  toutes  les  valeurs  de  X]  les 
accroissements  de  la  fonction  M-f-F  {x)  pourront,  d'après 
'hypothèse,  avoir  des  valeurs  moindres  que  toute  quantité 
^^Unée,  et,  par  conséquent,  cette  fonction  toujours  posi- 
^*^e  sera  continue  entre  les  mêmes  limites,  c'est-à-dire 
^l^  elle  passera  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre 
^^  deux  extrêmes  M -4- A  et  M  —  B.   Elle  passera  donc 
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par  la  valeur  M  qui  est  comprise  entre  elles.  Mais  qua:K3j 
M-l-F(x)   sera  réduit  à  M,  F  [x)  sera  zéro.  Donc    Ja 
fonction  F  (x)  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre 
de  signe  contraire  sans  passer  par  zéro. 

Maintenant,  en  partant  de  la  valeur  de  x  qui  rend  la 
fonction  nulle,  et  considérant  les  valeurs  toujours  posi- 
tives que  celle-ci  prend  d'un  côté,  puis  les  valeurs  tou- 
jours négatives  qu'elle  prend  de  l'autre,  on  rentre  dans  le 
premier  cas,  où  nous  avons  démontré  la  continuité.  D'où 
se  tire  donc  la  conséquence  générale  suivante  : 

Si,  à  partir  de  toute  valeur  de  x  comprise  entre  deux  li- 
mites déterminées,  on  peut  donner  à  a:  un  accroissement 
assez  petit  pour  que  la  fonction  prenne  un  accroissement 
moindre  qu'une  quantité  désignée  quelconque,  cette  fonc- 
tion sera  continue  dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire  qu'elle 
passera  par  toute  valeur  intermédiaire  entre  deux  quel- 
conques de  celles  qu'elle  prendra,  en  entendant  que  les 
quantités  négatives  sont  plus  petites  que  zéro,  et  d'autant 
moindres  que  leur  valeur  absolue  est  plus  grande. 

Réciproquement,   toute   fonction  continue  jouit  de  1* 
propriété  que  ses  variations   peuvent  devenir  moindre^ 
que  toute  quantité  donnée,  pourvu  qu'on  rende  suffisaM--^ 
ment  petites  celles  de  la  variable  dont  elle  dépend  :  car  ^"^ 
la  variation  de  cette  dernière,  à  partir  d'une  de  ses  valeur^  -3 
tendait  vers  zéro  sans  qu'il  en  fût  de  même  de  la  varialio^^ 
de  la  fonction,  il  en  résulterait  que  celle-ci  passerait  bru^^ 
quement  d'une  valeur  à  une  autre  qui  en  différerait  d'un-  ^ 
quantité  finie,  et  que,  par  conséquent,  elle  ne  serait  p*-* 
continue,  comme  on  le  suppose. 

Donnons  quelques  applications  simples  de  cette  méthoi^ 
pour  reconnaître  la  continuité  des  fonctions. 

178.  Premier  exemple,  —  Considérons  d'abord  la  fon 
tion  ax"*  de  la  variable  a:;   a  et  m  étant  des  quantil 
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arbitraires  constantes,  dont  la   secpnde  est  un  nombre 
entier. 

Si,  à  partir  d'une  valeur  quelconque  a:,  la  variable  aug- 
mente de  A,  ajf*^  augmentera  de 

(m  [m  —  I  )        . , .  ,   \ 

1.2  / 

Or  chacun  des  termes  de  ce  polynôme  peut  devenir 
moindre  qu'une  quantité  quelconque  J.  En  effet,  prenant 
le  terme  général  et  exprimant  qu'il  est  moindre  que  d,  on 
aura  l'inégalité 

amim  —  i).  . .  (/w -^ /i -h  i)  ,     ^^ 

1  .  2  .  .  ./Z 

d'où  Ton  tire 

I . 2. . .n^ 


//«< 


i~n' 


am[m  —  i) . .  .  (/w  —  /i  -h  i)  x^-"^ 


JI  suffira  donc  de  prendre  h  plus  petit  que  la  racine  n**"*'  du 
second  membre  de  cette  inégalité. 

On  peut  donc  prendre  pour  h  une  valeur  assez  petite 
pour  que  chacun  des  termes  de  l'accroissement  àe'aaf^  soit 
*u-dessous  de  J,  et  que,  par  conséquent,  l'accroissement 
lui-même,  qui  se  compose  de  m  termes,  soit  au-dessous 
de  m  J. 

Or  mî  sera  au-dessous  d'une  quantité  désignée  e,  quel- 
le petite  qu'elle  soit,  si  l'on  prend  d  <C.  —  Donc  l'accrois- 

^euxent  de  ajc^^  correspondant  à  raccroissemenl  h  donné 
^  *,  peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  désignée,  en 
Prenant  h  suffisamment  petit  :  et,  par  conséquent,  uaf*  est 
^^e  fonction  continue  de  x. 

179.  Deuxième  exemple,  —  Considérons  maintenant 
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un  polynôme  de  d^ré  quelconque  en  x, 

aj^  H-  hsf^^  -+-...-+-  SX*  -h  rx  4-  a. 

Il  vient  d'être  démontré  qu'on  peut  donner  à  x  un  su;* 
croissement  assez  petit  pour  que  chacun  de  ses  termes 
croisse  d'une  quantité  moindre  que  toute  quantité  donnée  ; 
il  en  sera  donc  de  même  de  l'accroissement  total  de  la 
somme  des  m  termes  variables  \  et,  par  conséquent,  totxt 
polynôme  dont  les  termes  ne  renferment  que  des  puissanc^^ 
entières  et  positivés  de  a:,  est  une  fonction  continue  de  cetC-^ 
variable. 

Remarque.  —  Nous  .avons  désigné  par  x  une  quantité 
qui  variait  d'une  manière  continue ^  mais  elle  peut  êtr'^ 
elle-même  une  fonction  d'une  autre  variable;  nous  n'avoi 
pas  supposé  autre  chose  que  la  continuité  de  la  variable 
sans  nous  occuper  de  savoir  si  elle  était  dépendante  ou  ia 
dépendante. 


180.  Troisième  exemple.  —  Démontrons  maintenar^^^' 
la  continuité  de  la  racine  de  degré  quelconque  n  d'uïu  ^ 
fonction  continue  de  a;,  désignée  par  X. 

Soit  h  l'accroissement  que  prend  X  lorsqu'on  donne  à 
un  accroissement  arbitraire  ;  d'après  l'hypothèse,  h  pourr 
être  supposé  aussi  petit  qu'on  voudra. 

Soit  k  l'accroissement  correspondant  de  VX;  on  aura 


et  il  s'agit  de  démontrer  que  l'on  pourra  prendre  h  ass^^ 
petit  pour  que  k  soit  moindre  que  toute  grandeur  désigné 
Or,  pour  que  cela  ne  fût  pas,  il  faudrait  admettre  qu 
quelque  petit  que  fût  A,  k  serait  toujours  supérieur  à  un- 
certaine  quantité  fixe  s  :  et  alors  on  aurait  toujours 


v/X-4-/i>Ç/XH-s, 
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OU,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  n, 

x4-A>(ç^x:+i)\ 

inégalité  impossible  puisqu'elle  doit  avoir  lieu  quelque  pe- 
tit que  soit  A,  et  que  le  premier  membre  s'approcbe  autant 
qu'on  voudra  de  X,  tandis  que  le  second,  qui  devrait  être 
plus  petit,  est  un  nombre  constant  plus  grand  que  X. 
Donc  h  peut  devenir  moindre  que  tout  nombre  désigné, 

et,  par  conséquent,  Ç^X  est  une  fonction  continue  de  x, 

X  désignant  une  fonction  continue  quelconque  de  X, 
peut  être  un  polynôme 

ax'*  H-  bx"^^  -f- .  .  .  -h  /j:  -h  tt, 

ou  même  ce  polynôme  élevé  à  une  puissance  entière  quel- 
conque p\  et  l'on  peut  dire  par  conséquent,  d'après  ce  qui 
vient  d'être  démontré,  que 


n 
P 


{ax^  -+-  bxT-^  -h  ...  H-  /^c  -f-  a) 
®st  une  fonction  continue  de  x. 

181.  Quatrième  exemple,  —  Faisons  maintenant  l'ap- 
plîcation  du  même  procédé  à  la  fonction  qui  exprime  le 
Quotient  de  deux  fonctions  continues  de  x,  que  nous  désî- 
Çiierons  par  X,  Y. 

La  définition  de  la  continuité  exigeant  que  pour  chaque 
Valeur  de  la  variable  la  fonction  ait  une  valeur  réelle  dé- 

X 

^rminée,  si  nous  considérons  l'expression  —9  il  ne  faudra 

prendre  x  que  dans  un  intervalle  où  aucune  de  ses  valeurs 
Be  rendra  nul  le  dénominateur  Y-,  car  alors  l'opération  in- 

diquée  par  —  n'aurait  aucun  sens  par  elle-même.  On  dit 

> 
cependant  quelquefois  que  la  valeur  de  x  qui  rend  Y  nul 
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X 

donne  une  valeur  inGnie  pour  —  ?  voulant  exprimer  par  là 

que  cette  fraction  croit  sans  limite  à  mesure  que  x  s^ap- 
proche  de  cette  valeur  particulière  5  mais  il  vaut  mieux  em- 
ployer ce  langage,  qui  fait  connaître  la  chose  telle  qu'elle 
est,  plutôt  qu'un  autre  plus  rapide,  qui  fait  croire  qu'il  y  a 
une  valeur  pour  le  quotient  d'un  nombre  par  zéro,  en  ajou- 
tant, ce  qui  est  aussi  inintelligible,  que  ce  quotient  est  infini. 
Nous  admettrons  donc  que  l'on  considère  seulement  la  va- 
riable X  entre  deux  limites  telles,  qu'aucune  valeur  com- 
prise entre  elles  ne  rend  Y  nul. 

Cela  posé,  si  à  partir  d'une  quelconque  de  ces  valeurs 
on  augmente  x  d'une  quantité  qui  pourra  être  aussi  petite 
que  l'on  voudra,  X  el  Y  varieront  de  quantités  A,  h  qui, 
d'après  l'hypothèse,  pourront  elles-mêmes  devenir  moîn- 

X 
dres  que  toute  quantité  donnée.  La  fraction  qui  était  ^ 

deviendra 

X 

et  si  l'on  en  retranche  —  j  on  aura  pour  l'expression  de  son 

accroissement 

Y/i— XA- 


Y(Y4-A) 


Or  le  numérateur  de  cette  fraction  peut  devenir  moindre 
que  toute  quantité  désignée,  et  le  dénominateur  est  aussi 
voisin  qu'on  voudra  de  Y*.  Si  ce  dénominateur  était  con- 
stant, il  serait  évident,  par  des  raisonnements  semblables  a 
ceux  que  nous  avons  déjà  faits,  que  la  fraction  peut  devenir 
au-dessous  de  toute  valeur  désignée.  Mais  on  remarquera 
que  si  k  est  positif,  le  dénominateur  est  plus  grand  que  le 
nombre  constant  Y*,  et  que  par  conséquent  la  fraction  est 
plus  petite  encore  que  dans  ce  cas  où  il  serait  admis  qu'elle 
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peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée.  Et  si  A: 
est  négatif,  et  qu'on  désigne  par  e  un  nombre  fixe,  aussi 
petit  qu'on  voudra,  h  finira  par  être  inférieur  à  c  en  va- 
leur absolue,  de  sorte  que  Y  +  k  sera  supérieur  à  Y  —  e. 
Or  le  dénominateur  étant  plus  grand  que  le  nombre  fixe 
Y  (Y  —  e),  la  fraction  en  question  est  au-dessous  d'une 
fraction  qui  a  un  dénominateur  fini  constant,  et  un  numé- 
rateur qui  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée  : 
il    en  est  donc  de  même  de  la  fraction  qui  est  la  diffé- 

rence  de  —  à  la  valeur  qu'elle  prend  quand  x  prend  un  ac- 

X 

croîssement  suffisamment  petit.  Donc  enfin  —  est  une  fonc- 
tion continue  de  x^  entre  deux  limites  quelconques  qui  ne 
J^enferment  aucune  valeur  de  x  qui  rende  Y  nul. 

182.  Cinquième  exemple.  —  Considérons,  pour  termi- 
ner, la  fonction  exponentielle  a',  dans  laquelle  a  est  une 
constante  quelconque,  et  x  une  variable  contiiiue. 

Si,  à  partir  d'une  valeur  quelconque,  x  augmente  d'une 
5^sintité  hj  l'exponentielle  augmentera  de  a""^^ — a'  ou 
^*  (a*  —  i),  et  pour  que  la  continuité  de  a'  soit  démontrée, 
^1  faut  prouver  qu'on  peut  donner  à  h  une  valeur  assez  pe- 
tite pour  que  «^ — i  soit  inférieure  à  toute  quantité  dési- 
8ïiée5  car  il  en  résultera  que  l'accroissement  a' (a^ — i) 
pourra  lui-même  devenir  moindre  que  toute  quantité 
donnée. 

Or,  si  a* — i  ne  peut  pas  devenir  au-dessous  de  tout 
*^oinbre  donné,  il  sera  toujours  supérieur  à  une  certaine 
^^leur  fixe,  que  nous  désignerons  par  e,  et  par  conséquent 
^^  aura,  quelque  petit  que  soit  A, 

«*  >  i-h  g. 

*^^  quantité  A,  qui  peut  diminuer  indéfiniment,  peut  être 
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représentée  par  —  9  m  croissant  indéfiniment;  et  Finéga- 
lité  précédente  s'écrira  ainsi 


I 

.m 


et  devra  avoir  lieu  quelque  grand  que  soit  m. 

En  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  m,  on  de- 
vrait avoir 

Û>(l-h8)", 

quelque  grand  que  fût  m. 

Mais  on  sait  au  contraire  qu'un  nombre  fixe  plus  grand 
que  I,  étant  élevé  à  des  puissances  de  degré  indéfiniment 
croissant^  le  résultat  peut  devenir  supérieur  à  tout  nombre 
donné  ;  donc  (i  -f-  e)"*  ne  peut  rester  inférieur  à  a,  quelque 
grand  que  soit  m.  Donc  enfin  la  différence  a* —  i  peut  de- 
venir moindre  que  toute  grandeur  donnée,  en  prenant 
pour  h  une  valeur  suffisamment  petite,  et,  par  conséquent, 
la  fonction  a'  est  continue. 

Remarque,  —  On  fait  souvent  application  de  la  propo- 
sition que  nous  venons  d'établir  dans  le  courant  de  cette 
démonstration,  que,  quand  h  tend  vers  la  limite  zéro,  l'ex- 
ponentielle a^  tend  vers  la  limite  i. 

183.  Nous  avons  admis  qu'un  nombre  constant,  supé- 
rieur à  l'unité  d'une  quantité  fixe  c,  aussi  petite  qu'on  vou- 
dra la  supposer,  étant  multiplié  par  lui-même  un  assez 
grand  nombre  de  fois,  peut  donner  un  produit  supérieur  à 
tout  nombre  donné,  quelque  grand  qu'il  soit.  On  peut  don- 
ner de  cette  proposition  une  démonstration  si  simple,  que 
nous  ne  croyons  pas  devoir  l'omettre  ici. 

Il  est  d'abord  évident  que  ces  produits  vont  toujours  en 
augmentant,  puisqu'on  passe  de  l'un  quelconque  au  suivant 
en  le  multipliant  par  un  nombre  plus  grand  que  l'unité.  Et 


CHÀPiTEE  XXII.  ao5 

ce  dernier  surpassant  le  précédent  du  produit  de  celui-ci 
par  le  nombre  constant  e,  il  sVnsuit  que  la  différence  d'un 
produit  au  suivant  va  toujours  en  croissant.  Or,  quand 
même  elle  serait  constante,  et  aussi  petite  qu'on  voudrait 
la  supposer,  en  l'ajoutant  toujours  à  elle-même  elle  pour- 
rait dépasser  toute  grandeur  :  donc  les  puissances  de  degré 
îniîer  de  i  -h  e  peuvent  dépasser  tous  les  nombres.  Et  il  en 
îst  de  même  si  le  degré  est  composé  d'un  nombre  entier 
^lus  une  fraction,  puisqu'en  se  bornant  au  plus  grand  en- 
'îer  qu'il  renferme,  la  puissance  pourrait  devenir  plus 
grande  que  tout  nombre  donné,  et  que  l'addition  de  la 
raciion  à  l'exposant  augmente  encore  le  produit. 

COIfSÉQUEMCES    IMPORTANTES    DE    LA    CONTINUITÉ    DES 

POLYNÔMES. 

184.  Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  p^  q^  substitués 
*  3C  dans  une  fonction  continue  qui  est  le  premier  mem^ 
''•e  d'une  équation  y  donnent  des  résultats  de  signes  con^ 
'^€Ê.ires^  il  y  a  entre  eux  une  racine  de  cette  équation. 

En  effet,  puisque  le  premier  membre  est  une  fonction 
'^ntinue  de  x,  si  Ton  fait  passer  x  de  la  valeur  /?  à  la  va- 
^"U-r  q  d'une  manière  continue,  quels  que  soient  les  signes 
ï^  p  et  ^,  le  premier  membre  de  l'équation  passera  d'une 
Manière  continue  d'une  valeur  à  une  autre  de  signe  con- 
^ï*€iîre,  et  par  conséquent  il  passera  par  la  valeur  intermé- 
lîaire  zéro.  La  valeur* de  xpour  laquelle  il  deviendra  nul 
5e Ta  racine  de  l'équation  proposée,  dont  nous  supposons 
^oxijours  le  second  membre  égal  à  zéro  •,  et,  par  conséquent, 
-^lle-ci  aura  une  racine  réelle  comprise  entre  p  et  q. 

485.  Lemme,  —  Si  l'on  considère  un  monôme  hx^  el 
■^^  polynôme  de  degré  inférieur  aj:'""*"  -H  Jx^~"~''  H-  . . . 
-*Ont  tous  les  termes  sont  pris  avec  le  signe  -f-  :  t**  il  existe 
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une  certaine  valeur  positive  telle,  que  si  Ton  fait  croître  x 
indéfiniment  à  partir  de  cette  valeur,  le  monôme  sera  con- 
stamment plus  grand  que  le  polynôme^  2^  leur  différence 
ira  toujours  en  croissant  et  dépassera  toute  grandeur  dé- 
signée. 

I**  Posons  l'inégalité 

(1)  Ax*^ >  ûx^-"  -f-  haf^*-P -H 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  par  x™*"'*,  on  en  aura  une 
nouvelle 

(2)  Ax^>aH h«.., 

et  si  Tune  quelconque  des  deux  est  satisfaite  par  une  valeur 
donnée  à  x^  l'autre  le  sera. 

Si  l'on  fait  croître  x  indéfiniment,  le  premier  membre 
croîtra  sans  limite,  et  le  second  tendra  vers  la  limite  a.  Le 
premier  membre  deviendra  donc  nécessairement  plus  grand 
que  le  second.  Or,  si  cette  condition  est  remplie  pour  une 
certaine  valeur  /  de  x^  elle  le  sera  à  plus  forte  raison  pour 
toute  valeur  plus  jgrande,  puisque,  le  premier  membre 
de  (2)  croissant  avec  x  tandis  que  le  second  décroit,  l'excès 
du  premier  sur  le  second  va  en  augmentant.  La  première 
partie  de  la  proposition  est  donc  démontrée. 

2^  Si  Ton  prend  la  différence  du  monôme  au  polynôme, 
qui  est 

3)  Ax~—  {aaf^" -h  baf^'^P ->t- . .  .), 

OU 

(4)  x—^Tao:»-  ^«4-^+...)]. 

Le  facteur  x^'""  croît  constamment  et  sans  limite  avecJ^j 
et  nous  venons  de  démontrer  que  l'excès  de  Kx^  ^^ 


CHAPITRE   XXII.  207 

le  produit  (4)  et^  par  conséquent,  son  égal  (3),  croît  con- 
stamment avec  a:,  et  peut  dépasser  toute  grandeur  désignée* 
Hemarque.  —  Si  le  polynôme  renfermait  des  termes  né- 
gatifs^ l'expression  (3)  devrait  être  augmentée  de  tous  ces 
terxnes  pris  avec  le  signe  -h  5  et,  comme  ils  vont  en  augmen- 
tan  t  indéfiniment  avec  x,  on  peut  dire  à  plus  forte  raison 
qu.e  la  différence  du  monôme  au  polynôme  croit  constam- 
ment à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x^  et  qu'elle  peut 
dépasser  toute  grandeur  désignée. 

186.  Si  au  lieu  de  supposer  que  tous  les  termes  du  poly- 
ïiôrne  sont  positifs  et  de  degrés  moindres  que  le  monôme, 
Oïl  les  supposait  tous  de  degrés  plus  élevés,  l'inégalité 

aurait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  décroissant  depuis 
^tie  certaine  valeur  jusqu'à  zéro. 

En  effet,  celte  inégalité  entraine  comme  conséquence  la 
suivante,  qui  l'entraîne  réciproquement, 

(6)  A  >  flx" -h  ^ar^+f» -h 

Or,  quand  x  tend  vers  zéro,  le  second  membre  de  cette 
dernière  tend  vers  la  limite  zéro,  et,  par  conséquent,  de- 
viendra plus  petit  que  A.  Et  à  partir  de  toute  valeur  de  x 
^^lisfaisant  à  (6),  jusqu'à  zéro,  le  second  membre  diminuant 
Constamment,  Tinégalité  (6)  sera  toujours  satisfaite  et,  par 
-^^îte,  l'inégalité  (5).  Si  le  polynôme  renfermait  des  termes 
**^galifs,  l'inégalité  (5),  démontrée  sans  en  tenir  compte, 
^"Urait  lieu  à  plus  forte  raison. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition,  dont  les  appli- 
cations sont  très-fréquenies  et  d'une  grande  importance  : 
Étant  donnés  un  monôme  Kx"^  et  un  polynôme  dont  tous 


!2o8  SCIENCB   DES    ITOIIBRES. 

les  termes  sont  de  degré  supérieur  à  m,  il  existe  une  valeur 
déterminée  de  x  telle,  que  toutes  celles  qui  sont  comprises 
entre  elle  et  zéro,  rendent  le  monôme  plus  grand  que  le 
polynôme. 

187.  Théorème  H.  —  Toute  équation  de  degré  impair 
a  au  moins  une  racine  réelle^  de  signe  contraire  à  son 
dernier  terme. 

Nous  entendons  toujours  qu^on  a  fait  passer  tous  les 
termes  de  l'équation  dans  un  même  membre,  de  manière 
que  le  premier  terme  soit  positif. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  le  dernier  terme  négatif, 
et  substituons  successivement  à  x  zéro  et  un  nombre  positif 
qui  rende  le  premier  terme  plus  grand  que  la  somme  des 
termes  négatifs,  le  premier  membre  sera  négatif  dans  le 
premier  cas»  et  positif  dans  le  second.  Donc,  entre  zéro  et  ce 
nombre,  il  y  a  une  certaine  valeur  qui  rend  le  premier 
membre  nul  •,  l'équation  a  donc  une  racine  réelle  positive. 

Si  le  dernier  terme  est  positif,  la  substitution  de  zéro 
à  X  donnera  un  résultat  positif^  et  Ton  aura  un  résultat 
négatif  en  substituant  à  x  un  nombre  négatif  qui  rende  1^ 
premier  terme  plus  grand  en  valeur  absolue  que  tous  les 
autres  ajoutés  en  les  prenant  avec  le  môme  signe.  Donc^ 
entre  zéro  et  ce  nombre,  il  y  aura  une  valeur  de  x  qui  reo" 
dra  le  premier  membre  nul^  et  l'équation  aura  une  racio^ 
négative. 

Le  tbéorème  énoncé  est  donc  démontré. 

188.  Théorème  III.  —  Toute  équation  de  degré  paif^f 
dont  le  dernier  terme  est  négatifs  a  deux  racines  réell^-^f 
l'une  positive  y  Vautre  négativ^e. 

En  effet,  si  l'on  substitue  zéro  àx,  on  trouvera  unrési»!*' 
tat  négatif  5  si  l'on  substitue,  tantôt  avec  le  signe  4-,  tant^* 
avec  le  signe  — ,  un  nombre  qui  rende  le  premier  ter 
plus  grand  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  tous  I 


€ 
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es  résultats  auront  le  même  signe  que  le  premier 
seront  par  conséquent  positifs.  Il  y  aura  donc  une 
éelle  comprise  entre  zéro  et  le  nombre  substitué, 
utre  entre  zéro  et  ce  nombre  pris  négativement, 
ation  a  donc  deux  racines  réelles  de  signes  diifé- 
»mme  nous  Tavions  énoncé. 

il  cas  où  Ton  ne  puisse  pas  affirmer  qu'une  équa- 
une  racine  réelle,  est  donc  celui  où  son  degré  est 
on  dernier  terme  positif. 


•4 
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TRANSFORMATION  PROPRE  A  SIMPLIFffiR  LES  CALCULS 

NUMÉRIQUES. 


189.  Nous  avons  démontré  que  pour  multiplier  entre 
elles  les  puissances  positives  ou  négatives,  entières  ou  frac- 
tionnaires d'un  même  nombre,  il  suffisait  de  donner  i  ce 
nombre  un  exposant  égal  à  la  somme  des  exposants  de 
tous  les  facteurs,  en  efiec tuant  cette  opération  suivant  les 
règles  ordinaires  des  signes  et  des  fractions.  Nous  avons  dé- 
montré encore  que,  pour  opérer  leur  division,  il  fallait 
soustraire  suivant  les  mêmes  règles  l'exposant  du  diviseur 
de  celui  du  dividende;  et  enfin  que  pour  élever  une  puis- 
sance d'un  nombre  à  une  autre  puissance  positive  ou  néga- 
tive, entière  ou  fractionnaire,  ce  qui  comprend  par  consé- 
quent Textraction  des  racines,  il  fallait  multiplier,  en 
suivant  la  règle  des  signes,  le  degré  de  la  puissance  donnée 
par  le  degré  de  la  puissance  demandée. 

Il  suffit  de  penser  à  ces  propositions  pour  être  frappé  de 
l'avantage  qu'il  y  aurait  à  représenter  tous  les  nombres  par 
les  puissances  d'un  même  nombre,  si  cela  était  possible;  car 
les  opérations  si  pénibles  quelquefois  de  la  multiplication, 
de  la  division,  de  l'élévation  aux  puissances  et  de  l'extraction 
des  racines,  se  trouveraieut  ramenées  à  des  opérations  dun 
ordre  inférieur.  Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  chose  est 
possible,  et  que  pour  être  exécutée  elle  demande  un  travail» 
très-pénible  il  est  vrai,  mais  qui,  fait  une  seule  fois,  servira 
à  tous  les  hommes  et  à  toutes  les  générations  de  l'avenir. 

En  effet,  nous  avons  démontré  que  a'  est  une  fonctioi^ 
continue  de  X]  et  que,  par  conséquent,  si  x  varie  d'uO* 
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anière  continue  depuis  une  valeur  quelconque  a  jusqu'à 
ne  autre  quelconque  6,  a*  passera  par  toutes  les  valeurs 

emprises  entre  a*  et  a  .  De  sorte  que  si  l'on  suppose  a^i, 

qu'on  fasse  varier  x  d'une  manière  continue  depuis  zéro 
Lsqu'à  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on  voudra,  a*  partira 
3  lunité  et  passera  par  tous  les  nombres  entiers,  fraction- 
àires  ou  incommensurables,  depuis  l'unité  jusqu'à  une  li- 
ite  aussi  éloignée  qu'on  voudra. 

Et  si  Ton  donnait  à  x  des  valeurs  négatives,  depuis  zéro 
squ'à  une  limite  aussi  grande  qu'on  voudra  en  valeur  ab- 
»lae,  en  entendant  les  exposants  négatifs  comme  nous  l'a- 
>ns  expliqué  précédemment,  a*  variera  d'une  manière 
»ntinue  depuis  l'unité  jusqu'à  une  valeur  aussi  voisine 
l'on  voudra  de  zéro. 

D'où  il  suit  que  a*  peut  représenter  tous  les  nombres 
(puis  la  plus  petite  limite  jusqu'à  la  plus  grande  qu'on 
mdra  fixer,  en  donnant  à  x  d'une  manière  continue  toutes 
s  valeurs  entre  deux  limites  suffisamment  étendues,  l'une 
wîtive,  l'autre  négative. 

Si  l'on  avait  supposé  a  <^  i,  on  arriverait  à  cette  même 
inclusion  ^  mais  les  nombres  plus  petits  que  l'unité  cor- 
spondraient  aux  valeurs  positivés  de  or,  et  les  nombres 
us  grands  aux  valeurs  négatives. 

190.  Pour  la  réalisation  de  cette  conception,  dont  on 
:nt  toute  l'utilité,  on  remarquera  d'abord  que  toutes  les 
^rations  se  ramenant  aux  nombres  entiers,  il  suffit  de 
étcrminer  les  exposants  qui  correspondent  à  ces  derniers, 
uand  on  aura  choisi  la  valeur  particulière  de  leur  base 
ommune  a. 

Quant  à  ce  choix,  on  a  bientôt  remarqué  qu'ayant  sou- 
vent besoin  de  multiplier  ou  diviser  par  des  puissances  de 
labase  du  système  de  numération,  il  serait  utile  que  l'expo- 
sant correspondant  à  cette  base  fût  le  plus  simple  possible. 

i4. 
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C'est  pour  cela  que  Ton  a  choisi  pour  a  la  valeur  même 
la  base  du  système  de  numération. 

On  a  ainsi  formé  une  table  à  deux  colonnes  :  la  premii 
renfermant  tous  les  nombres  entiers,  depuis  Tunité  jusqi 
une  certaine  limite  ;  et  la  seconde  les  exposants  des  pu 
sauces  de  lo  équivalentes  aux  nombres  entiers  corresp€ 
dants.  On  a  donné  à  ces  exposants  le  nom  de  logarithm 
leurs  valeurs  ne  peuvent  être  trouvées  que  par  approxin 
tion,  quand  elles  ne  sont  pas  entières.  Nous  parlerons  p 
tard  des  procédés  employés  pour  les  calculer  ;  nous  n( 
bornons  ici  à  constater  leur  existence. 

Cette  table  étant  supposée  formée,  son  usage  se  conç 
facilement.  Si,  par  exemple,  on  veut  trouver  le  quotient 
la  division  de  deux  nombres  considérables,  on  trouvi 
dans  la  colonne  des  logarithmes  ceux  qui  corresponde 
aux  deux  nombres,  on  retranchera  celui  du  diviseur 
celui  du  dividende,  et  Ton  connaîtra  le  logarithme  du  qi 
tient.  Si  ce  dernier  se  trouve  dans  la  colonne  des  loi 
rithmes,  on  lira  dans  celle  des  nombres  le  quotient  cherci 

Mais  on  a  souvent  à  chercher  le  nombre  correspondi 
à  un  logarithme  qui  n'est  pas  dans  la  table,  ou  le  loj 
rithme  d^un  nombre  qui*  n'y  est  pas  compris.  Les  procé( 
qu'on  emploie  à  cet  effet  sont  les  mêmes  pour  les  tab 
de  toute  espèce  \  ils  n'offrent  aucune  difficulté  théorique, 
nous  renvoyons  ces  détails  aux  Traités  spéciaux. 

191.  La  première  conception  des  logarithmes  était  fc 
dée  sur  une  autre  considération  que  celle  des  expressic 
exponentielles,  mais  qui  y  rentre  au  fond.  En  désignj 
par  j^  un  nombre  quelconque,  par  x  son  logarithme 
par /z  la  base,  nous  avions  entre  a:  et  j^  la  relation 

y  —  ^'y 

et  l'on  voit  que  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  en  progressi 
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différence  commençant  à  zéro,  les  nombres  y  forme- 
tune  progression  géométrique  commençant  par  Funité* 
î'est  par  cette  propriété  que  le  premier  inventeur,  Neper, 
îfini  les  logarithmes  des  nombres.  11  en  a  déduit  les  pro- 
kés  remarquables  qui  conduisent  à  la  simplification  des 
rations.  Nous  n^insisterons  pas  ici  sur  ces  détails  inté- 
lants,  et  nous  reprendrons  cette  question  quand  nous 
ons  exposé  les  premiers  principes  de  la  théorie  des 
es. 


CHAPITRE  XXIV. 

MÉTHODE  DE  TRANSFORMATION  DES  FONCTIONS  ET  DES 
ÉQUATIONS  PAR  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


192.  Lorsqu'une  fonction  d'une  certaine  variable  ne  s 
prête  pas  facilement  aux  calculs  qui  ont  pour  objet  la  résc 
lution  d'une  question,  on  peut  se  proposer  de  changer  1 
forme  de  cette  fonction  \  et  à  cet  effet,  on  la  regarde  comin 
dépendant  d'une  autre  variable  liée  à  la  première  par  un 
relation  qu'on  peut  se  donner  arbitrairement.  La  nature  à 
cette  relation  est  souvent  indiquée  par  la  question  même 
mais  on  a  toujours  soin  d'y  laisser  certaines  quantités  in 
déterminées,  afin  que,  la  transformation  étant  opérée,  a 
puisse  profiter  de  cette  indétermination  pour  simplifier  ] 
résultat. 

Considérons,  par  exemple,  une  fonction  F  (x)  de  la  v 2 
riable  x,  et  regardons-la  comme  dépendant  d'une  nouvel! 
variable  y,  dont  les  valeurs  sont  liées  respectivement 
celles  de  x  par  une  équation  que  nous  supposerons  mi^ 
sous  la  forme 

(p  désignant  une  forme  connue  de  fonction.  Si  l'on  renc 
place  X  par  cette  valeur  en  y^  F  (x)  deviendra 

r[?(r)]. 

Et  en  effectuant  les  calculs  on  aura  une  certaine  fonctic 
de  y  qui  jouira  de  la  propriété  que,   quelque  valeur 
qu'on  y  mette  pour  j^  le  résultat  sera  égal  à  celui  q«- 
donnerait|F(a:)  si  l'on  y  mettait  pour  x,  ç(a).  C'est  ^ 
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qui  est  évident  d'après  la  forme  même  de  la  fonction 
F[f  (y)].  On  a  donc  ainsi  deux  fonctions  qui  donnent  les 
mêmes  résultats  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  dont 
elles  dépendent,  qui  sont  liées  Tune  à  Tautre  par  une  rela- 
tion connue  ^  et,  par  conséquent,  la  connaissance  de  Tune 
est  ramenée  à  celle  de  Tautre,  et  généralement  tout  calcul 
dépendant  de  Tune  peut  être  ramené  à  un  calcul  dépendant 
de  l'autre. 

193.  Si,  par  exemple,  F  (x)  est  le  premier  membre 
d'une  équation  dont  le  second  est  zéro,  la  fonction  F[f  (/)] 
prenant  les  mêmes  valeurs  que  F  (x)  quand  les  valeurs 
correspondantes  de  x  ely  satisferont  à  la  relation 

ces  deux  fonctions  deviendront  nulles  en  même  temps  ;  et^ 
par  conséquent,  les  racines  des  deux  équations 

FW  =  o,    F[ç(r)]  =  o 
seront  liées  par  cette  même  relation. 

194.  Appliquons  ces  considérations  générales  à  quelques 
cas  particuliers. 

1°  Supposons  d'abord  que  les  valeurs  correspondantes 
de  X  et  y  doivent  avoir  une  dlfiérence  constante  :  Téquation 
^  =  ç  (  j*)  deviendra 

1^  fonction  F  (x)  deviendra 

®^  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions  seront  les  mêmes, 
pourvu  que  les  valeurs  de  x  surpassent  de  h  les  correspon- 
^^lites  de  j. 
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Si  maintenant  on  veut  faire  servir  cette  transformation 
à  simplifier  la  fonction,  on  dierchera  quelle  valetûr  il  faur 
drait  donner  à  h  pour  y  parvenir  ;  et  si  cela  est  possible,  le 
changement  de  variable  aura  été  avantageux. 

Prenons  par  exemple  pour  F  (x)  le  polynôme  a  expo- 
sants entiers 

Ax"-h  Bx^-'  -h  Cx*-»-h ...  -f-  Ta?  -h  U-, 
posant 

on  obtient,  pour  F  [cp  (j')], 

A(r-^-A)"-^-B(r4- A)— '-4-C(/-+- Aj^-'H- . .  .-+-T(r  H- A)H-U. 

Développant  les  puissances  du  binôme  [x  +  h)  d'après  I9 
formule  connue,  et  ordonnant  par  rapport  ky^  ce  polynôme 
prendra  la  forme 

Ay"-h  (A/îiA  -h  B)  y*^* 

[^^^^-•'^A^-i-B(i^-i)A^-c]r 

-h(AA'»-f-  BA"^*-+-...-hTA-hU); 

et  l'on  remarquera  qu'il  est  du  même  degré  en  y  que  le 
proposé  en  x ,  que  le  coefficient  du  premier  terme  est  le 
môme,  et  que  le  terme  indépendant  de  y  n'est  autre  chose 
que  le  polynôme  proposé,  dans  lequel  x  esl  remplacé  par  fh 
qui  sera  traité  suivant  les  règles  des  signes  s'il  est  négatix* 
Tous  les  coefficients  des  puissances  de  j^  excepté  le  pre- 
mier, dépendant  de  A,  on  peut  donner  à  cette  lettre  une  va- 
leur qui  annule  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Celui  qu'il 
importe  ordinairement  le  plus  de  faire  disparaître  est 
celui  de  la  puissance  la  plus  élevée,  qui  est  la  (m — ly^"^  ; 
et  il  faut  pour  cela  poser 

kmh  -h  Br=  o, 


m— 2 
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B  B 

A  = et     x=Y . 

m  A  /wA 

T^elle  est  la  transformation  propre  à  faire  disparaître  le 
teirme  de  degré  m  —  i . 

Si  le  polynôme  proposé  est  le  premier  membre  d'une 
éq^iation,  le  polynôme  enj^  sera  celui  d'une  autre  équation 
doxit  les  racines  seront  égales  à  celles  de  la  proposée,  dimi- 

nti^sde  la  quantité  A  5  et  en  prenant  A= -j  la  nou- 
velle équation  sera  privée  du  second  terme,  ce  qui  est  pres- 
qixe  toujours  d'une  grande  utilité. 

495.  2°  Proposons-nous  maintenant  que  les  valeurs 
correspondantes  de  x  et  j"  soient  dans  un  rapport  constant, 
on  que  Ton  ait  x  =  «j^,  a  étant  une  constante  quelconque, 
positive  ou  négative,  c'est-à-dire  étant  indépendant  de  x 
®t  jr.  La  fonction  F  (x)  sera  changée  en  F  («y),  et  Ton  en- 
tend qu'on  effectuera  les  calculs  suivant  les  règles  ordi- 
ïiaîres  des  signes,  si  a  est  négatif.  Il  est  évident  que  si  une 
valeur  a  mise  pour^  donne  un  certain  résultat  pour  F  (ay) , 
«a  mis  pour  x  dans  F  (x)  donnera  le  même  résultat,  en 
suivant  les  mêmes  règles  des  signes. 

Si,  par  exemple,  on  suppose  que  F  (x)  soit  un  polynôme 
de  degré  m,  et  doive  être  égalé  à  zéro,  on  aura  l'équation 

La  transformation  que  nous  venons  d'indiquer  conduit  à 
(2)  Aa"/»-*-  Ba"-'^»»-'  -h .  .  .  -f-  Taj4-  U  =  o, 

^u  les  puissances  de  a  doivent  être  formées  en  suivant  les 
''^gles  ordinaires  des  signes,  et,  à  cette  condition,  les  racines 
^®  Cette  équation  multipliées  par  a  et  traitées  suivant  ces 
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mêmes  règles  seront  les  racines  de  la  proposée.  Si  a=— i, 
les  racines  de  Féquation  en  y  seront  celles  de  réquation 
en  x,  changées  respectivement  de  signes  :  et  on  voit  que 
l'équation  en  j^  ne  diffère  de  celle  en  x  que  par  le  change- 
ment de  signe  des  termes  de  degré  impair,  et  la  substitu- 
tion de  la  lettre  y  à  x.  Il  n'y  aurait  au  reste  aucun  incon- 
vénient à  conserver  la  lettre  x  au  lieu  de  /;  le  changement 
de  signe  des  termes  de  degré  impair  produirait  toujours  le 
changement  de  signe  de  toutes  les  racines,  et  le  changement 
de  signe  des  termes  de  degré  pair  pix)duirait  le  même  effet, 
car  c'est  à  cette  forme  qu'on  parviendra  en  changeant  d'a- 
bord le  signe  des  termes  de  degré  impair,  et  ensuite  de  tous 
les  termes. 

Remarque ^  —  Les  deux  transformations  que  nous  ve- 
nons de  faire  successivement  pourraient  être  faites  i  la 
fois;  car  poser  d'abord  x=  z-h  A  pour  avoir  une  équa- 
tion en  z,  puis  poser  z  =  ay^  revient  à  poser  a: = a/ -h  ^i 
et  cette  remarque  s'applique  également  au  cas  d'une  fonc- 
tion variable,  non  égale  à  zéro. 

196.  La  dernière  transformation  que  nous  venons  de 
faire  sur  une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  en  x,  peut  servir  à  ramener  la 
résolution  de  toute  équation  de  cette  forme  à  celle  d'une 
autre  dont  tous  les  coefficients  soient  entiers,  et  celui  du 
premier  terme  égal  à  l'unité.  Or  cette  dernière  forme  est 
très-avantageuse  dans  la  recherche  des  racines. 

Pour  opérer  cette  réduction,  nous  supposerons  d'abord 
que  les  coefficients  de  l'équation  (i)  soient  tous  entiers,  ce 
qui  a  pu  être  obtenu  immédiatement  par  la  multiplication 
de  tous  les  termes. 

Ayant  obtenu  l'équation  (2),  on  aperçoit  de  suite  que  si 

l'on  prenait  a  =  -  >  le  facteur  A  du  premier  terme  serait 
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étFuît,  et  il  resterait  pour  dënominateur  A"*"^  ;  et,  comme 
is  autres  termes  auront  pour  dénominateurs  les  puissances 
^croissantes  de  A  depuis  la  (m  —  i)**"",  si  Ton  multiplie 
»U5  les  termes  par  A'""',  les  coefficients  seront  tous  en- 
ers,  et  celui  du  premier  terme  sera  l'unité.  On  résout 

>iic  la  question  proposée  en  posant  x  =  -  • 

i97.  3**  Proposons-nous,  pour  dernier  exemple,  de  trans- 
rmer  F  (x)  en  une  autre  F  (y)  telle,  que  les  valeurs  de  x 
,  y  qui  donneront  des  résultats  égaux  soient  les  puis- 
inces  d'un  degré  donné  l'une  de  l'autre,  ce  degré  étant 
cprîmé  par  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou 
égatif. 

Il  suffira  pour  cela  de  poser  x=^'*,  n  désignant  un 
Dmbre  quelconque  positif  ou  négatif,  en  l'entendant  tou- 
»urs  comme  il  a  été  dit  précédemment.  La  fonction  de^ 
îra  alors  F  (j^"  );  et  s'il  s'agit  d'une  équation,  par  exemple 
e  l'équation  (i),  la  transformée  sera 

Aj«'*4-  B/™"-»-»- . .  .-*-  T/"  -h  U  =  o, 

t  ses  racines  seront  les  puissances  -  de  celles  de  l'équa- 

Lon  (i). 
Si,  par  exemple,  on  suppose  ti  = —  i,  on  aura 

■ 

I  I 

0?  =  -'     et    ^=-> 

t  l'équation  en  y  sera 

A^-" -h  Bj-^^-i- . . . -h  Tj-' -h  U  =  o. 

"U,  en  multipliant  parj^, 

U^_j_Xj^-»4-.  ..4-B^-h  A  =  o. 

Cette  équation  et  la  proposée  j[i)  ont  leurs  racines  res- 
pectivement réciproques  les  unes  des  autres. 
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198.  Remarque  génércde  sur  cette  méthode,  —  Trans- 
former une  fonction  ou  une  équalion,  c'est  la  ramènera 
une  autres  c'est  donc  suivre  la  marche  analytique.  Le 
mode  de  transformation  est  arbitraire,  et  il  est  possible  que 
celui  qu'on  a  choisi  ne  conduise  pas  à  des  questloBS  plus 
faciles  à  traiter  que  la  première  \  quand  on  a  reconnu  qu'il 
en  est  ainsi,  on  T abandonne  et  on  eu  essaye  un  autre.  Dans 
tous  les  cas,  après  avoir  adopté  un  mode  quelconque,  on  en 
développe  les  conséquences,  et  Ton  tâche  de  parvenir  à 
des  questions  qu'on  sache  résoudre,  etd^où  l'on  déduira  la 
solution  de  la  proposée,  en  tenant  compte  autant  que  pos- 
sible des  solutions  étrangères  ou  des  solutions  perdues. 

La  méthode  suivie  est  donc  encore  ici  l'analyse,  teU 
que  nous  l'avons  exposée  au  commencement  de  cet  ouvrage^ 
mais  non  l'analyse  de  ceux  qui  la  font  consister  dans  un 
décomposition. 
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MÉTHODE  DES  COEFFiaENTS  INDÉTERMINÉS. 


199.  Lorsqu'on  connaît  la  forme  d'une  fonction  de  x^ 
cpiïl  n'y  a  d'inconnu  que  certaines  constantes  qu'elle 

l'enferme,  on  cherche  par  les  moyens  ordinaires  les  équa* 
^ons  qui  résultent  des  conditions  de  la  question^  et  lors- 
«ju^on  en  a  tiré  les  valeurs  des  inconnues,  la  fonction  est 
oomplétement  déterminée. 

Dans  beaucoup  de  questions  ces  constantes  inconnues  sont 
les  coefficients  des  diil'érentes  puissances  de  polynômes,  et 
dans  ce  cas  on  les  appelle  ordinairement  des  coefficients  in^ 
déterminés.  Les  signes  seront  toujours  entendus  comme 
précédemment  pour  la  généralité  des  résultats;  nous  nous 
dispenserons  dorénavant  d'en  prévenir. 

200.  Pour  en  donner  un  premier  exemple,  supposons 
cju'on  veuille  trouver  le  quotient  de  deux  polynômes  et  le . 
x*este  de  la  division.  Soient  ces  deux  polynômes  : 

0 

^t 

(2)  a:" -h  flx"-'  -+-  6.r"-^ -h  .  .  .  -h/?x  -h  çr, 

mi  étant  supposé  plus  grand  que  n.  On  demande  que  le 
quotient  soit  poussé  jusqu'au  terme  indépendant  de  x,  . 
et  que  par  conséquent  le  reste  soit  un  polynôme  de  de- 
gré n  — I. 

Le  quotient  et  le  reste  auront  respectivement  les  formes 
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suivantes  : 

et 

(4 )  Mj:»-'  +  N j:»-=»4-  ...  -h Ha:  4-  S. 

Les  inconnues  a,  6, . . . ,  /x,  M, . . . ,  S  sont  ce  qu*on  ap- 
pelle des  coefficients  indéterminés^  et  pour  avoir  les  équa- 
tions qui  en  feront  connaître  la  valeur,  il  suffit  de  se  rap- 
peler que  d'après  la  manière  dont  s'obtient  le  reste  de  la 
division,  si  Ton  fait  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient, 
et  qu'on  y  ajoute  le  reste,  la  somme  réduite  sera  un  poly*- 
nôme  identique  terme  pour  terme  au  dividende.  C'eat  donc 
cette  identité  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  polynômes  (3  )  et  (4)  soient  l'un  le  quo- 
tient, l'autre  le  reste  demandé. 

Le  produit  des  polynômes  (a),  (3)  renfermera  les  coef- 
ficients a,  6, . . . ,  fx  au  premier  degré  seulement,  et  en  y 
ajoutant  le  reste  (4)  on  obtiendra  un  polynôme  du  degré  m, 
dont  les  coefficients  ne  renfermeront  qu'au  premier  degré 
tous  les  coefficients  indéterminés  du  quotient  et  du  reste. 
Egalant,  comme  nous  avons  dit  qu'il  fallait  faire,  les 
coefficients  de  ce  polynôme  aux  correspondants  du  divi- 
dende (i),  on  aura  m  équations  du  premier  degré  entre  les 
m  inconnues  a,  6, . . . ,  |jt,  M,  N, . . . ,  S  5  c'est  à  la  résolution  - 
de  ces  équations  que  le  problème  proposé  se  trouve  ramené, 
et  la  forme  de  ces  équations  rend  cette  résolution  extrême- 
ment facile. 

201.  Si,  au  lieu  de  chercher  le  quotient  et  le  reste,  on- 
avait  voulu  connaître  les  conditions  pour  que  la  division. 
réussît  exactement,  le  reste  devant  être  zéro,  par  laTéduc— 
tion  des  termes  semblables,  les  coefficients  désignés  par  .M, 
N,...,  S  devraient  être  nuls,  et  le  nombre  des.inconnues  " 
serait  réduit  km —  n.  Mais  comme  le  nombre  des  équations^ 
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à  satisfaire  est  toujours  m,  il  y  aurait  n  équations  de  con- 
dî tion  entre  les  coefficients  A,  B, . . . ,  U,  a,  b,,,.^  q\  eion 
les  obtiendrait  en  éliminant  a,  6, . . .,  /x  entre  les  m  équa- 
tions. 

JN^ous  avons  déjà  traité  cette  question  par  un  autre  pro- 
cédé dans  le  chapitre  XVII. 

202.  Descartes,  à  qui  Ton  doit  la  première  idée  de  cette 
ixxéthode,  y  a  été  conduit  lorsque,  dans  la  solution  du  pro- 
blème des  tangentes  par  le  calcul,  il  a  eu  à  trouver  les  con- 
dil.ions  pour  qu  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  Xj 
admette  un  diviseur  qui  soit  le  carré  d'un  binôme  du  pre- 
in.ier  degré.  Il  a  remarqué  qu'il  fallait  pour  cela  que  ce  po- 
lynôme fût  le  produit  d'un  trinôme  de  la  forme 

x^ — 2fla:-Ha* 

par  un  polynôme  de  degré  m  —  2  de  la  forme 

3r^'^-\'  aa:^-*-4-  êx^-^-h.  .  .•+•  >j: -f-  pt, 

^9  6n . . . ,  fx  pouvant  être  des  quantités  quelconques.  Il  fait 
alors  le  produit  de  ce  dernier  par  x*  —  lax  -+-  a*,  et,  après 
la  réduction  des  termes  semblables,  il  égale  les  coefficients 
^^  différentes  puissances  de  a:  à  ceux  du  polynôme  proposé  | 
^®  qui  donne  m  équations.  Il  en  élimine  les  m —  2  indé- 
^ï^Oiinées  a,  6 . . . ,  fx,  et  il  reste  deux  équations  qui  ne  ren- 
ieraient plus  que  a  et  les  coefficients  donnés.  Si  a  n'est  pas 
^^é,  on  l'éliminera  lui-même,  et  l'on  aura  la  condition  à 
^^lUelle  doivent  satisfaire  les  coefficients  du  polynôme  pour 
î^  il  ait  un  facteur  du  second  degré  qui  soit  un  carré  par- 
'^it.  Si  a  était  un  nombre  donné,  il  y  aurait  deux  équations 
^^  Condition  entre  les  coefficients. 

f^escartes  a  encore  appliqué  cette  méthode  à  la  décom- 
position d'un  polynôme  du  quatrième  degré  en  deux  fac- 
^Urs  du  second.  Nous  renverrons  au  chapitre  suivant  la 
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solution  de  cette  importante  question,  qu^il  s^ était  proposée 
pour  la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré. 

203.  Remarque,  —  La  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés s'applique  à  un  grand  nombre  de  questions  diverses, 
et  nous  en  donnerons  des  exemples  par  la  suite.  Ce  que 
nous  en  avons  dit  suffit  pour  que  l'on  comprenne  bien  en 
quoi  elle  consiste  ;  mais  nous  devons  mettre  en  garde  contre 
l'abus  qu'on  en  peut  faire  et  qu'on  en  a  souvent  fait.  Nous 
avons  dit  généralement  que  pour  qu'une  question  fut  com- 
plètement résolue,  il  était  nécessaire  de  démontrer  que  les 
solutions  trouvées  renferment  toutes  celles  que  comporte  la 
question,  et  n^'en  renferment  pas  d'étrangères  \  mais  on  se 
dispense  souvent  de  faire  cette  démonstration,  et  malheu- 
reusement elle  est  quelquefois  bien  difficile  :  tout  ce  que 
l'on  peut  dire  alors,  c'est  qu'il  ne  faut  pas  ignorer  l'imper- 
fection de  la  solution,  ni  surtout  chercher  à  la  cacher  â 
ceux  qu'on  instruit. 

Dans  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  si  la  forme 
des  fonctions  cherchées  n'était  pas  démontrée  d'avance, 
et  qu'on  se  la  proposât  hypothétiquement,  il  ne  suffirait 
pas  de  déterminer  les  coefficients  inconnus  en  faisant  usage 
des  conditions  de  la  question.  Cette  détermination  ne  serait 
elle-même  qu'hypothétique,  et  il  n'y  a  aucune  raison  gé- 
nérale de  croire  que  l'impossibilité  de  la  forme  supposée, 
serait  annoncée  par  des  contradictions  dans  les  équations 
qui  donneraient  les  valeurs  des  coefficients.  Il  est  toujours 
nécessaire  de  démontrer  que  les  solutions  trouvées  satisfont 
bien  réellement  à  la  question  proposée ,  et  même  de  recon* 
naître  si  elle  ne  pourrait  pas  en  comporter  d'autres.  Toat 
cela  peut  être  pénible,  mais  il  faut  s'y  résoudre,  ou  con- 
sentir à  n'avoir  résolu  qu'imparfaitement  la  question. 


CHAPITRE  XXVI. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  ET  DU 

QUATRIÈME  DEGRÉ. 


204.  Nous  avons  démontré  précédemment  que  la  réso- 
lution générale  des  équations  du  second  degré  à  une  seule 
mconnue,  pouvait  élre  ramenée  à  celle  d'équations  du  pre- 
lïxîer  degré.  Nous  allons  faire  voir  généralement  que  les 
équations  du  troisième  degré  peuvent  toujours  être  rame* 
ï^ées  à  celles  du  second  ;  et  les  équations  du  quatrième  de- 
gré, à  celles  du  troisième  et  du  second.  Malheureusement 
^  est  là  que  s^arrète  la  possibilité  des  solutions  générales; 
^t  pour  les  équations  de  degré  supérieur  au  quatrième,  on 
^e  peut  donner  généralement  que  des  procédés  pour  la  ré- 
solution de  cas  particuliers. 

ÉQUATIONS   DU    TROISIEME    DEGRÉ. 

205.  L'équation  la  plus  générale  du  troisième  degré 
P^nt  se  mettre  sous  la  forme 

j:^  4- Ax' -h  Ba; -4- C  =  o. 

Avant  de  résoudre  cette  équation  générale,  considérons- 
^*^  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  elle  ne  renfermerait 
^'inconnu  que  le  seul  terme  x^. 

Si  Ton  extrait  la  racine  cubique  de  la  valeur  absolue 
^*i  terme  tout  connu ,  et  qu'on  la  désigne  par  a ,  Téqua- 
^^on  pourra  avoir,  suivant  le  signe  du  terme  connu,  les 

i5 
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deux  formes  exprimées  de  la  manière  suivante 

a:*  ±  a'  =  O. 

Considérons  d'abord 

se^ —  a»=  o. 

Le  premier  membre,  étant  le  produit  des  deux  facte 

X  —  a    et    x'  -+-  ao?  -h  û*, 

peut  être  égalé  à  zéro,  soit  en  posant 


X  —  a  nr  O, 


soit  en  posant 

d:^  -+-  ax  -f-  a'  =  o. 

La  première  équation  donne 


X  =  Of 


la  seconde  donne 


22^  \22'  / 

Le  nombre  quelconque  a'  a  donc  trois  racines  cubî 
Tune  réelle,  et  qu'on  sait  trouver  par  les  procédés 
qués  précédemment,  les  deux  autres  imaginaires.  Cei 
racines  sont  le  produit  de  a  par  les  trois  expressions 
trouverait  en  faisant  a'=  i ,  c'est-à-dire  par  les  trois  n 
cubiques  de  i  qui  sont 

I     et rh- v'— 3. 

2  2  ' 

Ces  deux  expressions  imaginaires,  traitées  suivant  les  i 
indiquées  dans  le  chapitre  XX,  donneront  Tune  et 
Ire  I  pour  cube. 
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C^uant  à  l'éqaalion 

X*  -H  fl'  =  o, 

soin,  premier  membre,  n'étant  autre  chose  que  le  produit 

(x-^  a)  (x*  —  ax  -h  a^ ), 

ne  peut  être  rendu  nul  qu'en  posant 

x-ha  =  o     ou     a:* — ax-h  a*  =  o; 
d^o-u  Ton  tire 

j?=  —  a    ou     x  =  -±-  ^ —  3  ; 

2         2  ' 

c^s  trois  valeurs  sont  les  produits  de  a  par  les  trois  valeurs 
4^e  l'on  aurait  trouvées  en  prenant  a'=  i^  ce  sont  donc 
les  racines  de  Téquation 

ar>-h  I  =  o, 

^u  les  racines  cubiques  de  —  i. 

Ce  qui  montre  que  tout  nombre  négatif  —  a'  a  trois  ra- 
cines cubiques,  qui  sont  les  produits  de  ce  qu'on  appelle 
Isi  racine  arithmétique  de  ce  nombre  par  les  racines  cu- 
*>îques  de  —  i,  qui  sont 

-1     et    i±iv/31. 

2         2  ^ 

206.  Nous  venons  de  trouver  les  racines  cubiques  des 
i^ombres  réels,  positifs  ou  négatifs;  mais  il  nous  sera  en- 
core nécessaire  tout  à  Theure  de  connaître  toutes  les  ra- 
cines cubiques  d'une  expression  imaginaire  de  la  forme 

O'  -hb  >j — 1,  et  nous  allons  maintenant  traiter  cette  ques- 
tion, c'est-à-dire  résoudre  complètement  Téquation 

x^=  a  -{-  ù  ^ — I, 

pour  laquelle  nous  avons  déjà  démontré  l'existence  d'une 

racine  de  la  forme  a  4-  6  )/^  (chap.  XX). 

i5. 
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Le  polynôme  x' —  [a  +  b  ^ — i)  sera  donc  divisible  par 

X — («4-6^ — i)î  elle  quotient  renfermera  a-\-ê^ — i, 
comme  le  quotient  de  x^ —  à'  par^x  —  a  renferme  a,  c'est- 
à-dire  qu'il  sera 

Et,  d'après  tout  ce  qui  a  été  dit,  si  on  l'égale  à  zéro,  on 
trouvera  deux  valeurs  pour  x  qui  seront  imaginaires,  de  la. 

forme  p  -h-g  ^ —  i  ]  le  polynôme  x^ —  (a  -h  i  \/ —  i)  ser^ 
alors  décomposable  en  trois  facteurs,  et  ne  pourra  être  égal^ 
à  zéro  que  par  les  trois  expressions  qui  annulent  respec — 
tivement  ces  facteurs. 

En  effet,  en  égalant  i  zéro  le  facteur  (a),  on  trouve  1^ 
deux  valeurs  suivantes  de  x 


a-+-6v'— 


ï±(î±^)/=â 


ou 


(«  +  6s/-.)(-id=v'-3J 


réductible  à  la  forme  p-h  (f  si —  i . 

L'expression  a-^-bsj — i  a  donc  trois  racines  imaginai*:^* 
de  la  même  forme,  et  elle  ne  peut  en  avoir  davantage. 

En  prenant  pour  a-hê  V^ — i  Tune  quelconque  des  troÎ5, 

on  peut  dire  que  a  H-  è  y  —  i  a  trois  racines  cubiques  cjm 
sont  le  produit  d'une  quelconque  d'entre  elles  par  les  trois 
racines  cubiques  de  l'unité. 

207.  Revenons  maintenant  à  Téqualion  générale 

x^ -+- Ax'-h  Ba: -h  C  =  o. 
Par  une  transformation  très-simple  que  nous  avons 
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connaître  dans  le  chapitre  XXIV,  on  peut  la  débarrasser 
du  second  terme  ]  il  suffit  pour  cela  de  poser 

A 

l'equatîon  en  y  ne  renfermera  que  la  troisième  et  la  pre- 
mière puissance  de  j.  Supposant  donc  cette  simplification 
opërée,  et  employant,  suivant  notre  habitude,  la  lettre  x 
pour  représenter  Tînconnue,  le  problème  que  nous  nous 
proposons  est  de  trouver  toutes  les  solutions  de  Téquation 
suivante,  où  les  coefficients  peuvent  avoir  implicitement 
des  signes  quelconques,  afin  que  les  résultats  puissent  s'ap- 
pliquer à  tous  les  cas  particuliers, 

(ï  )  a:' -I- /7ar -h  7  =  o. 

!Nous  allons  chercher  à  ramener  la  détermination  de  a:  à 

eelle  de  deux  parties,  dans  lesquelles  nous  le  supposerons  dé« 

composé  d'une  manière  indéterminée.  Et  nous  faisons  cela 

avec  la  pensée  que  la  suite  du  calcul  pourra  nous  indiquer 

<lu.elque  moyen  de  proGter  de  cette  indétermination  pour 

introduire  quelque  simplification.  On  n'est  pas  absolument 

sûr  que  cette  réduction  sera  avantageuse;  mais  elle  peut 

être  tentée,  et  l'on  est  presque  toujours  obligé  de  procéder 

ainsi. 

Posant  donc 

^^  entendant  que  j^  et  z  peuvent  être  quelconques,  et  substi- 
tuant dans  (i),  on  trouve,  comme  conséquence,  avec  réci- 
procité, 

ou 

^^  comme  les  deux  indéterminées  j^  et  ^  ne  sont  tenues  de 
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satisfaire  qu'à  cette  seule  équation,  on  peut  établir 
elles  telle  autre  condition  qu'on  voudra.  On  aperçoit  de 
que  celle  qu'il  convient  de  choisir  est  la  suivante 

(3)  37«-4-/?=:o     ou    jrz=z^^. 
Car  l'équation  (^)  se  réduira  à 

(4)  jr^-^  z^-Jrq  =  Oy  m 

qui  devra  être  satisfaite  en  même  temps  que  (3)  ;  et 
proquement,  si  elles  le  sont,  (2)  le  sera,  et  par  suit 
Et,  comme  nous  allons  le  voir,  les  deux  équations  (3)  < 
déterminent  les  valeurs  de  j^  et  z  5  d'où  résultera,  e 
ajoutant,  la  formule  générale  de  x  qui  satisfait  à  l'équ 
proposée  (i). 

En  effet,  l'équation  (4)  fait  connaître  la  somme  des  < 
de  j'  et  zj  l'équation  (3),  donnant  le  produit  àià  y 
donne  par  suite  le  produit  de  leurs  cubes  :  on  coni 
donc  la  somme  et  le  produit  de  ces  cubes,  qui  seron 
conséquent  les  deux  racines  d'une  équation  du  secon 
gré  connue;  on  connaîtra  donc  ces  cubes,  et,  par  suit 
quantités  mêmes,  d'où  x  se  déduira,  en  les  ajoutant.  \ 
donc  à  effectuer  le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer 
équations  (3)  et  (4)  donnent 

(5)  y^^z^=  —  q, 

(6)  r'V  =  -^, 

et  il  est  toujours  entendu  que  nous  cherchons  des  ex 
sions  positives  ou  négatives,  réelles  ou  imaginaires 
satisfassent  aux  équations,  en  effectuant  les  opération 
vant  les  règles  tant  de  fois  rappelées  dans  ce  qui  pré 
Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  voyons  si  l'équatioi 
qui  se  déduit  de  (3),  l'entraîne  réciproquement 3  sans 
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le  sjsikae  (5),  (6)  renfermerait  des  solutions  étrangères  au 
système  (3),  (4)  auquel  la  proposée  a  été  ramenée.  Or  on 
reconnaît  immédiatement  que  l'équation  (6)  peut  être  sa- 
tisfaite sans  que  (3)  le  soit,  parce  que— a,  comme  toute 

quantité  réelle  ou  imaginaire,  trois  racines  cubiques  diffé- 
rentes, qui  sont,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  pro- 
duit de  ^  par  les  trois  racines  cubiques  de  -t-i  qui  sont  i, 


et 


3 


2 

Si  donc  nous  désignons  ces  deux  dernières  par  ol,  6,  on 
obtiendrait  la  même  équation  (6),  si  au  lieu  de  (3)  on  avait 
l'une  quelconque  des  deux  suivantes, 

P  P 

jrzz=—-ay     7z=— -6. 

Le  système  (5),  (6)  renferme  donc,  outre  les  solutions  de 
la  question  proposée,  celles  de  deux  autres  systèmes  consis- 
tant en  chacune  de  ces  deux  dernières  équations,  jointe 
à  (5). 

Hésolvons  donc  d'abord  le  système  (5),  (6);  nous  ver- 
rons ensuite  comment  nous  débarrasser  des  solutions  étran- 
gères. 

Les  deux  inconnues  j^',  2',  dont  nous  connaissons  la 
somme  et  le  produit,  seront  les  deux  racines  de  l'équation 
suivante, 


p3 

u^  -h  qu  —  ■=—  =  Oj 


4ont  les  valeurs  sont 
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Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  extraire  les  racines  cubiques  de 
ces  deux  expressions,  réelles  ou  imaginaires,  et  à  les  ajou- 
ter pour  former  la  valeur  de  x.  Mais  pour  chacune  d'elles 
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il  y  a  trois  racines  cabiques,  et  leurs  combinaisons  respec* 
tîves  donneraient  neuf  valeurs  pour  jr  -\-  z.  Ces  neuf  va- 
leurs sont  les  solutions  des  trois  systèmes  renfermés  dani 
les  équations  (  5  ) ,  (  6) ,  e t  il  nous  sera  facile  de  séparer  celles 
qui  conviennent  à  la  question  proposée. 

Pour  cela ,  nous  considérerons  successivement  les  trois 

hypothèses  de  y-  +  —  positif,  nul  ou  négatif. 

i*^  Supposons 

9^   .    Z'' 


désignons 


4       ^7 


—  -  ^-  k/t-  4-  ^  par  a,     et     —  5^  _  4  /^  _^  fL  par  B. 

Leurs  trois  racines  cubiques  seront  respectivement,  en  dé 
signant  par  a,  6  les  deux  racines  cubiques  imaginaire 

de  4- 1  j  et  par  /A  et  \/B  les  racines  arithmétiques  de  A  et  E 

y/ A,      ay^A,      6  ^A, 
Î^B,     a  J/B,     6  J^B. 

Les  trois  premières  représenteront  par  exemple  les  valeii- 
de  j\  les  trois  autres  celles  de  z.  Mais  le  produit  jz  dcz 
être  réel  d'après  l'équation  (3),  et  comme  a,  6,  a*,  6'  so 
imaginaires^  les  seules  combinaisons  satisfaisant  à  (3) 
donnant  les  valeurs  cherchées  de  x  qui  satisfont  à  (i)  ^ 
ront 

(8)  x^aJ/A-f-gJ/B; 

(  a:  zz:  g  y/A -h  a  ^B^ 

et  l'on  voit  que  la  première  seule  est  réelle. 
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a«  Soit 

les  deux  râleurs  de  y^^  z^  ou  de  A,  B  sont  réelles  et  égales. 
Les  formules  (8)  se  réduisent  alors  à 

X  =Z  2y/A, 

or  =  (a  -H  6)  ^A=  —  y^  A, 

X=  —  y^A. 

Les  trois  racines  de  l'équation  (i)  sont  donc  réelles,  et 
deixx  d'entre  elles  sont  égales. 
3^  Enfin,  soit 

4      27 


L'expression  (7)  peut  se  mettre  sous  la  forme  wit^V  —  *• 
Représentant  une  des  racines  cubiques  de  m-hny—i  par 
^  -+-/i  V' —  I ,  une  des  racines  cubiques  de  m  —  n  y/ — i  sera 

Les  trois  valeurs  de  y  seront  donc 

^t  celles  de  z  seront 

^Maintenant,  pour  former  les  racines  de  (i),  il  faut  ajou^ 

ter  chacune  des  valeurs  de  y^  respectivement  avec  une 

valeur  de  2  telle,  quej^z  soit  réel,  comme  l'exige  l'équa- 

^on  (3).  Et  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  encore  que  les 

combinaisons  qui  ont  donné  les  formules  (8),  parce  que 

dans  le  cas  actuel  le  produit  de  A  -+-  i  ^ — i  par  h — ArV — ij 
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étant  A* -h  A',  est  réel  comme  Tétait  le  produit  y^A  y^B  da 
l'autre. 

Les  trois  valeurs  de  x  sont  donc,  dans  ce  troisième  c; 

X  =  a  ( A  -h  ^  /^)  -+-  6  (a  —  ;t  ^f^)^=  —  h--ksJZ, 

Elles  sont  donc  encore  toutes  les  trois  réelles  et  inégale 
Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  pour  obtenir  la  valeur  de 
il  faudra  chercher  la  racine*  réelle  d'une  équation  du  trc 
sième  degré. 

208.  Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  c'est 
méthode  analytique  que  nous  avons  employée  pour  résoud 
l'équation 

a^  -H  px  -4-^  =  0. 

En  effet,  nous  avons  commencé  par  un  changement  d'i: 
connues,  et  nous  avons  déjà  dit  que  toute  transformati< 
était  de  l'analyse,  puisqu'elle  ramène  une  question  à  u: 
autre.  Seulement,  pour  que  ce  soit  une  analyse  utile, 
faut  que  la  seconde  question  soit  plus  facile  à  traiter  que 
première  :  et  c'est  pour  cela  qu'on  laisse  toujours  quelq 
chose  d'indéterminé  dans  la  relation  entre  les  inconnu 
ou  les  variables,  afin  de  pouvoir  en  profiter  pour  opéi 
quelque  simplification. 

■ 

RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    DU    QUATRIÈME    DEGRÉ. 

209.  Les  équations  du  quatrième  degré  ont  fourni  à  D 
cartes  la  seconde  application  qu'il  ait  faite  de  sa  méthc 
des  coefficients  indéterminés. 

Après  avoir  simplifié  l'équation  générale  par  la  dispa: 


I 
\ 
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lion  du  second  terme,  et  l'avoir  ainsi  réduite  h  la  forme 

(i  )  X*  -\-  px^  H-  ^a:  -4-  r  =  o, 

il  s'est  proposé  de  décomposer  le  premier  membre  en  deux 
facteurs  du  second  degré,  et  de  ramener  par  là  la  résolution 
de  Téquation  proposée  à  celle  de  deux  équations  du  second 
degré. 

four  cela,  il  regarde  le  polynôme  (i)  comme  le  produit 
de  deux  facteurs  de  la  forme 

1    x^  -\-fx  -\-  g^  ' 

y,  g,  h  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  les  seconds 
termes  de  ces  deux  facteurs  ayant  été  pris  de  signes  con- 
traires, pour  que  le  terme  en  x^  de  leur  produit  fût  nul. 
Ce  produit 

étant  identifié  au  polynôme  (i),  il  en  résulte  les  trois  équa* 
tions 

gà  =  r. 

La  première  et  la  troisième  donnent  Texpression  de  la 
somme  et  du  produit  de  gr  et  A  en  f]  elles  sont  donc  les  ra- 
cines de  l'équation 

Çui  ont  pour  valeurs 

f^^p^s/if-hpY—^r 

2 
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Ce  sont  là  les  deux  valeurs  de  g  et  h.  Les  reportant  dans  J 
seconde  équation,  on  obtient 

(3)  fsJ{~P'^pY-^r=q, 

ou,  en  élevant  au  carré  et  ordonnant  par  rapport  à  /, 

(4)  /«+2^/^  +  (/>^-4r)/>~^^  =  o. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  si  Ton  prend  pot 
inconnue  /**,  et  comnie  son  dernier  terme  est  négatif,  el 
a  une  racine  réelle  positive  :  d'où  résultent  pourydet 
valeurs  réelles  et  de  signes  contraires.  Prenant  Tune  que 
conque  des  deux,  ce  qui  n'influe  pas  sur  les  valeurs  trouvé 
de  g  et  A,  et  observant  que  Féquation  (3)  donne  pour  le  c 

dical  qui  entre  dans  leur  expression  une  valeur  réelle 

il  s'ensuit  que  les  trois  quantités  f^  g^  h  seront  réelles, 
que  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  sera  décompc 
en  deux  facteurs  réels  du  second  degré.  On  ne  pourra  do 
satisfaire  à  cette  équiition  qu'en  égalant  l'un  ou  l'autre 
zéro,  ce  qui  donnera  quatre  valeurs  pour  x,  que  l'on  tire 
des  deux  équations  suivantes, 

x^-^fx  -i-g'^o, 

X^  —  fx  -|-  /l  rr:  G. 

210.  Remarque.  —  On  voit  que  cette  analyse  aconsÎJ 
à  décomposer  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  de 
facteurs  du  premier,  et  ramener  ainsi  la  résolution  de  I 
quation  générale  du  quatrième  degré  à  celle  du  secon 
Mais  pour  opérer  cetle  décomposition  qui  ne  se  fait  J 
d'elle-même,  mais  qu'on  se  propose  comme  un  nouve 
problème  auquel  on  cherche  à  ramener  le  premier,  on 
conduit  à  résoudre  une  équation  du  troisième  degré,  c'est- 
dire  aune  question  dont  on  connaît  la  solution. 
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JN^ous  ne  nous  occuperons  pas  des  détails  auxquels  donne 
lieu  la  discussion  des  formules  :  nous  ne  voulions  que  faire 
connaître  Tesprit  de  cette  belle  analyse  de  Descartes,  et 
nous  ne  parlerons  pas  de  plusieurs  autres  méthodes  ingé- 
nieuses pour  résoudre  cette  même  question  :  on  les  trou- 
vera exposées  dans  les  Traités  ordinaires  d'Algèbre. 
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CHAPITRE  XXVII. 

DES  POLYNOMES   DÉRIVÉS 


211.  Lorsque  nous  avons  parlé  de  la  transformation  d^ 
fonctions  par  un  changement  de  variables,  nous  avons  si- 
gnalé en  particulier  celle  qui  provient  du  changement  de  la 
variable  x  en  y  -{-  h^  ou  simplement  en  j:  -h  A.  Si  la  fom.^- 
tion  de  x  est  le  premier  membre  d'une  équation,  la  nova- 
velle  équation  en  j^  ou  j:  a  pour  racines  toutes  celles  de  la 
première,  diminuées  de  h. 

Nous  avons  montré  comment  ce  changement  de  va- 
riable pouvait  servir  à  simplifier  ce  polynôme,  soit  v^a- 
riable,  soit  ^alé  à  zéro.  Cette  transformation  est  liuJe 
dans  beaucoup  d'autres  questions,  et  mérite  une  attentic>n 
particulière. 

Nous  allons  nous  occuper  du  résultat  de  cette  substitu- 
tion, en  nous  bornant  ici  au  cas  où  la  fonction  donnée  ^st 
un  polynôme  entier  et  rationnel,  et  ordonnant  le  résultat 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  h. 

Soit  donc  la  fonction 

(i)  Aar^-t-B;r"'-'-+-.  .  .+ Sx'-|- Tx -h  U. 

Pour  connaître  la  loi  des  coeflScîents  des  différentes  puis- 
sances de  h  y  lorsqu'on  remplace  x  par  x  H-  A  dans  ce  polj' 
nôme,  il  suffit  de  l'étudier  dans  un  terme  général  Ma:"  5  car 
le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  A,  provenant 
d'une  somme  de  termes,  est  la  somme  de  ceux  qui  sont  four- 
nis par  ces  différents  termes. 
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Of)  d'après  une  formule  connue,  on  a 


I  I  ■  2 


n{n  —  i)...(/i  —  p-^i)     _ 


1 .2. .  .y? 


x^'Ph^ 


■]■■ 


et  Ton  voit  sans  peine  que  l'exposant  de  x  diminue  d'un 
terme  à  Fautre,  depuis  n  jusqu'à  zéro,  tandis  que  celui 
de  h  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  n^  que  le  coefficient 
de  chaque  terme  se  forme  du  précédent  en  le  multipliant 
par  Texposant  de  x  dans  ce  terme,  et  le  divisant  par  le 
nombre  des  termes  précédents. 

II  est  facile  de  voir  d'après  cela  que  la  substitution  <le 
x^hk  X dans  le  polynôme  ( i )  donnera  pour  terme  indé- 
pendant ce  polynôme  lui-même ,  et  pour  coefficients  des 
puissances  ascendantes  de  h  les  polynômes  suivants  :         ' 

km[m  —  i)dr"~'-t-  B(/ii  —  i)[m  —  ii)af"-^-\-  . .  .-\-  aS, 
A/71  [m  —  i). .  .  (/w  —  /?  ^-  0  ^~^ 

H-B(/ii  —  i)(/w  —  i),,.[m  —  p)x^-P-\  . ., 

Am  (i7i  —  i). .  .2. 1, 

divisés,  le  premier  par  i,  le  second  par  i.a,  le  p**"**  par 
I  •  2.3. .  .p  et  le  dernier  par  i  .2. .  .m. 

Le  premier  de  ces  polynômes  se  nomme  le  premier  po- 
lynôme dérivé  du  premier  (z)  ^  le  second  est  le  premier  po- 
lynôme dérivé  de  ce  polynôme  dérivé,  en  suivant  la  même 
loi  que  pour  obtenir  celui-ci  d'après. le  proposé;  on  le 
nomme  le  second  polynôme  dérivé  du  proposé  :  et  ainsi 
w  suite  jusqu'au  dernier. 

D'après  cela,  si  on  représente  le  polynôme  (i)  par  F  (x), 
I      et  ses  polynômes  dérivés  successifs,  qu'on  nomme  aussi  les 
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fonctions  dérivées,  ou  simplement  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion F(j?),  parF'(x),  F'' (j:  ),...,  F^p^x)^  on  aura  la  for- 
mule suivante  : 

\     /  I  '     '  1.2 

1  .2.  .  ./î         ^    ' 

212.  La  première  dérivée  F'  (x)  du  polynôme  F  {x)\  q 
est  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  A  dans  le  dév  ^g 
loppement  de  F  (j:  -i-  7i),  peut  être  envisagée  sous  un'aaL.K> 
point  de  vue  qui  nous  conduira  plus  tard  à  une  défimifon 
applicable  à  toutes  les  fonctions,  même  à  celles  potir  le^. 
quelles  on  ne  saurai  t  effectuer  le  développement  de  F(à'j^h)y 
et  auxquelles  par  conséquent  la  définition  précédente  dei 
dérivées  ne  pourrait  être  appliquée,  * 

L'équation  (2)  conduit  facilement  àlasuiva&te,    '  ' 

h  1.2 


H P9(x)  H-  . . .  -f-A"^. 

\  .  .  ,n 

Or,  il  est  évident  que,  si  on  fait  tendre /^  vers  la  limite 
zéro,  le  second  membre  tend  vers  la  limite  ¥'(x)'^  le  pre- 
mier tend  donc  aussi  vers  la  limite  F^{.x),  et  l'on  peut  dire 
par  conséquent  que  :  ■■'■'  ' 

La  première  dériyée  d^un  '  pofynâme  'est  la  limite  au, 
rapport  de  V  accrois  sèment  de  ce  poljmômè  à  i^accrbissc- 
ment  correspondant  de  la  ^variable  x,  lorsque  ce  demi^^ 
tend  "vers  zéro. 

Mais  pour  le  moment  nous  restons  dans  la  ptnêAiière'^- 
finition,  parce  que  nous  ne  nous  propoioms  iti  àh  coûsid^ 
rer  que  des' fonctions  entières  et  rattohlrellés  de- 'jîV  ^^^ 
elle  tire  son  origine/  *  '^  ... 


, 
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DÉRIVÉES  DE    QUELQUES   FONCTIONS    DE    POLTNÔMES 

DONNÉS. 

213.  Lorsqu'on  veut  connaître  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion qui  est  le  résultat  d'opérations  effectuées  sur  des 
polynômes  donnés,  et  conduisant  à  un  polynôme  en- 
tier et  rationnel)  on  peut  effectuer  ces  opérations  et 
prendre  suivant  la  règle  indiquée  la  dérivée  du  polynôme 
obtenu. 

Mais  il  est  souvent  utile  de  connaître  la  manière  dont 
cette  dérivée  dépend  des  polynômes  donnés  ainsi  que  de 
leurs  dérivées,  et  Ton  n'y  parviendrait  pas  ainsi.  Cela  peut 
d^ailleurs  être  plus  simple,  et  c'est  une  question  qu'il  est 
important  de  résoudre. 

Nous  n'en  considérerons  que  quelques  cas  très-simples, 
utiles  pour  la  résolution  numérique  des  équations. 

214.  Dérivée  d* une  somme.  —  Si  l'on  a  la  somme  de 
plusieurs  polynômes,  pris  avec  des  signes  quelconques,  et 
^'on  y  substitue  x  +  /i  à  x,  le  coefficient  total  de  h  sera 
la  somme  de  tous  ceux  qui  proviendront  respectivement  de 
clacun  de  ces  polynômes.  D'où  Ton  conclut  que  la  dérivée 
d'iine  somme  de  polynômes  est  la  somme  des  dérivées  de  ces 
polynômes. 

H  est  bien  entendu  que  le  mot  somme  est  pris  avec 
tORte  la  généralité  que  nous  lui  avons  donnée  précédem- 

moit. 

215.,  Dérivée  d*un  produit,  —  Cherchons  maintenant 
U  dérivée  du  produit  de  plusieurs  polynômes  P,  Q,  R,  •  *  • , 
dont  nous  représenterons  les  dérivées  respectives  des  dif- 
ftrcnu  ordres  par  P',  Q',  R',...,  P'',  Q",....  Par  la  substi- 

x6 
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tution  de  x-hhk  Xj  ces  polynômes  deviennent 


I  .2 


/i 


Q-h  q'^-f-Q"  — 


2 


2         •••' 


R-f-R'A-hR^ h 

1.2 

Si  Ton  fait  le  produit  de  ces  développements  et  qu^ 
prenne  le  coefGcient  de  la  première  puissance  de  A,  on  aui 
d'après  la  définition,  la  dérivée  du  produit  PQR. . .;  s* 
expression  sera 

P'QR. . . -h  Q'PR. . . -h  R'PQ. . . -h. . . , 

c'est-à-dire  que 

La  dénuée  d^un  produit  est  la  somme  des  produits  de 
dérivée  de  chaque  facteur  par  tous  les  autres, 

216.  Si  Ton  avait 

P=:Q  =  R..., 

le  produit  PQR. . .  deviendrait  P",  m  étant  le  nombre 
facteurs.  L'expression  de  la  dérivée  du  produit  PQR. 
deviendra  mP"*""*P'.  Donc  : 

Za  dérivée  de  la  puissance  m"""'  d'huit  polynôme  P^ 
forme  en  prenant  la  dérivée  do  P"*  par  rapport  à  la  "va 
riable  P,  qui  sera  /wP*"""*,  et  la  multipliant  parla  dén 
vée  P'  de  P  par  rapport  à  x. 

Si  le  polynôme  P  était  un  binôme  du  premier  degr< 
X  — a,  sa  dérivée  par  rapport  à  x  serait  i,  et  par  consé- 
quent la  dérivée  de  [x  —  a)*"  sera  m[x  —  a)"*^^. 

Si  P  était  GLX  —  a,  dont  la  dérivée  est  a,  la  dérivée  (te  * 
ou  de  [oLX  —  a)"*  serait  m  [ax  —  «)"*""*«. 


217.  PretMms  encore  pour  exemple  le  produit 

{x  —  a)  [x  —  à)(x  —  c).,.(x  —  /), 
la  dérivée  sera 

[JT  —  b)  (x  —c).  ,  ,{x  —  /)4-(*  — rt)(a:  —  c).  .  .(x —/)-+-.  .., 

OU.  la  somme  des  quotients  du  produit  proposé  par  chacun 
de  ses  facteurs  successifs. 

I 

218.  Eniio,  soit  le  produit 

que  nous  désignerons  par  X. 

Cousidérons  les  facteurs  P,  Q,  .R,  • . .  cpqime  étant  res- 
pectivement 

(^~«)%  (x^b)';,  (^-c)^..., 

la  dérivée  du  produit  X,  ou  X',  sera 

n  (x  —  û)— '  (x^bfix^cf. . . 

'hq[x—  c)*""*  {x  —  ay  {x^  b)^ 

La  composition  de  cette  dérivée  donne  lieu  k  une  re- 
marque importante.  Un  facteur  quelconque,  du  premier 
degréj  par  exemple  {x  —  «),  qui  est  facteur  dans  X  à  la 
puissance  n,  est  facteur  dans  X'  à  la  puissance  n  —  i  seule^ 
ment.  En  effet,  si  l'on  y  met  {x  —  a)"-*  en  facteur,  Tautre 
facteur  se  composera  de  deux  parties,  Tune  qui  aura  en  fac- 
teur x —  a  au  premier  degré,  et  Paulre  qui  sera 


.t 


.  !■. 


nf^x  —  àf{x  —  c/. . . ;^ 


^  sorte  (jûe  ce  second  facteur  ne  s'annulerait  pas  par  Thy- 
p(iâiè^e  jr  =±r  a,  et',  par  conséquent,  ne  serait  pas  divisible 

par  (x— il). ' 

i6. 
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La  même  chose  pouvant  se  dire  de  tous  les  antres  foetenrs 
du  premier  degré  de  X,  on  en  conclut  ce  théorème  : 
La  dérii^ée  de  X  petit  se  mettre  soiis  lafonHe 


(^  __  a  jn-.  (jp  _  5y-'  (j,  _  ^)7-'  _  ^  Q^ 


'-  i 


Q  étant  un  polynôme  qui  n^est  divisible  par  aucun  dei 
facteurs  du  premier  degré,  x  —  a^  x  —  i,.... 


COMMENT  LES  DÉRIVÉES  FONT  RECONNAÎTRE  SI  LBS  FONCTfO 
SONT    CROISSANTES    OU    DÉGBOISSARTBS«  ^        ^ 

219.  Il  est  souvent  utile  de  savoir  recônnaîti*é  dàné  qii  ^I 
sens  varie  une  fonction  lorsque  Ton  augnlente^  la 'v^riAbTIe 
dont  elle  dépend,  à  partir  d'une  valeur  donnée:  'Gir  c^èët  *  i 
quoi  Ton  parvient  facilement  au  moyen  des  dérivées  <5le 
cette  fonction,  que  nous  supposons  toujours  réductible    a 
un  polynôme,  quand  on  effectue  toutes  les  opérations  in- 
diquées. 

Soit  X  la  valeur  à  partir  de  laquelle  la  varjal>le  augiÂente 
d'une  quantité  indéterminée  h^  à  laquelle  on  pourra  suppo- 
ser un  signe  quelconque;  et  F  (jc)  la  fonction  proposée. 

Nous  savons  qu'on  aura  \k 


\ 


F(ar-f./i)=^F(x)-+.AF'(x)-+-— F^'iar)-!....,  fcj 


1.2 


d'où 


F(.r-+-/i)  — F(x)=:/iF(j:)4-  ilF'^fx) -h. . .. 


\\\ 


1.2 


L'accroissement  de  la  fonction,  quand  la  variable  passe 
de  x  à  j:+ Aj  est  donc  représenté  par  un  polynôme  or- 
donné suivant  les  puissances  ascendantes  |de  h\  et  Qoos 
avons  démontré  que  depuis  une  certaine  valeur  de  A  ju^'^ 
zéro,  le  premier  terme  /iF'(x)  aurait  une  valeur  absolue      j^ 


U 

iP 


* 

^ 
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Ans.  grande  que  la  somme  de  tous  les  autres,  pris  avec  le 
aëme  signe* 

Il  résulte  de  là  que  le  second  membre  est  une  quantité 
le  même  signe  que  hF^  (x).  L'accroissement  de  la  fonc- 
îioui  qui  est  F  (x  -hh)  —  F  (x)^  est  donc  aussi  de  même 
ligne  queAF'(j?).  D'où  résulte  cette  importante  consé- 
]ueDce: 

Un  polynôme  commence  par  varier  dans  le  même  sens 
me  la  variable  à  partir  d^une  valeur  quelconque  de  x, 
yrs^Ue' pour  cette  valeur  la  dérivée  est  positive:  il  varie 
n  sens  opposé  si  la  tUriyée  est  négatii^e. 

â20>.  Remarque.  —  Si,  pour  la  valeur  de  a?  que  Ton  con- 
ifUre,  on  avait  F' (a:)  =  o,  le  premier  terme  de  Texpres- 
ioa  de  ^accroissement  de  la  fonction  serait 

1.2         ^     ' 

onc,  depuis  A  ==  o  jusqu'à  une  certaine  valeur  déterminée, 
î  sjgne  du  polynàme  serait  le  même  que  celui  de  h}¥"(x)^ 
U.^îfnpleiuent  de  W (x)^  puisque  A*  est  nécessairement 
c>sltijr,,D'où  se  tire  cette  conséquence  : 

A  partir  d'une  valeur  de  x  qui  rend  F'  [x)  =  o,  nn 
Rangement  de  la  variable  dans  un  sens  quelconque  pro- 
fit toujours  un  changement  die  même  Sens  dans  la  fonç- 
ons il  est  de  même  signe  que  F"  (x). 

Mais  si  F'^  {x)  était*  nul  ainsi  que  F'  (x),  Taccroissement 
«rait  de  même  signé  que  h^F^^^(x).  La  variation  de  la 
^oction  changerait  donc  de  sens  en  même  temps  que  celle 
^aU.yaiîiihle  a:  ^  elle  serait  de  même  sens  que  celle  de  Xj 
.  {"f  (^J'éiait  positive,  ei  de  sens  contraire  si  F^^(x)  était 
éfpktiyfSf,  Des  conséquences  analogues  se  produiraient  si  la 
Mf^r^e\a;(ai:(nulaît  uut  plus  grand  nombre  de  fonctions 
^IJivéep^  ;  coffisécu  ti  «es . 
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DES    VALEURS    MAXIM13M  OU  MINIMUM    D^UN    POLTHÔMB.      ' 

221 .  Lorsqu'une  fonctiou  de  x  varie  d'une  manière  con— - 
tînue,  et  que  la  variation  de  x  à  partir  d'une  valeur  parti- 
culière a,  dans  l'un  ou  l'autre  sens,  produit  une  diminutiqi^ 
dans  la  valeur  de  la  fonction,  même  lorsque  cela  n'aurai^ — 
lieu  qu'entre  deux  limites  très-voisines  de  a^  où  dit  qu«^ 
pour  cette  valeur  a  de  la  variable  la  fonction  a  une  valet^^^ 
maximum. 

Si,  dans  les  mêmes  circonstances^  il  y  av^it  augment^ai 
tion  de  la  fonction  au  lieu  d'une  diminution,  on  dirait  q 
la  valeur  de  la  fonction  est  minimum,, 
.   Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  de  ramener  à  la 
solution  d'une  équation,  la  détermination  des  valeurs  pair- 
ticulières  de  x  auxquelles  correspondent  ces  valeurs  remar- 
quables de  la  fonction,  lorsque  du  moins  elle  est  réductible 
à  un  polynôme  entier  et  rationnel. 

En  effet,  considérant  les  valeurs  de  x  entre  les  deux  li" 
mites  dont  nous  avons  parlé,  qui  comprennent  une  valeur  a 
à  laquelle  correspond  un  maximum  ou  un  minimum 
de  F  (a:),  on  voit  qu'en  faisant  passer  x  d'une  manière  con- 
tinue de  la  plus  petite  limite  à  la  plus  grande,  la  fonction, 
dans  le  cas  du  maximum,  ira  en  croissant  jusqu'à  x  =  a6t 
commencera  ensuite  immédiatement  à  décroître. Donc  F(^) 
sera  positif  jusqu'à  x  =  a^  et  deviendra  immédiatement  né- 
gatif au  delà.  La  fonction  F'(j:),  qui  est  continue,  passe 
donc  par  zéro  entre  les  deux  limites;  et  cette  valeur  nepeu' 
correspondre  qu'à  x=a^  puisque  pour  les  valeurs  moindres 
elle  est  positive,  et  négative  pour  les  plus  grandes.  L'in- 
verse aurait  lieu  dans  le  cas  du  minimum.  D'où  l'on  conclut 
cette  proposition  : 

Les  valeurs  de  Xy  qui  rendent  maximum  ou  mininwM*^ 
valeur  d^ un  polynôme,  rendent  nulle  sa  première  dériva* 


isuit  que  si  Ton  ne  considère  que  des  valeurs  réelles 
variable  ar,  il  faudra  chercher  les  racines  réelles  de 
m 

F'{')  =  o, 

restera  plus  qu'a  s'assurer  pour  chacune  d'elles  si 

pe  un  maximum  ou  un  minimum. 

^me  il  faut  bien  remarquer  que  Téquation 

qu'une  conséquence  nécessaire  de  la  supposition 

c)  est  maximum  ou  minimum,  et  que  nous  n'avons 
outré  la  réciprocité,  il  est  possible  qu'elle  renferme 
lions  étrangères. 

onc  a  une  racine  réelle  de  cette  équation,  Taccrois- 
le  la  fonction  aura  Texpression  suivante  : 

l-A)-F(«)=.-^F"(«)  +  ^F»'(«)  +  ...j 

le  c'est  à  partir  de  a  qu'on  doit  considérer  les  va- 

de  X,  et  dans  un  intervalle  qu'on  pourra  supposer 

tit  qu'on  voudra,  c'est  pour  des  valeurs  de  h  partant 

,  entre  deux  limites  de  signes  contraires  et  aussi 

u'on  voudra,  qu'il  faut  étudier  le  signe  de  l'accrois- 

de  F  (a:). 

e  signe  est  le  même  que  celui  de  h^F^^  (a)  ou  de 

quelque  signe  qu'ait  A.  Donc  on  aura  un  maximum 

)  <:^  o,  et  un  minimum  si  F''  (a)  ^  o. 

il  n'y  aurait  ni  l'un  ni  l'autre  si  l'on  avait 

F-(«)  =  o, 

^^^^ [a)  fût  différent  de  zéro^  car  le  signe  du  déve- 
iiit  serait  le  même  que  celui  du  premier  terme,  ou 
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de  h^F'^'(a),  et  par  conséquent  changerait  avec  le  sign^ 
de  h.  La  valeur  de  a  serait  alors  étrangère  an  problèmes 
proposé.  î     ;  '  /  M   . 

Si  cependant  on  avait  en  outre 

F^(a)=:o, 

le  signe  du  polynôme  serait  celui  de  /4*F''(a)5  il  ne  d^^, 
pendrait  donc  pas  du  signe  de  h  y  et  il  y  aurait  maxi^iu^^n 
si  Ton  avait  F'^^f^)  <C^>  ^^  minimum  si  F*^(a)>'o.  C^>n 
continuerait  semblablement  s'il  y  avait  un  plus  gra^^^d 
nombre  de  dérivées  à  s'annuler  pour  x  =  a. 


•(      I 

ti-  ^    ■  ».  . 


CHAPITRE  XXVIII. 

DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 


âz2«  Le  principal  objet  des  formules  générales  est  de 
dispenser  de  répéter  dans  chaque  cas  particulier  les  mêmes 
raisonnements  et  les  mêmes  opérations,  et  d^indiquer  seu-» 
lement  celles  qui  sont  indispensables.  On  conçoit  cependant 
qu'il  pourrait  y  avoir  plusieurs  formes  sous  lesquelles  se 
présenterait  l'expression  générale  d'une  même  chose,  sui- 
irant  la  manière  dont  on  aurait  dirigé  la  recherche.  Il  faut 
dans  ce  cas  choisir  celte  qui  est  le  plus  appropriée  à  l'objet 
qu'on  a  en  vue,  et  qui  peut  n'être  pas  toujours  le  même.  Et 
cette  remarque  s'applique  non-seulement  aux  racines  des 
équations,  mais,  comme  on  le  pourra  voir  plus  tard,  aux 
résultats  de  questions  d'un  ordre  beaucoup  plus  élevé. 

Ainsi,  nous  avons  vu  que  la  formule  des  racines  de  l'é- 
quation du  troisième  degré,  dans  le  cas  qui  semblerait  le 
plus  à  l'abri  de  toute  difficulté,  dans  le  cas  où  ses  trois  ra- 
cines sont  réelles,  se  présente  sous  une  forme  imaginaire, 
que  Ton  démontre  bien  être  réductible  à  une  forme  réelle, 
mais  qui  ne  peut  l'être  qu'à  la  condition  de  résoudre  une 
autre  équation  du  troisième  degré  qui  présenterait  des  dif- 
ficultés analogues.  Il  est  vrai  que  ce  cas,  qu'on  appelle  irré- 
ductiblcy  est  susceptible  de  transformations  qui  conduisent 
à  des  formes  réelles  -,  mais  c'est  en  introduisant  des  consi- 
dérations géométriques,  et  en  admettant  la  construction  de 
Tables  d'une  très-difficile  exécution. 

Les  équations  du  quatrième  degré  se  ramenant  au  troi- 
sième, offriraient  encore  plus  de  difficultés  à  la  réalisation 
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numérique  des  formules  générales.  Et  on  ne  saurait  beau- 
coup regretter  de  ne  pouvoir  obtenir  de  formules  pour  les 
racines  des  équations  de  degrés  supérieurs  au  quatrième, 
parce  que  la  difiiculté  de  les  appliquer  aux  cas  particuliers 
ne  ferait  que  s'accroître  de  plus  en  plus. 

En   conséquence,  le  problème  général  de  la  résolution 
des  équations  a  dû  se  poser  de  cette  manière  : 

«  Etant  donnée  une  équation  d'un  degré  déterminé  quel- 
conque, dont  les  coefficients  sont  des  nombres  donnés  quel- 
conques ,  trouver  des  procédés  généraux  qui  conduisent  a 
la  valeur  exacte,  ou  aussi  approchée  qu'on  voudra,  de  rninp.^, 
ses  bacines.  »  -  • 

Pour  découvrir  ces  procédés  applicables  à  tous  les  cassas 

particuliers,  comme  on  en  a  déjà  pour  l'extraction  dçs  ra - 

cinés  de  degré  quelconque,  qui  forment  les  cas  les'  plu^  .s 
simples,  il  faut  établir  un  certain  nombre  de  théorèmes.  -^^ 
généraux,  dont  quelques-uns  ont  été  démontrés  dans  le;  -^s 
chapitrés  précédents. 

223.  La  première  question  qu'il  semble  naturel  de 
faire,  quoiqu'il  ne  soit  pas  indispensable  de  savoir  y  ré 
pondre,  c'est  si  le  problème  qu'on  se  propose  a  toujom-^ 
une  solution  :  en  d'autres  termes,  si  toute  équation  a  ui 
racine c  Cela  a  élé  démontré  pour  les  quatre  premiers degréî 
mais  en  est-il  ainsi  pour  les  suivants,  et  peut-on  affirm^^ser 
que  le  problème  difficile  dont  on  se  propose  de  trouver  BCa 
solution  est  réellement  susceptible  d'en  recevoir  une. 

Des  théorèmes  démontrés  précédemment  nous  ont  coi 
duit  à  ces  conséquences  générales,  que  : 

1°  Toute  équation  de  degré  impair  a  au  moins  une  n 
cine  réelle,  de  signe  contraire  à  son  dernier  terme; 

a^  Toute  équation  de  degré  pair,  djQQt  le  dernier  tern^apie 

est  négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  positi\ c, 

l'autre  négative. 
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n  ne  reste  donc  d'incertitude  que  pour  les  cas  d'une 
équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  ternie  est  positif. 

Or  on  est  parvetm  à  démontrer  qvCune  équation  de 
degré  quelconque,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  de 

la  forme  a  +  b  ^ — i ,  peut  toujours  être  satisfaite  en  suh^ 
stituant  à  V inconnue  un  nombre  réel,  ou  une  expression 
imaginaire  de  cette  même  forme ^  les  calculs  étant  tou- 
jours effectués  suivant  les  règles  conveiiues,  et  rappelées 
tant  âe  fois, 

224.  De  cette  proposition,  dont  la  démonstration  n'ofire 
Lvcune  autre  diilQculië  qu^un  peu  de  complication,  et  que 
1.0US  devons  nous  borner  à  énoncer,  résulte  cette  consé- 
quence : 

ce  Toute  équation  de  degré  quelconque  m,  a  coeffi- 
cients réels  ou  imaginaires,  a  m  racines  réelles  ou  ima- 
pnaires. 

»  Tout  polynôme  de  degré  /w,  à  coefficients  réels  ou 
maginaires,  est  décomposable,  et  d'une  seule  manière,  en 
^^  facteurs  du  premier  degré  ayant  pour  premier  terme  j:, 
*t  pour  second  un  nombre  réel  ou  une  expression  ima- 
pnaire.  » 

£n  effet,  toute  équation  de  degré  m  ayant  une  racine  a, 
réelle  ou  imaginaire,  son  premier  membre  sera  divisible 
par  a:  -^  a,  et  le  quotient  de  degré  m  —  i  aura  ses  coeffi- 
cients réels  ou  imaginaires  de  la  forme  a-^by—i.  Ce 
quotient  égalé  à  zéro  aura  nécessairement  une  racine  b  d'a- 
près le  théorème  général  :  il  sera  donc  le  produit  de  x — b 
par  un  quotient  de  degré  m —  2.  En  continuant  ainsi  on 
parviendra  à  décomposer  le  premier  membre  en  m  facteurs 
du  premier  degré;  d'où  il  suivra  que  Téquation  aura  m 
racines,  réelles  ou  imaginaires,  égales  ou  inégales  :  et  nous 
jEivons  démontré  qu'elle  ne  pouvait  en  avoir  un  nombre  plus 
grand,  et  que  le  polynôme  quelconque  qui  forme  son  pre- 
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mier  membre  ne  pouvait  être  ddocnnposé  ^^pr 'd'une 'seule 
manièrf^  ea  facteurs  ,da  premier  degrés    <     *  t-    '  •  > 

225.  Mais  ces  propositions  ne  sont  pas  ii^^i|!y[^sabl^ 
potir  procéder  à  la  recherche  des  racines  4'^^  I^^M^- 
quelconque,  parce  qi:|e  Jes  méthodes  qu'on  eipplçiepa  à  .çiç 
eOet  entrainerontla  démonstration  quand  elle^^réii^si^o/at^ 
et  si  elles  ne  réussissant  pas^  la  certitude  qu'il  j^^a.^e  ap — 
liition  ne  la  ferait  pas  mieux  trouver^  e^  ^e.pp^^r^t^^tr 
utile  qu'en  donnant  plus  de  confiance  et,  par  siijite^  plusd 
téhàcité  dans  la  recherche.  .   ,  •     .  ,    , , , .     . 

)  ;        :     I        î     :  ■     ■  •  '  i 

^26.  Jies  plus  grands  géomètres  se' sont' odciipes' de  1 
résolution  des  équations  numériques.  Nous  ne  nous  prq 
pesons  pas  ici  de  faire  contiaitre  avec  détail  les  jprbcédé^=s 
qm'ils  ont  découverts  ]  mais  nôU^  hë  pdûvÀnVnbîi  plus  noii^His 
dispen^r  d^en  indiquer  res{>rit,'et  dVn  st^afèi^'én  peu  ^^^e 
mot»  lies  avantages  et  les  impéi^fectiotis.  Nous  renvérrôrs^BS 
pour  les  détails  et  les  démonstratibns'aut  IV'aitës  spi^ia 
et  aul  MéiBoires originaux.-        :  i  •  ''  *'   '      ''*  '''  " 

•  Les  racines  se  partageiit  d'abord  en  deux  clàèse!^  distincte 


les  rËelles  etlesîma^naires.       '       ■      "     •"»''      '^•* ''    ' 

Les  réelles  se  partagent  èllëâ-iùèmés  én'deiix'ëlà'âsés  :  H^^s 
racines!  commensurablés  et  les  racines 'i^cdiïitiiénsùrâme===s. 
Quant  a  leurs  5ignes,  il  Suffit  de 's'ô'cctipér 'dé  celles^ qui  k6^^vt 
positives,  parce  que  les  racines  négatives  s'y  ramèneii^^t> 
comme' nouS;raVcMs  vu,  en  charigèàht  x'én  —  à?^         ' 

227 •  \fljacines  çontmensurables^m  •  -t-  Lat-rerilierohe  <L  *« 
raçjlnç3  çoiameDSUv^bles.u'pfIj?e.aucui»«iidilficukéi;E}le-  ^^ 
ramèpe  d'abprd  à  ççUc:  (les,^aci  nés  :  entières  «de»  éqùittiui^  ^- 
En  effet,  par  une  transforxtfaiion  qui  nt  'd  autre  effetiq  ^  ">* 
de  multiplier  tpuvçs  les  racines  .par  unt  ceï(aii^,nonibpe.e"^*i'* 
tier,  p^  ramène  la  .résolution  de  ttouteéquatioii  )donil>)^'^' 
coefficients  sont  comiBens^frabJeSi à  celle  diime^kutreéi 
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1^  doDi  toQi  les  coefficients  sonl  entiers,  et  le  premier 
J  à  Tunité.  Or  on  reconnaît  facilement  qn'mie  éqiution 
celte  forme  ne  pent  être  satisfaite  par  un  nombre  ooni- 
nsorable  non  entier  :  toutes  ses  racines  commensnraUes 
it  donc  entières^  et  si  Ton  pent  les  trouver  on  connaitra 
ites  les  racines  conmiensnrables  de  la  proposée,  en  diTi«- 
it  les  premières  par  un  nombre  enUer  connu. 
La  qaesti<m ,  étant  ramenée  â  la  recherche  des  racines  en- 
res  d^nne  équation,  est  devenue  très-simple.  En  effets 
Ue  racine  entière  doit  diviser  le  dernier  terme,  et,  par 
iséquent,  il  n'y  a  qu'à  essayer  successivement  tous  les 
îseitrs  de  ce  nombre,  en  réduisant  ces  essais  au  plus  pé- 
nombre possible*  Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ce 
inij  et  nous  admettrons  que  toutes  les  racines  conaaat^ 
râbles  de  l'équatiom  proposée  ont  été  trouvées,  et  qu'om 
livisé  sou  premier  membre  par  les  facteurs  dn  premier 
;ré  en  x  qui  leur  correspondent.  Et  après  cette  division 
peut  encore  essayer  si  les  mêmes  racines  annuleraient  le 
otient,  auquel  cas  on  supprimerait  les  nouveaux  facteurs 
rrespondants;  et  l'on  continuerait  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on 
it  bien  assuré  que  toutes  les  racines  commensnraUes 
Dfiles  ou  multiples  ont  été  enlevées  de  l'équation» 
n  ne  reste  plus  alors  qu'à  chercher  les  racines  incommen» 
râbles,  ce  qui  offre  des  difficultés  beaucoup  plus  grandesi 

228.  Racines  incommensurables»  —  Quelque  mardie 
l'on  suive  dans  cette  recherche,  on  commence  toujours 
LT  tâcher  de  séparer  toutes  les  racines,  cVst-à-dire  de 
ouver*  pour  chacune  deux  nombres  qui  la  comprennent 
itre  dles,  et  n'en  comprennent  aucune  autre.  Si  Ton  y 
ftrvient,  il  existe  divers  procéda  certains  pour  resserrer 
idéfimiment  ces  limites,  et  par  conséquent  pour  connaître 
baque  racine  à  aussi  peu  près  qu'on  voudra.  La  preinière 
nestion  a  résoudre  est  donc  la  séparation  des  racines. 
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Lagrange  est  le  premier  qui  V^ix  résolue  d'une  manière 
rigoureuse.  Il  forme  une  équation  qui  ait  pour  racines  toutes 
]t9  diflerences  deu'x  a  deux  de  celles  de  la  proposée,  suppo— ^ 
sées  toutes  inégales,  ce  qui  est  possible  parce  qu^on  a  de-^s 
procédés  généraux  pour  ramener  tous  les  cas  à  celu^^li  ;  ^:  -^ 
il  prend  une  limite  inférieure  de  ses  racines.  Cette  quantit^^ 
étant  moindre  que  la  différence  des  racines  les  plus  ra[ 
prochées,  dans  la  proposée,  si  Ton  substitue  daiis  kon  pr< 
mier  membre  des  nombres  croissant  par  degrés  égaux       à 
cettç  limite,  on  ne  pourra  passer  par^dessus  deux  Tacin&^; 
il  ne  pouri^a  y  en  avoir  qu*une  seule  comprise  entre  devzAx 
nombres  consécutifs,  et  quand  cela  arrivera  on  en  sevra 
averti  par  la  différence  des  signes  des  deux  résultats.    Si 
donc  on  procède  ainsi  en  partant  de  la  limite  inférieure  dLes 
racines  positives  de  la  proposée,  jusqu'à  la  limite  supé- 
rieure, toutes  les  racines  positives  seront  séparées;  et     ce 
sont  les  seules  dont  il  soit  nécessaire  de  s'occuper,  paisc^iie 
les  racines  négatives  sont  au  signe  près  les  racines  positi^v^es 
de  Téquation  déduite  de  la   proposée   en    changeant      x 
en  — X. 

'  Pour  la  commodité,  tant  des  substitutions' des  noml^ves 
équidifférenls  que  des  calculs  qui  suivront,  Lagtange  di- 
vise toutes  les  racines  par  la  différence  de  cette  progressi^^n; 
les  difféi'ences  des  racines,  se  trouvant  divisées  par  ce  m^  «ne 
nombre,  seront  plus  grandes  que  l'unité,  et  il  suffira  ^^ 
substituer  la  suite  des  nombres  entiers. 

Les  racines  étant  séparées,  il  les  considère  toutes  succr^es- 
sivement,  et  y  applique  le  procédé  suivant  : 

Si  ^  et  a  *f- 1  désignent  les  deux  nombres  qui  compir  ^^^' 
nent  une  seule  de  ces  racines,  on  posera 


I 


l'équation  en  y  sera  du  même  degré  que  «elle  en  x, 
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lie  n'aura  qu'une  seule  racine  positivé  plus  grande  que 
*uzrite;  ii  sera  dbnc  facile  de  trouver  les  deux  nombre^ 
entiers  b  etb-^^t  entre  lesquels  elle  est  èoinprise^  On  po- 
era  aloVs 

'■*■    ■  ■■■.■-■■  y  ■■  ::■  ,-   ;  .      .  •     ■ 

.  L'équation  ei|;i  j-'.  sera  encore  du  même  degré  qu.e  celle 
in  j  et  que  celle  en  x^  mais  n'aura  qu'une  seule  racine  po- 
itîve  plus  grande  que  l'unité.  Désignant  par  c  et  c  +  i  les 
leux  nombres  entiers  consécutifs  entre  lesquels  elle  est 

■ 

K>mprise^  on  posera 


y 

Si  on  s'ari*èlait  là,,  on  aurait 


■  •  ■       ■     Il 
I 


a  r=  fl  -f- 


^-f- 


I 


ï 

y 

y''  étant  encore  compris  entre  deux  entiers consécutiia  con- 
nus; et  r^n  appréciera  faoîlemeot:  les  limites  «ntire  les- 
quelles X  sera  compris.  Si  elles  ne  sont  pas  asses  rappro- 
chées, on  continuera  d'appliquer  le  mâme  procédé;  et  la 
théorie  des  fractions  continues,  qui  donne  la  mesure, de 
l'erreur,  montre  qu'en  général  elle  décroit  rapidement^ 
•  Au  point  de  vue  de  la  théorie  pure,  cette  belle  méthode 
ne  laisse  rien  à  désirer.  Elle  ne  demande  que  des  opérations 
qa on  sait  effeetner,  et  pour  la  dignité  de  la  science  il- était 
nécessaire  de  trouver  un  procédé  qiii  conduisit  avec  certi- 
tude à  la  solution. 

Mais  la  recherche  de  Téquation  aux  différences,  ou  aux 
carrés  des  différences,  est  très-laborieuse,  et  l'on  a  cherché 
Aîec  plus  ou  motns  de  succès  à  révittr«  La  pratique  y  a 
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gagné  dans  bien  des  cas  ;  mais  les  incerduides  inëviubles 
des  nouveaux  procédés  ôtent  à  la  méthode  oette  neUeté«t 
cette  précision  qui  distinguent  celle  de  Lagrange. 

229.  Fourier  a  donné  des  moyens  généraux  trèfr-simples 
pour  reconnaitre  si  deux  nombres  donnés  ne  comprennent^^ 
aucune  racine,  ou  s'ils  peuvent  en  comprendre.  D  fait  con — 
naître  combien  il  peut  au  plus  y  en  avoir  de  comprises^^^ 
mais   malheureusement   il  peut  y  en   avoir  un  nombr^^ 
moindre.  Si  cela  est,  la  difierence  de  ces  deux  nombres  e&.  ^ 
un  nombre  pair,  et  indiqué  autant  de  racines  réelles  man  ^— 
quant  dans  la  proposée^  par  ce  moyen  on  est  dispensé  cL^ 
chercher  des  racines  dans  les  intervalles  où  on  a  apprS.  s 
qu'il  ne  pouvait  y  en  avoir. 

Pour  opérer  la  séparation  des  racines  qui  peuvent  èlwc^e 
dans  un  certain  intervalle,  il  emploie  des  procédés  d'une 
exécution  facile,  mais  subordonnés  aux  résultats  numé- 
riques successivement  obtenus^  et  dont  il  n'est  pas  pbssil>!le 
de  bien  préciser  Teffet.  LorsquHl  est  parvenu  à  sépar-er 
toutes  les  racines  réelles,  les  procédés  pour  approcher  izi- 
définiment  de  chacune  d'elles  comportent  aussi  quelqixes 
tâtonnements  et  essais,  dirigés  il  est  vrai  vers  un  but  bien 
déterminé,  mais  dont  on  ne  peut  calculer  le  nombre  avec 
rigueur.  Quand  la  recherche  est  arrivée  à  un  certain  degré 
bien  défini,  la  méthode  d'approximation  qu'il  emploie  est 
celle  de  Newton,  mais  considérablement  perfectionnée, 
tant  sous  le  rapport  de  la  rapidité  que  des  moyens  de  s'as- 
surer des  limites  de  Terreur.  Cette  méthode,  que  Newton       L 
n'a  appliquée  qu'aux  équations  à  une  seule  inconnue,  mais       I 
qui  pourrait  Tètre  à  toutes  les  équations  en  nombre  quel- 
conque, dont  on  connaît  des  solutions  suffisamn^nt  ap- 
prochées, consiste  à  substituer  aux  inconnues  ces  valeurs 
approchées  respectives  augmentées  de  quantités  indéter* 
minées,  qui  dans  le  cas  que  Ton  considère  doivent  avoir 
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iT*)eu»  lrë»-pctiies.<D'ft|>rès  "cela,  on  pent  isè  croire  en 
)it' de  négliger 'les  puissances  de  cek  intTOnnues,  stlpé-* 
ares  à  la  première,  el'ledrB' produits  lëft  ânes  par  tés 
très;  de  sorte  que  la  question  est  ramenée  à  la  résolution 
^finitions  di»  'premier  degré'. Cést  Ikii  proeédé  «ki^toyé 
rNevrieu^  nais  sans  incuttedes  garanties  et  dé^  moyctai 
iirévîation  que  renferme  la  méthode  de  Fôiitier',  qtd 
ifr-tous'Cesi^apports  tf'a' point  ^cdre  été  i^^^assée.   ' 

230.  lu'impprts^nt  théprème  de  Fourier  sur  le  nombre  des 
unes  qpi  peuvent  être  comprises  enu*e  deux  npmbres 
inés^  est  d'une  applict^tion  très -facile,,  et  compriçnd 
:nie,  comme  cas  particulier^  la  célèbre  r^le  des  signes 
Descartes.  Mais  il  a  comme  celui  de  Pescartes  Tinconvé"» 
;nt  de  laisser  croire  à,  la  possibilité  de  racines  qui  so¥- 
it  n^existent  pas^^et  de  donner  lieu  à  beaucoup  de  çalcpjs 
itifes^  avant  qu'onparvienne  à  reconnaître  leur  abdei^i^e. 
|ttç  lacune  dans  la  théorie  de  ce^  illustre  géO|i}iètre .  devait 
*e  comblée  ,(j[e  §on  vi^vant,  et,  comm^  cpla  était,«^ez jo^^tU'i- 
j.par  un,.dç  ses.propres.  disciples^ 

2ML'  StukTii;  qui  irtraîtyîOtinaîiUiice,'dotameil  lé  dit  îuî- 
^, ttltyh^sbidèùient  de^  M!émt>it-ê^  publiés  pàfr  échi  inàltt-e^ 
fli%nck])*ë  de  tttuë  sés'frairàtfi  itfatiuscritt,  ei^  j[jofavàit: 
p'-lfltoi^^tifttrt'Jtgei'  avec 'fIrécliîoW'bé  qui  hidtt^uaii'a'la 

S^r^é;>VihWtfeld•abof^a  à*'b{feri'k*ecôhtlàîti'étè*quî'^?*: 
tfhfTV^yritei»  de  jfUitl'fbil^-iiSsîèh*  le  nWnbrèf  è^tf/t  dèfs  i^âi 
fes-coihf^rtsëS'enti^  deuit  Vibbibi^  d<!mÂéiV  et  h'éyéhViéi- 
ï>aW  îftdîcjtîttr'hvëc  'fc^fitùflè  '<5fuW  "sîiriîile  lîthhé. 
rteiV  recibhtttt  lftdéttSte,»irdié!i'fchy  i\f  l'dtt^A^ef 'cli'fetlbit?- 
aWiWx* fôteètîôtts  dërivéeà*  éitipltiy'ées  par  Poui^bï»,'  'a*âù- 
^^fttWHéi  irés-dîffértÀts,  qtii  rt'bffraîèrit  plus  le  mêirie 
lîtttiyéftiéïit.'Bt'tflai'*,  ifhStant,'tc«nTiîe'ir!e  dît  avec  iaï- 
!t«J'i^»délnbtlsti'frti6A^  dë'SOrfiriatre;îrést  parV*(^nii'&'  là 
îfcouveWèf  du'tlMëféttfeqùt^ortë'son  nA^j^tq^  pcrniet 
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d'assigner  le  nombre  exact  des  racines  comprises  dans  un 
intervalle  donné. 

Malheureusement  Tapplication  de  ce  théorème  n'est  pas 
aussi  facile  que  celle  du  théorème  de  Fourier  ;  les  calculs 
sont  très-longs,  par  conséquent  es  posés  à  des  erreurs  qui 
pourraient  infirmer  les  conséquences  :  on  peut  bien  quel- 
quefois les  éviter  par  des  remarques  particulières,  mais 
tout  le  monde  ne  peut  pas  les  faire,  et  on  a  besoin  de  pro- 
cédés que  tout  le  monde  puisse  employer  avec  le  même  suc- 
cès. Il  est  vrai  que  ces  longs  calculs  pourraient  servir  dans 
le  cas  où  on  appliquerait  la  théorie  des  racines  égales  :  mais 
enfin,  pour  le  but  même  que  se  propose  le  théorème,  le 
grand  avantage  qu'il  procure  est  quelquefois  acheté  un  peu 
cher. 

Pour  procéder  h  la  séparation  des  racines  réelles,  sup- 
posées toutes  inégales,  on  pourra  chercher  d'abord  les 
nombres  de  racines  comprises  dans  les  intervalles  des 
nombres  successifs  o,  i,  lo,  loo,. .  •  jusqu'à  la  limite  su- 
périeure, et  on  ne  s'occupera  que  de  ceux  de  ces  intervalles 
où  il  s'en  trouvera.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  en  ait 
trois  entre  i  et  lo.  On  essayera  le  nombre  moyen  5  et  on 
saura  combien  il  y  aura  de  racines  entre  i  et  5,  et  par  suite 
entre  5  et  lo.  S'il  y  en  a  une  dans  l'un  des  intervalles  et 
deux  dans  l'autre,  on  ne  s'occupera  plus  que  de  la  séparation 
de  ces  deux  :  et  pour  cela  on  essayera  le  nombre  moyen,  et 
on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  les  trois  soient  séparées. 

Ce  procédé  pourra  exiger  beaucoup  d'essais,  s'il  y  a  des 
racines  qui  aient  entre  elles  une  très-petite  différence  ;  mais 
dans  ce  cas  aussi  le  procédé  de  Lagrange  en  demanderait 
beaucoup,  sans  compter  que  si  on  ne  faisait  pas  usage  de 
celui  de  Sturm,  on  ferait  des  essais  innombrables  dans  des 
intervalles  où  il  n'existe  aucune  Tacine.  Les  racines  étant 
séparées,  on  procéderait  à  la  recherche  de  leurs  valeurs  ap- 
prochées au  moyen  de  la  méthode  de  Fourier. 
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Ncuu  «xi'airQ&s  fait  qu'indiquer  impar£aiiteineni;  ces  rè« 
laarqBables  méthodes,  parce  quMl  faudrait  trop  de  déretop- 
itfmaaâs  poor  les  faire  bien  oonnftitre^  ^  que  cela  sortirait 
séiBe  des 'bornes  qu'on  s'impose  ordinairement  dans  les 
Traitéa  spéciaux  d'Algèbre,  C'est  dans  les  ouvrages  mêmes 
ha»  atueurs  qu'il  faut  les  étudier:  et  nous  devons  d'autant 
Ans  nous  en  dispenser  qu'elles  n'offrent  aucune  difficulté 
bndamantale,  et  qu'on  en  saisit  immédiatenient  l'esprit. 
iToutefois^  il  était  nécessaire  d'en  dire  quelques  mots  à  cause 
le  leur  importance  théorique  et  pratique. 


fj  •  •  I  • 


432*.  Racines  imaginaires.  —  Nous  savons  quêtes  équa- 
tions dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  k  coeffi- 
cients réels,  ou  de  la  forme  a-{-b  V— i,  ne  peut  avoir  que 

3es  racines  réelles,  ou  de  la  forme  a  -H  6  v' — *?  et  que  le 
aombre  de  ces  racines  est  égal  au  degré  de  l'équation,  en 
tenant  compte  du  degré  de  multiplicité  des  racines. 

Cela  posé,  si  Ton  cherche  les  racines  de  cette  forme,  il 

suffira  de  substituer  à  a:,  j^-H  z  sf—i  dans  Téquation,  et  d'é- 
galer à  zéro  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  si — i.  On 
aura  ainsi  deux  équations  entre  j^  et  z,  dont  il  faudra  cher- 
cher les  solutions  communes  réelles.  Nous  nous  bornerons 
Sur  ce  point  à  cette  simple  indication. 

La  résolution  de  deux  équations  a  deux  inconnues,  à  la- 
quelle on  est  ainsi  ramené,  se  fait  ordinairement, par  Téli- 
mination  de  Tune  des  deux,  ce  qui  exige  des  calculs  très- 
pénibles  et  des  discussions  très-épineuses,  venant  du  défaut 
de  réciprocité  des  problèmes  successifs  auxquels  on  est  ra- 
mené. Cette  question  est  traitée  avec  détail  dans  les  ou- 
vrages spéciaux  \  mais  nous  croyons  d'autant  plus  pouvoir 
nous  en  dispenser  que,  pour  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques, nous  avons  entendu  Fourîer  déclarer  positive- 
ment que  la  méthode  d'élimination  ne  devait  pas  être  em- 

'7- 
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ployée  5  qu'il  fallait  approclier  en  même  temps  des  valeurs 
de  toutes  les  inconnues;  et  que  la  seule  méthode  à  employé 
était  celle  de  Newton,  étendue  à  plusieurs  inconnues,  e 
perfectionnée  pour  ce  cas  comme  elle  l'avait  été  pour  l 
cas'd'une  seule  inconnue.  Malheureusement  les  idées  de  c 
grand  géomètre  sur  ce  point  important  n^ont  jamais  ét:^^ 
publiées. 

Lorsque  Ton  aura  étudié  les  principales  théories  de  ^a 
Géométrie  élémentaire,  et  de  Tapplicalion  réciproque  qt_«  e 
l'on  peut  faire  de  cette  science  fct  de  celle  des  nombres,  on 
pourra  revenir  sur  la  résolutiou  des  équations  numériqixes 
et  sur  quelques  autres  questions  que  nous  n'avons  fait 
qu'indiquer,  parce  que  leur  solution  est  considérablement 
facilitée  par  les  secours  que  la  Géométrie  peut  prêter  à  Ja 
science  des  nombres. 


\ 
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CHAPITRE  XXIX. 

BLQI3ES  PROBLÈMES  AYANT  POUR  OBJET  LA  DÉTERMINATION 

DUNE  FONCTION, 
D'APRÈS  UNE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE. 


233.  Euler,  cherchant  à  étendre  la  formule  du  binôme 
iin  exposant  quelconque,  a  été  conduit  à  cette  question  : 
*ouver  une  fonction  (f  satisfaisant  à  la  condition  que, 
elles  que  soient  les  valeurs  des  variables  x,jr^  on  ait 

Dans  une  autre  question,  Lagrange  s'est  proposé  de  dé- 
miner une  fonction  cp  par  cette  autre  condition 

Les  solutions  de  ces  grands  géomètres  laissaient  à  désirer 
is  le  rapport  de  la  rigueur^  mais  Caucliy,  dans  son  Coûts 
analyse  algébrique,  en  a  donné  qui  sont  exemptes  de 
Lte  difficulté,  et  que  nous  présenterons  avec  de  légères 
édifications. 

Problème  I. 

234,  Trouy^er  la  forme  la  plus  générale  de  la  fonction 
&//e  cj)  qui  jouit  de  la  propriété  qu'on  ail,  quelles  que 
lent  les  valeurs  réelles  de  x,  y^ 

►  •        ?('^)?(r)-~?(-^H-r)- 

I^a  marche  que  nous  suivrons  sera  analytique,  par  voie 
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de  dédaction  ;  c'est-à-dire  que  nous  chercherons  saccessive- 
ment  de  nouvelles  propriétés  dont  doive  jouir  toute  fonc- 
tion qui  satisfait*  à  (i);  en  d'autre  termes,  admettant 
qu'une  fonction  f  satisfasse  à  (i),  nous  en  déduirons  des- 
conséquences,  jusqu*à  ce  que  nous  parvenions  à  recon^ 
naître  qu'elle  satisfera  à  quelque  condition  constituant  un(^ 
nouvelle  question  qu'on  puisse  résoudre. 

Nous  saurons  seulement,  d'après  les  méthodes  généralei^s 

exposées  précédemment,  que  toutes  les  fonctions  satisfai 

sant  à  la  condition  (i)  sont  renfermées  parmi  celles  qt^^^ 
ftalîsferont  à  la  dernière  3  mais  que  celle-ci  peut  en  ren&ir-^^ 
mer  d'étrangères,  si  l'on  n'a  pu  s*as8urer  de  la  rëciprocit^S, 
U  restera  donc  k  les  reconnaître  et  s'en  débarrasser^  s'^SI 
est  possiUe.  ' 

Nous  remarquerons  d'abord  que  si  une  fonction  satisfait 
à  (i),  quels  que  soient  y  et  of,  elle  y  satisfera  quand  on 
prendra  y  égal  à  x,  et  par  conséquent  satifi£era  k  la  5u.i- 
▼ante,  ., 

De  même  elle  satisfera  à  (i)  en  prenant  j^  =  ao:,  ou  à 
et,  d'après  la  précédente^  à 

m  (j'j'rrr  ^  (3x). 

Continuant  ainsi  de  prendre  pourjy  des  multiples  succes- 
sifs de  X,  on  arrivera  à  up, 

(2)  (p(:r)'"=^(wj*),  'fij 


l 

h 


m  représentant  un  nombre  entier  quelconque. 

Ainsi  toute  fonction  satisfaisant  à  la  condition  (i)  satis- 
fera à  (2)  ^  et,  par  conséquent,  si  l'on  déterminait  toutes  Ie$ 


;^c 


^s 
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olations  de  cette  dernière,  elles  renfermeraient  celles  de  la 
proposée,  mêlées  peut-être  avec  des  solutions  étrangères. 

Miais  BOUS  allons  démontrer  que  la  fonction  cherchée 
oit  satisfaire  k  (a),  non-seulement  pour  les  valeurs  entières 
t  positives,  mais  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  m» 

D*abord  Féquation  (a)  montrant  que  la  fonction  c^  (x) 
j  trouve  élevée  à  la  puissance  m,  quand  on  multiplie  la 
ileur  arbitraire  de  la  variable  x  par  m,  il  s'ensuit  qu'en 
i visant  la  variable  par  un  nombre  entier  m,  on  obtient  la 

icine  m**""  de.  la  fonction.  Car,  partant  de  la  valeur  — 


X 

m 


B  la  variable,  et  par  suite  de  la  valeur  cj)  (  —  j  de  la  fonc- 
on^  si  Ton  multipliait  la  valeur  —  par  m,  on  aurait  la 


uissance  m 


de  (f  (  —  ]•  Or  on  trouve  cj)(x)  en  opérant  ainsi 
ar  la  variable  5  donc  (f  (x)  est  la  puissance W'**^  de  cp  |  — •  )  ; 


I 


t,  par  suite, 

On  peut  passer  de  là  à  la  multiplication  de  la  variable 
ir  un  nombre  rationnel  quelconque  -• 

En  effet, 

1 


(^)  =  fW'. 


après  ce  qui  vient  d'être  démontré;  et  si  l'on  multiplie 
^r  p  la  valeur  -  de  la  variable,  on  élève  à  la  puissance /?  la 
•Hction;  donc 


204  SGIÇHCE   DES   NOMBRES. 

Et,  par  conséquent,,  la  fonction  cherchée  doit  satisfaire  à 
Téquation  {2) y  quel  que  soit  x,  et  pour  toute  valeur  posi* 
tiye  commensurable  de  m,  et  par  conséquent  aussi  pour 
toute  valeur  incommensurable» 

Pour  démontrer  qu  elle  y  satisfera  encore  pour  toute  va- 
leur négative  de  m,  il  faut  d'abord  connaître  l'effet  produit 
sur  la  fonction  par  le  simple  changement  de  §igne  de  la  va- 
riable. Pour  cela,  on  fera  j"  =  — x  dans  Téquation  (i),  qui 
devient  alors 

et  pour  connaître  ç  (o),  on  fera  J  =  o  dans  (i),  ce  qui 
donnera 

ç('^)?(o)  =  ?{*)>. 
et,  par  suite, 

y(o)  =  i, 

d'où  résulte 

Cela  posé,  soit 

m  =  —  w, 

n  étant  un  nombre  quelconque  positif,  on  aura 

et,  d'après  l'équation  (1)  démontrée  pour  m  positif,  on  aura 

Donc 

y  f —  nx)  =:  ç  (.r)*""     ou     ç  [mx)  =  çCj?)*"» 

pour  toute  valeur  négative  de  m,   Ifes  exposants  négati" 
étant  entendus  dans  le  sens  expliqué  précédemment. 
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On  peut  conclure  de  tout  cela  que  toute  fonction  qui 
tisfera  à  Tëquation  (i),  quelles  que  soient  les  Taleurs 
elles  de  jr.  y^  satisfera,  quelles  que  soient  les  valeurs 
elles  de  x  et  m,  à  Féquation  (a)  qui  est 

Elle  satisferait  donc  aussi  à  la  suivante, 

t,  par  conséquent,  à  celle-ci 
ul  équivaut  à 

ç(x)=.y(i«r=[f(«,rJ. 

La  fonction  f  (x)  ne  peut  donc  être  que  la  puissance  x 

Une  quantité  indépendante  de  j:,  qu'on  appelle  ordinaire- 

ent  une  constante,  relativement  à  or,  parce  qu'elle  peut 

nserver  la  même  valeur  quand  x  varie. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  connaître  la  valeur  de  cette 

I 

Ustante  (d  ('w)'",  que  nous  désignerons  par  a,  et  à  s'assu- 

r  s'il  n^y  a  pas  de  solutions  étrangères. 

Il  suffira  pour  cela  de  substituera*,  a^  et  a^^  h  cj)  (x), 

[jr),  (f  (^'^y)t  et  de  voir  ce  que  doit  être  a  pour  que  la 

xidition  (i)  soit  remplie.  Or  elle  l'est  identiquement,  quel 

te  soit  a.  La  solution  de  la  question  proposée  peut  donc 

Te  ainsi  exprimée  : 

La  fonction  la  plus  générale  qui  satisfait  à  la  condi- 

^n  (i)  est  l'exponentielle  a',  dont  la  base  a  est  quel- 

^Hque,  mais  indépendante  de  la  variable  x. 

Si  Ton  avait  des   données  particulières  sur  la  fonc- 

i^n  (jf  (or),  la  constante  a  pourrait  se  trouver  déterminée: 
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comme,  par  exemple,  si  l'on  connaissait  la  valear  qu^elIe 
doit  avoir  pour  une  certaine  valeur  de  x. 

PsOBLilCE  II. 

235.  Déterminer  la  fonction  cp  par  la  condition  que 
Von  ait,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  de  x  ef  j, 

(i)  tf{x)-^ff(x)  =  ff[x-^jr). 

La  suite  des  raisonnements  est  tellement  semblable  dans 
ce  problème  et  dans  le  précédent,  que  nous  ne  ferons  en 
quelque  sorte  que  les  rappeler. 

Ainsi,  en  faisant  successivement  j^  égal  aux  multiples  en- 
tiers de  or,  on  aura,  pour  toute  valeur  entière  et  positive 
de  /n,  I 

(2)  f/i^  (j;)  =  ^  (/wj:). 

Toute  fonction  (^  satisfaisant,  quels  que  soient  xet/, 
à  (i)  devra  donc  satisfaire  à  (9.),  quel  que  soit  x,  pounu 
que'fw  soit  entier  et  positif. 

On  démontrera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  cette 
fonction  devra  satisfaire  à  (2)  pour  toute  valeur  positive 
de  m;  et  ensuite  pour  toute  valeur  négative,  et  par  consé- 
quent pour  toute  valeur  réelle  de  m  aussi  bien  que  de  x* 

EUle  satisfera  donc  à  la  suivante, 

et,  par  suite,  à  celle-ci 

mTf[x)  =x«p(/w), 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

9\X]  Z=ZX  • 

*  m 

La  fonction  cbercbée  est  donc  renfermée  dans  la  forme 


ikéràle  axi  h  dëdignaïit  titte  quantité  indépendante  de  x^ 
t  une  constante  relativement  2  la  rariable'jr. 
Pour  savoir  ce  que  doit  être  cette  constante,  et  s'il  y  a 
!S  solutions  étrangères,  comme  cela  pourrait  être  puisque 
fonction  trouvée  satisfait  seulement  à  une  question  qui 
t  une  conséquence  de  la  proposée,  il  faut  la  substituer 
ms  l'équation  (i),  qui  est  l'expression  de  cette  dernière, 
r  on  trouvé  une  identité,  quel  que  sôit  à. 
On  a  donc  pour  la  foncjtion  c^  demandée 

étant  une  constante  arbitraire.  Cette  constante  serait  dé- 
rminée  si  l'on  connaissait  la  valeur  de  tp  {x)  ()otfr  une 

ilcnr  particulière  de  ar,  différente  de  zéro.  * 

•      '         t  ■  ■    . . 

Problème  III. 

236.  Tromper  la  fonction  la  plus  générale  salis  faisant, 
Âelques  valeurs  réelles  qu^ aient  xetj^  à  la  condition 

)  ?(*)?(/)  =  f  (*/)• 

Faisant  j^  =  x,  on  aura 

<p(x)'=«p(x»). 

I 

Faisant  ;^  =  x',  on  aura 

pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  m, 

i  <p  (a:)'"r=:(j)(ar"). 

Or,  puisque  rélévalion  de  la  variable  à  une  puissance 
tière  produit  l'élévation  de  la  fonction  à  la  même  puis- 
i^ce,  il  en  sera  de  même  pour  l'extraction  de  la  racine; 
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et  si  Ton  fait  ces  deux  opérations  successivement,  on  troa« 
Tcra  que  Télcvation  de  x  à  la  puissance  positive  quel- 
conque -  produit  l'élévation  de  ç  (x)  h  la  puissance  -• 

La  fonction  qui  satisfait  à  (i)  pour  toute  yaleur  réelle 
de  X  et  y  satisfait  donc  à  (2)  quel  que  soit  a:,  et  quelle  que 
soit  la  valçur  positive  de  m. 

Supposons  maintenant  m  négatif,  et  posons 

m  =:  —  7Î, 

d'où 

I 

n  étant  positif.  « 

Pour  savoir  comment  en  général  doit  changer  la  fonc* 
tion  (f  quand  on  change  la  variable  dans  sa  valeur  réci- 
proque, faisons 


• 

I 

(1)  donnera 

?(*)?(-)—?{>); 

et,  pour  connaître 
deviendra  alors 

(f  (i),  il  faudra  faire  j^      i  dans  (i),  q"' 

d'où 

?W?(')  — ?w. 

?(«)  — I» 

et,  par  suite, 

JL\-    •    . 

Il  suit  de  là,  en  parlant  de  la  valeur  x"  de  la  variable, 
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comme  n  est  positif,  on  a 

où 

Uéquation  (2)  doit  donc  être  satisfaite,  quels  que  soient  ai 

rriy  par  toute  fonction  satisfaisant  à  la  question  proposée. 

Pour  obtenir  dans  le  second  membre  la  symétrie  que  les 

;ux  problèmes  précédents  ont  présentée,  il  suffit  de  poser 


X  z=i  a* 


9 


étant  une  constante  positive,  pour  que  x  soit  toujours 
îel*,  et  z  pouvant  avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  néga- 
ves,  mais  en  s'assujettissant  à  ne  prendre  pour  x  que  des 
aleurs  positives.  L'équation  (2)  deviendra 

Rangeant  z  en  m,  et  réciproquement,  il  vient 

)ù 

par  suite, 


?( 


«.)  =  Lt  («")"•]  =  ''% 


Hant  indépendant  et  positif,  si  on  ne  considère  que  les 
ieurs  réelles  de  o  [a*)  ou  de  (f  [x)  de  z^  et  par  suite  de  x» 
Remplaçant  a*  par  x  el  b  par  a*",  la  dernière  équation 
^ient 

lésignant  une  valeur  réelle  arbitraire. 


Pour  reconnaître  si  elle  est  assujelMÀdes-reslriolâonsY 
substituons  cette  forme  de  (f  dans  (i),  nous  obtiendrons 

équation  identique,  quel  que  soit  c. 

La  solution  générale  de  la  question  proposée  est  donc 
donnée  par  U  formule  (3).  Mai^  U  faut  bien  remarquer 
que  nous  nous  sommes  assujettis  à  ne  prendre  que  les  va- 
leurs positives  des  variables,  ppurnlavpir  q|iç  4^  valeurs 
réelles  pour  la  fonction. 

Problème  IV. 
237.   Trouv^er  la  fonction  déterminée  par  la^èùnSiion 

En  donnant  successivement  à^  les  valeurs  j:,  x',  a:',.-) 
on  obtient,  pour  toute  valeur  enûàre  et  positive  de  m, 

(2)  m^[x)  z=z  tf{jcr). 

On  démontrera,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  toute 
fonction  satisfaisant  à  (i)  satisferait  à  (2),  en  y  supposant 
à  a:  la  même  généralité  que  dans  (i),  et  m  ayant  une  valeur 
quelconque  positive  ou  négative. 

Posons  encore 

a  étant  positif  pour  que  x  soit  toujours  réel  5  z  pourra  avoir 
toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives,  mais  x  sera  tou- 
jours positif.  L'équation  (.2)  deviendra 

m  et  z  ayant  des  valeurs  réelles  quelconques,  positives  ou 
négatives. 
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lura  de  même 

ntif  [et*)  =:zç(a'"), 


arithmes  étant  pria  dans  une  base  quelconque.  On 


^ (x)  =z  ^  ;        «logg  =  b logar, 
'  *    '       m  loua      ^  ^ 


log 

^oant  une  quantité  indépendante  de  x.  Substituant 
:),  on  trouve. 

b  log X  4-  b  log/  =  b  log .  x^, 

i 

3ii  identique,  quel  que  soit  b  et  quelle  que  soit  la  base 
ème.  Mais  ces  deux  arbitraires  n'en  font  réellement 
)j  puisqu^on  passe  d^une  base  à  une  autre  en  multi- 
tous  les  logarithmes  par  un  même  facteur.  La  solu- 
L  plus  générale  est  donc  exprimée  par  Téquation 

f(;r)=:logar, 

î  du  système  étant  arbitraire. 

1  ne  faut  pas  oublier  que  nous  nous  sommes  assujettis 

•rendre  pour  x  que  des  valeurs  positives. 


i , 
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238.  On  appelle  série  une  suite  de  termes  positifs  ou  né- 
gatifs, dont  le  nombre  est  illimité.  il. 

Les  fractions  >décimales  périodiques  nous  en  ont  offert 
le  premier  exemple.  Les  périodes,  considérées  avec  leur  va- 
leur de  position^ /Constituaient  même  une  des  séries  les  plus 
simples  que  Ton  puisse  concevoir,  une  progression  par 
quQpent.  En  preaXant.au  lieii> lie  celai  panjr  termes  ies  difie^ 
rents  chi0res  avec  leur  valeur  de  poçition,  on  »niiàîliin& 
série  dont  la  loi  serait  moins  simple.  Mais,  de  quelque  ma- 
nière^  qu'on  réunisse  les  cbifire&pour  cpmposer  des  terjnes, 
on  obtiendra  ce  que  noust  nommons* tnL\i^rie;4ou&sefrteme$ 
seront  positifs,  et,  comme  nous  ravons  proi^véy  Iqura^mme 
tendra  vers  une  limite  déterminée. 

De  quelque  forme  que  soient  iles  term^^  d^uné  série,  A 
faut,  pour  qu'elle  puisse  donner  lieu  à  dès  ^considérations 
de  grandeur,  quand  on  ne  fixe  pas  le  nombre  deâ  termes,  et 
qu'on  entend  les  ajouter  indéfiniment  les  uns  aux  autres, 
que  la  somme  de  ces  termes  converge  vers  une  limite  dé- 
terminée, lorsque  leur  nombre  augmente  sans  limite. 

Et  commençons  par  rappeler  le  sens  précis  que  nous 
attachons  au  mot  limite.  .       • 

La  limite  d^ une  variable  est  une  quantité  fixe  telle 
que  la  différence  de  la  variable  à  cette  quantité-^  puisse 
dev^enir  et  rester  OÀi^dessous  de  toute  quantité  désignée* 

Dans  cette  définition,  il  n'est  pas  question  du  si^ne  de 
la  différence  5  de  sorte  que  la  variable  petit  être  tântôtin- 
férieure,  tantôt  supérieure  à  la  quantité  fixe.  La  variable 
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îut  être  continue  ou  discontinue.  La  seule  chose  essen- 
3lle,  c^est  qu^après  des  écarts,  aussi  irr^guliers  qu'on  vou- 
a  les  imaginer,  la  variable  finisse  par  rester  comprise 
tre  deux  valeurs,  Tune  plus  grande,  Tautre  plus  petite 
Le  la  quantité» fixe,  et  dont  la  différence  à  cette  quantité 
lisse  être  prise  moindre  que  toute  grandeur  désignée,  si 
tite  qu'elle  soit. 

239.  Il  n'est  utile  de  considérer  que  les  séries  dont  la 
nme  des  termes  tend  vers  une  limite  à  mesure  que  leur 
mbre  augmente  indéfiniment.  Nous  les  désignerons  sous 
nom  de  séries  convier gentes.  Nous  appellerons  dwer^ 
ntes  celles  dont  la  somme  des  termes  ne  tend  vers  aucune 
ùte,  soit  parce  qu'elle  grandit  indéfiniment  avec  un 
ne  quelconque,  soit  que,  tout  en  restant  limitée,  elle  ne 
pproche  indéfiniment  d'aucune  quantité  fixe.  Ces  der- 
mes ne  peuvent  représenter  aucun  nombre  déterminé, 
s  premières  au  contraire  peuvent  représenter  leur  limite 
lussi  peu  près  qu'on  voudra. 

240.  L'expression  d'une  quantité  par  une  série  dont  elle 
la, limite,  peut  avoir  pour  objet  de  substituer  a  une 

licat^oil  d'opérations  compliquées  une  suite  de  termes 
is  ^mples,  et  dont  on  peut  souvent  choisir  la  forme  de 
mière  qu'elle  soit  le  mieux  appropriée  à  la  question. 
3st  ce  qu'on  fait-  quand  on  substitue  une  fraction  déci* 
lie  périodique  à  une  fraction  ordinaire.  Quelquefois  la 
antité  développée  en  série  ne  peut  être  obtenue  exacte* 
(ni,. même. quand  les  nombres  dont  elle  dépend  sont  par- 
ulari3és,  comme  par  exemple  quand  elle  dépend  d'extrac- 
•ns  de  racines  de  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puissances 
actes^  Enfin  la  quantité  développée  peut  être  une  incon- 
Le,  dépendant  même  de  variables  arbitraires,  et  qu'il  est 
•ssible  de  considérer  comme  limite  de  la  somme  d'un 

18 
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nombre  indéiini  de  termes  renfermant  ces  variables  sous 
la  forme  qa^on  a  jugée  la  plus  favorable. 

Dans  tous  les  cas,  pour  qu'une  série  puisse  être  employée 
au  calcul  des  grandeurs,  il  faut  qu'elle  ait  uue  limite,  et 
^ue  cette  limite  soit  bien  la  quantité  quW  a  voulu  expri- 
tner»  La  première  cbose  dont  on  doit  s'occuper  dans  cette 
théorie  est  donc  de  trouver  des  moyens  de  s'assurer  si  une 
série  est  ou  n'est  pas  convergente.  Nous  ne  nous  arrêterons 
pas  A  démontrer  ces  règles,  qui  se  trouvent  dans  tons  les 
Traités;  mais  nous  ne  pouvons  non  plus  nous  dispenser 
entièrement  d'en  parler. 

DES  HÈCLES  IPOUR  LÀ  CONVERGENCE   DIS    SÉEnSS. 

241  •  La  plus  simple  de  toutes  les  séries  convergentes  est 
la  progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  plus  petite 
que  Funilé*  Ârchimède  est  le  premier  qui  ait  donné  l'ex- 
pression de  la  somme  de  sea  termes,  et  ait  reconnu  la  limiie 
vers  laquelle  elle  tend.  C'est  à  cette  série  quqn  a4^abord 
pensé  à  comparer  toutes  les  autres  ayant  comme  elle  tous 
leurs  termes  positifs. 

Cette  comparaison  est  fondée  sur  cette  considération  bien 
évidente  que,  si  tous  les  termes  d'une  série  sont  inférieurs 
à  leurs  correspondants  dans  une  autre,  la  somme  d'un  même 
nombre  quelconque  de  termes,  supposés  tous  positifs,  sera 
moindre  dans  la  seconde  que  dans  la  première 5  et  que,  par 
conséquent,  si  cette  somme  tend  vers  une  limite  dans  la 
première,  elle  aura  aussi  une  limite  dans  la  seconde.  Cominc 
aussi  on  peut  affirmer  que  si  deux  séries  à  termes  positifs 
sont  telles,  que  les  termes  de  la  seconde  soient  tous  plus 
grands  respectivement  que  ceux  de  la  première,  et  que  la 
somme  des  termes  de  celle-ci  croisse  indéfiniment  avec  le 
nombre  des  termes,  il  en  sera  de  même  à  plus  forte  raison 
dans  la  seconde. 


V^  J 
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D'après  cela,  il  a  été  assez  naturel  de  penser  que,  puis-* 
'une  série  est  convergente  lorsque  le  rapport  d'un  ternie 
précédent  est  constant  et  plus  petit  que  Tunitéi  il  en  se« 
t  de  inèRie  d'une  série  dans  laquelle  ce  rapport  ne  serait 
I  constant,  mais  serait  toujours  in£érieur  A  un  nombre 
e  plus  petit  que  l'unité.  Car  ses  termes  seraient  tnfé*^ 
urs  à  ceux  de  la  série  que  l'on  obtiendrait  en  prenant, 
lieu  du  yéritable  rapport,  ce  nombre  fix«  qui  lui  est  con* 
inunent  supérieur.  Or  cette  dernière  serait  une  progrès*» 
m  par  quotient,  ayant  une  limite.  La  proposée  en  Aurait 
•ne  aussi. 

Et  il  faut  bien  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que 
tte  condition  ait  lieu  dès  le  premier  terme  de  la  série  ; 
suffit  qu'elle  ait  lieu  depuis  un  certain  termc^  quelque 
rancé  qu'il  soit  dans  la  série  :  car  la  somme  de  tous  les 
irmes  précédents  étant  déterminée,  Texistençe  d'une  U*^ 
lite  pour  la  somme  des  termes  de  la  série  ne  dépend  que 
$  ceux  qui  suivent*  On  a  donc  pu  formuler  cette  première 
sgle  pour  reconnaître  la  convergence  des  séries  dont  tous 
!S  termes  sont  positifs,  et  qui  est  vraie  à  plus  forte  raison 
uand  les  signes  ne  sont  pas  tous  les  mêmes. 
((  Une  série  est  convergente  quand,  à  partir  d'un  de  ses 
îrtnes,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  toujours 
U'-dessous  d'un  nombre  fixe  plus  petit  que  l'unité/  » 

242,  Et  l'on  conclut  facilement  de  ce  qui  précède  «cette 
utre  proposition  : 

a  Une  série  est  divergente  quand,  à  partir  d'un  de  ses 
srmes,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  toujours  Siu* 
«érieur  à  un  noml^re  fixe  plus  grand  que  l'unité,   v 

Car  ses  termes  seront  supérieurs  à  ceux  d'une  progrès^ 
ion  par  quotient  dont  le  rapport  sera  plus  grand  que  Tu- 
nté,  et  dont  les  termes  iront  par  conséquent  en  croissant 
^ns  limite.  Ainsi  la  somme  des  termes  de  la  série  proposé^ 

i8. 
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croîtra  sans  limite  s'ils  sont  de  même  signe;  et,  lors  même 
que  les  termes  seraient  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs, 
ce  qui  tend  à  établir  des  compensations,  la  série  ne  satisfe- 
rait pas  aux  conditions  qui  entrent  dans  notre  définition  de 
limite,  puisque,  ses  termes  croissant  sans  limite,  la  diffé- 
rence de  deux  sommes  consécutives  croîtra  indéfiniment; 
et  par  conséquent  leur  di£férence  à  une  même  quantité  fixe 
ne  peut  être  au-dessous  de  toute  grandeur  doîinéç.  La 
même  conclusion  aurait  encore  lieu  si  les  termes,  ati  lieu  de 
croître  indéfiniment,  étaient  seulement  toujours  supérieurs 
à  un  nombre  fixe,_si  petit  qu'il  fût. 

243.  Mais  quelle  règle  donner  pour  reconnaître  si  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  finit  par  être  toujours  in- 
férieur à  un  nombre  plus  petit  que  l'unité,  ou  toujours  su- 
périeur à  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 

Lorsque  la  loi  de  la  série  ne  permettra  de  reconnaitre 
immédiatement  Tune  ou  l'autre  de  ces  conditiçns,  on  pren- 
dra l'expression  générale  du  rapport  d'un  terme  au  précé- 
dent; et  l'on  aura  ainsi  une  certaine  fonction  du  nombre 
qui  exprime  le  rang  du  premier  des  deux.  On  cbercliera 
la  limite  vers  laquelle  lend  celte  fonction  à  mesure  que  ce 
nombre  augmente;  et  c'est  à  ce  problème  bien  déterminé 
que  se  ramène  la  solution  de  celui  qu'on  se  propose.  Car  si 
cette  limite  est  moindre  que  l'unité,  le  rapport,  qui  en  ap- 
proche indéfiniment,  finira  par  être  toujours  inférieur  à 
tout  nombre  compris  entre  cette  limite  et  un  nombre  choisi 
arbitrairement  entre  elle  et  l'unité.  Et  l'on  voit  de  même 
que  le  rapport  finira  par  être  toujours  supérieur  à  un  nom- 
bre plus  grand  que  l'unité,  si  celle  limite  est  plus  grande 
que  l'unité. 

Le  seul  cas  où  il  y  aurait  doute  sur  la  convergence  ou  la 
divergence  d'une  série,  serait  donc  celui  où  la  limite  en 
question  serait  l'unité.  Et  encore  il  n'y  aurait  aucun  doute 
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i  le  rapport  tendait  vers  Tunité,  en  étant  toujours  au-des- 
us.  Car  alors  les  termes  de  la  série  iraient  constamment 
n  croissant,  et,  par  conséquent,  quels  que  fussent  leurs 
ignés,  Ja  série  ne  serait  pas  convergente. 

C'est  donc  pour  le  cas  que  cette  première  règle  si  simple 
aisse  douteux,  qu'il  faut  en  chercher  d'autres  plus  effi- 
caces; et  c'est  à  quoi  Ton  est  parvenu,  sans  en^avoir  cepen- 
iant  pu  découvrir  qui  soient  applicables  avec  succès  à  tous 
es  cas.  Nous  laisserons  ces  détails  intéressants  aux  ouvrages 
^t  Mémoires  qui  traitent  ce  sujet  spécial. 

244.  Limite  de  V erreur,  —  Quand  on  veut  calculer  par 
pproximation  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  sé- 
ie,  il  est  absolument  nécessaire  de  déterminer  une  limite 
upérîeure  de  l'erreur  commise,  en  arrêtant  la  somme  à  un 
erme  quelconque.  Cela  est  facile  lorsque  l'on  a  reconnu 
[u'à  partir  de  ce  terme,  le  rapport  d'un  quelconque  au 
»ré6édént  est  au-dessous  d'un  nombre  connu,  plus  petit 
|cte  I Siriité.  Car  alors,  en  supposant  même  le  signe  4-  à 
ous  Icfs  suivants,  la  limite  de  leur  somme,  qui  constitue 
^erVèur,  est  moindre  que  la  limite  de  la  somme  d'une  pro- 
[ressibn  convergente  connue;  celle  dernière  est  donc  supé- 
îeurd  à  Terreur  commise,  et  la  question  est  résolue. 


•  < 


24&  Séries  dont  les  termes  sont  alternatii^ment  posi-- 
ifs  et  j%4^atifs^  —  Si,  à  partir  d'un  certain  terme  d'une 
»érie,leSk suivants  sont  alternativement  positifs  et  négatifs, 
léçroissant  constamment,  et  pouvant  devenir  moindres  que 
tout  JdOixibre  donné,  la  série  est  toujours  convergente;  et  à 
Quelque  terme  qu'on  arrête  la  somme,  l'erreur  est  moindre 
que  le  termç  suivant,  et  de  même  signe  que  Icti. 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  très-facile,  et 
nous  n'en  parlerons  pas  ;  mais  nous  ferons  sur  ces  sortes  de 
^ries  une  remarque  assez  curieuse,  quoique  sans  grande 
vitilité. 


3^8  scmHcnB  des  mmues. 

Si  Ton  considère  séparément  la  série  formée  de  tous  les 
tennei  positifs  de  la  proposée,  et  celle  qui  serait  formée  de 
tous  ceux  qui  font  négatifs,  et  qu'on  prendrait  avec  le 
signe  +,  les  sommes  des  termes  de  ces  deux  nouvelles  sé- 
ries pourraient  n'avoir  pas  de  limite,  parce  qu'il  ne  suffit 
pas  pour  cela  que  les  termes  tendent  vers  zéro.  Datis  le  cas 
où  elles  n'en  auraient  ni  l'une  ni  l'autre,  la  somme  des 
termes  de  la  proposée  est  la  différence  de  deu^c  sommes  va- 
riables, indéfiniment  croissantes,  et  dans  lesquelles  il  est 
expressément  entendu  que  le  nombre  des  termes  sera  le 
même,  à  une  unité  près  tout  au  plus.  Mais  ce  serait  un 
non-sens  que  de  dire  que  la  limite  de  la  proposée  est  la 
différence  des  somn^es  infinies  des  deux  séries.  Et  ce  serait 
une  erreur  de  croire  qu'on  peut  prendre  des  nombres  ar- 
bitrairement inégaux  de  termes  dans  l'une  et  dans  l'autre, 
et  faire  la  différence  des  deux  sommes.  On  n'aurait  aucune 
raison  de  croire  que  la  limite  de  cette  différence  serait  la 
limite  de  la  proposée,  qui  s'obtient  en  prenant  des  nombres 
de  termes  égaux,  à  une  unité  près  tout  au  plus.  Mais  il  y 
a  plus,  et  l'on  peut  facilement  reconnaître  que,  même  en 
avançant  indéfiniment  dans  les  deux  séries,  la  différence 
des  sommes  est  complètement  indéterminée,  ainsi  que  sa 
limite. 

En  effet,  que  l'on  prenne  dans  Tune  des  deux  un  certain 
nombre  de  termes;  on  pourra  dans  l'autre,  dont  la  somme 
n'a  pas  de  limite,  prendre  assez  de  termes  pour  que  leur 
somme  surpasse  la  première  de  plus  qu'une  quantité  dési- 
gnée, ou  soit  avec  elle  dans  un  rapport  supérieur  à  un  rap- 
port donné.  On  peut  donc  avoir  pour  la  différence  des  deux 
sommes  une  quantité  tendant  vers  une  limite  arbitraire, 
ou  même  devenant  plus  grande  que  toute  quantité  donnée. 
Il  n'y  a  là  rien  de  plus  remarquable  que  dans  toutes  les 
questions  où' une  quantité  est  la  limite  de  la  différencede 
deux  quantités  indéfiniment  croissantes,  mais  qui  doivent 
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Hre  prises  simultanément  suivant  des  conditions  bien  dé- 
erminëes.  La  Gëométrie  en  ofTrirait  des  exemples  simples, 
;n  aussi  grand  nombre  que  Ton  voudrai  t. 

Ce  n'est  pas  seulement  la  différence  de  deux  quantités 
ndéfiniment  croissantes  qui  peut  donner  lieu  à  ces  re- 
aarques.  On  exprime  quelquefois  des  quantités  par  le  rap« 
)ort  de  deux  produits  composés  d'un  nombre  indéfiniment 
croissant  de  facteurs  :  c'est  ainsi,  par  exemple,  que  Wallis  a 
représenté  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre*  Le 
lotnbre  des  facteurs  doit  être  le  même  au  numérateur 
ju^'au  dénominateur  ;  et  si  Ton  en  mettait  seulement  un  de 
plus  d'un  côté  ou  de  l'autre,  on  aurait  dés  résultats  entiè- 
rement erronés.  Dans  ce  cas,  c'est  le  rapport  au  lieu  de  la 
différence  de  deux  quantités  indéfiniment  croissantes;  et  il 
n^y  a  pas  lieu  de  dire  que  la  limite  du  rapport  ou  de  la  dif- 
férence est  le  rapport  ou  la  différence  des  limites,  puisque 
ces  limites  n'existent  pas.  Mais  si  l'on  fait  ce  que  les  raison- 
nements ont  prescrit,  on  n'éprouve  aucune  difficulté*,  et  si 
Von  fait  autre  chose,  à  quelque  contradiction  ou  absurdité 
qu'on  arrive,  on  n'a  pas  droit  de  s'en  étonner. 

Lejeune-Dirichlet  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  publié 
la  remarque  que  divers  groupements  des  termes  positifs  et 
négatifs  d'une  série  peuvent  donner  des  résultats  différents 
pour  les  limites.  Je  pense  que  ceux  quhvoudront  bien  ré£lé-> 
cbir  un  instant  sur  ce  que  nous  venons  de  dire  trouveront 
qu'on  a  attaché  trop  d'importance  à  la  remarque  de  cet 
éminent  géomètre. 

246.  Remarque  sur  les  séries  qui  sont  corn^ergentes 
quajnd  tous  leurs  termes  sont  pris  av^ec  le  même  signe.  — 
S.oIent  deux  séries  convergentes,  ayant  tous  leurs  termes 
positifs, 

"t  +  ^2 -t-  «3  +  .  .  . -f-  M|,-h  .  .  .  , 
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Désignons  par  S,  S' les  limites  de  leurs  sommes,  et  par  S„,  S„ 
les  sommes  des  n  premiers  termes  de  chacune  d'elles  ;  et 
formons  une  troi$iéi;de/série 4()i|t  le  forme  général  soit 

Il  est  iacfîlé  de 'voir  qùëlsl  somme  <!„  des  ri  premiers  termes 
de  cëhe  n6uvelfe  sërîe^era  ^lùs'  petite  que  le  produit  des 
deux  polynômes  S^,  S'„,  et  plus  grande  que'  fe  produit 
de  S^  par  S^,  p  désignant  la  moitié  de  n  ou  de  n  +i, 
suivant  que  n  sera  pair  ou  impair  :  de  sorte  qu'on  aura 

CFn  <C  SuS;,       et       CFn  ^  SpSp* 


•  1       '  1     •  ■  i  I  ! 


Or  les  deux  produits  S^S^  et  S>,S'„  ont  la  même  limite  SS'; 
donc  ffn)  qui  est  compris  entre  les  deux,  a  aussi  pour  li- 
mite SS', 


'  1 1 


2^47.  Et  Ton  voit  en  même  temps  qu'il  e^^  serait  de  même 
si  les  deux  séries  n'avaient  pas  tous  leurs  termes  positifs, 
pourvu  qu'elles  restassent  convergentes  en  prenant  tous 
leurs  termes  avec  le  signe  4-. 

Éii*  effet,  si  ToVi  forme  la  troisième  série  au  jnoyen  des 
deux  séries  telles  qu'elles  sont  données,  ar„  contiendra  tous 
les  termes  que  donnerait  la  multiplication  dé  Ô^  par  S^, 
et  d'autres  encore,  dont  nous  allons  montrer  que  la  somme 
tend  vers  zéro.  En  effet,  si  au  lieu  de  les  priendre  avec  leurs 
véritables  signes  On  les  prenait  tous  avec  le  signe  -j-,  leur 
somme  serait  la  différence  qui  existerait  entre  les  valeurs 
que  l'on  trouverait  au  lieu  de  (7„  et  de  S^S' ,  si  l'on  prenait 
tous  lés  termes  des  deux  séries  proposées  avec  le  signe +• 
Or  cette  différence  a  une  limite  nulle,  puisqu'il  vient 
d'être  démontré  que  dans  ce  cas  a»  et  S^S^  ont  la  môme  li- 
mite. Il  en  est  donc  de  même  dansle  cas  des  séries  propose'es. 
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DE  LA  FOKME  a^GULIÈRE  SOUS  LAQUELLE  SE  PRÉSENTE  LA 
BASE  DU  SYSTÈME  D^  LOGARITHMES  DE  NEPER  ;  SÉRIE  QUI 
LA  ^PRÉSENTE.- DÉTERMINATION  DE  QUELQUES  AUTRES 
EXPRESSIONS  SÏNGUUÈRES. 


248.  Nous  avons  moniré  précédemment  que  tous  les 
nombrea  pouvaient  être  considérés  comme  les  puissances 
d^une  base  fixe ,  et  nous  avons  nommé  Texposant  de  celte 
puissance  le  logarithme  du  nombre  correspondant  :  de 
sorte  que  dans  la  base  a,  la  relation  entre  un  nombre  quel- 
conque y  et  soh  logarithhic  x,  est 


(i)  .,  r  =  a' 


9 


d'où  Ton  voit  que  si  on, prend  des  logarithmes  en  progres- 
sion par  différence,  commençant  par  zéro,  les  nombres 
correspondants  formeront  une  progression  par  quotient, 
commençant  par  Tunité.  , 

C^^est  cette  dépendance  quç  le  premier  inventeur  a  établie 
entre  les  nombres  et  leurs  logarithmes,  et  non  celle  qu'ex- 
prime l'équation  exponentielle  (i).  En  partant  de  cette  dé- 
finition, il  a  démontré  les  théorèmes  au  moyen  desquels  les 
opérations  3ur  les  nombres  sont  ramenées  à  des  opérations 
de  degfé  inférieur  sur  leurs  logarithmes,  à  la  condition  d'a- 
voir construit  une  table  qui  fasse  connaître  Iç  logarithme 
par  le  nombre,  et  le  nombre  par  le  logarithme. 

De  même  que  notre  définition,  représentée  par  l'équa- 
tion (1)9  a  conduit  à  la  propriété  qui  a  servi  de  définition 


a8a  sGiEircE  des  nombres. 

à  Neper,  il  est  facile  réciproquement  de  déduire  la  nôtre 
de  celle-ci. 

Soient  en  effet  les  deux  progressions 

Hi:i-4-a:(n-  a)';. .  .:(n-a)'":. . ., 

70.     S     .      2$      m$     

Sî  l'on  désigne  par^  et  x  les  deux  termes  correspondants 
au  rang  quelconque  marqué  par  le  nombre  m,  on  aura 

et  on  aura  la  relation  générale  entre  un  nombi^  et  son  lo- 
garithme, en  éliminant  m  entre  ces  deux  équations;  ce 
qui  donnera 


X 


(a)  jr^^i^df. 

Or,  pour  que  la  considération  de  ces  deux  progres- 
sions puisse  être  utile  aux  calculs  numériques,  il  faut 
que  les  nombres  entiers  auxquels  ils  se  ramènent  tou- 
jours, puissent  être  considérés  comme  faisant  partie  de 
la  progression  par  quotient,  sinon  exactement,  du  moins 
avec  une  approximation  suflSsante.  Il  faut  donc  prendre 
pour  (X  une  valeur  extrêmement  petite,  afln  que  les  termes 
croissent  très-peu,  et  que  tout  nombre  entier  qui  n'en  fe- 
rait pas  partie  puisse,  avec  une  très-faible  erreur,  être 
remplacé  par  l'un  des  deux  termes  entre  lesquels  il  est 
compris. 

Pour  arriver  à  ce  point,  on  peut  imaginer  qu'on  parte 
de  deux  progressions  déterminées,  et  qu'on  insère  un  même 
nombre  de  moyens  considérable  entre  les  termes  de  l'une 
et  de  l'autre.  Mais,  sans  nous  arrêter  aux  divers  procédés 
dont  on  peut  faire  usage,  admettons  que  a  et  d  soient  des 
quantités  aussi  près  de  zéro  que  l'on  voudra,  l'équation  (2) 
exprimera  toujours  la  relation  entre  un  nombre  quelconque 
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et  son  logaritlime.  Et  si  Ton  veut  atteindre,  au  moins  par 
la  pensée,  sinon  par  le  calcul  effectif,  à  la  représentation 
exacte  des  nombres  entiers,  il  faut  se  figurer  qu'on  fait  dé- 
croître a  et  J  indéfiniment,  et  que  tout  nombre  entier  soit 
la  limite  des  deux  termes  qui  le  comprendront,  pour  cbaque 
système  de  valeurs  de  a  et  J. 

La  relation  à.établir  entre  ces  deux  variables  est  évidem- 
ment arbitraire,  et  Neper  a  choisi  la  plus  simple  :  il  a 
pris  5  =  a.  L'équation  (2),  dans  cette  hypothèse,  devient 


(!  +  «)«=:  L(n-«rJ  ; 


et  pour  avoir  l'équation  qui  tend  de  plus  en  plus  à  exister 

entre  les  nombres  et  leurs  logarithmes,  il  faut  chercher  la 

I 

limite  de  (1  -+■  a)*.  Si  on  la  désigne  par  e,  on  aura  dans  le 
système  de  Neper,  considéré  à  la  limite  où  tous  les  nombres 
croissant  d'une  manière  continue  se  trouveraient  représen- 
tés, et  auraient  des  logarithmes  croissant  aussi  d'une  ma- 
nière continue,  on  aura  entre  tout  nombre  j^  et  son  loga- 
rithme X  l'équation  exponentielle 

Il  reste  donc,  pour  connaître  la  base  e  du  système  de 

logarithmes  de  Neper,  à  déterminer  la  limite  de  la  fonc- 
I 

lion  (i  -4-  a)**,  quand  la  variable  a  tend  vers  zéro;  et  e'est 

de  cette  recherche  que  nous  allons  nous  occuper. 

249.  Nous  préviendrons  d'abord  une  erreur  très-grave, 
que  Ton  serait  peut-être  porté  à  commettre  dans  la  re- 
cherche des  limites  de  fonctions.  On  pourrait  croire  qu'il 
serait  permis  de  partager  la  difficulté  en  cherchant  d'abord 
la  limite  qu'elle  aurait  si  l'on  conservait  une  valeur  con- 
stante à  la  variable  dans  certaines  parties  de  l'expression; 
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et  cherchant  ensuite  la  limite  correspondante  à  la  variation 
dans  les  parties  restées  d'abord  constantes.  H  n'est  pas  be- 
soin de  montrer  pjar  des  exeijiiiples  Tincxactitude  d'un  pareil 
procédé  :  il  suffit  de  rçm.arquer  qu'on  n'exécute  pas  ainsi 
ce  qui  est  demandé,  puisque  la  variable  doit  avoir  la  même 
valeur  dan$  toutes  les  parties  de  Texpre^ion;  etdèfrlorson 
ne  peut  être  sûr  que  le  résultat  n'en  sera  point  altéré.  Ce 
serait  une  chose  à  démontrer,  quand  cela  est;  et  il  y  a 
beaucoup  de  cas  où  cela  n'est;  pas. 

Dans  la  question  actuelle,  par  exemple,  on  serait  conduit 

à  un  résultat  inexact,  en  laissant  Texposant  -  constant  et 

faisant  tendre  a  vers  zéro  dans  (i>4-  a)/  En  faisant  âi^mi, 

et  êlevaïit  à'ià  pdisèancè  -  la  liihite  cfe  i  +  a,  bu  i ,  on  au- 


I  T 

raît  i^.  Or  toute  puissance  de  i  étant  i,  i*  resterait  tou- 
jours égal  à  l'unité  quand  on  ferait  tendre  a  vers  zéro,  et 

'i      "  '  ' 

la  limite  de  (i-f- a)*  ainsi  cherchée  serait  l'unité,  ce  qui 
est,  comme n6us  allons  leVoir,  conti*d!t'e  A  hy^tité,  ' 

'  I 

250.'  Pour  ti^otiVér  la  lîinîte  dé  {i4-«)*,  ndus  supposons 
d'abord  (comme  le  fait  M.  Cauchy  dans  son  Couri  (T Ana- 
lyse 
soit 
finîment  croissant;  et  l'expression  en^question 

•    .   •  '.  I  ■    rj  -    f:     <    .   'I  i'     ^  •    *•:•    '    '  ■' 

(3)  '  +  -)  • 

Or  m  étant  un  nombre  entier  positif,  on  pourra  dévelop- 
per cette  puissante  d'après 'la  fortnùle  dù-biiiônaè,  et  Ton 

aura  i     • 

m    I        m[m  —  i)    i  i 
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On  reconnaît  dej<^  cette  propriété  remarquable  de  Tex- 

ressîôn  fiH 1   >  c'est  qu'elle  augmente  constamment 

vec  m.  En  effet,  tous  les  termes  du  développement  9ont 
•o^itif»^  qn.terme  de  rang  déterminé  quelconque  augmente 
vec  m  puisque  son  dénominateur  est  constant,  et  que  les 
acteurs  de  son  numérateur  augmentent;  et  enfin  il  s'in- 
ix>duit  de  nouveaux  termes,  puisque  leur  tiombre  est  m-^t. 
On  remarquera  ensuite  que  tous  ces  termes  sont.iijifé- 
îeurs  à  ceux  de  la  série  suivante,  qui  en  sont  les  limites 
respectives, 

it\  I    .      I  I 

11.21 .2.3 

^ .         .  •      •  ■..••;••.' 

On  reqonnait  facilement,  par  la  règle  établie  ci-dessus, 
xe  cette  série  est  très-rapidement  convergente,  et  que  sa 
cnite  est  comprise  entre  2  e,t  3.  Mais  il  s'agit  de  démontrer 

le^Qette  limite  est  celle  de  '  (  1  -f^  -^  |  • 

Cn  e£[et,  supposonis  m  assez  grand  pour  que  les  ijt  pre- 
xeH  termes  de  (4)  soient  assez  voisins  des  correspon- 
ànts  de  (5)  pour  que  les  deux  sommes  diffèrent  aussi  peu 
Li^on  voudra.  La  seconde  de  ces  deux  sommes  différant  de 
L  limite  de  (5)  d'une  quantité  qui  peut  être  supposée 
loindre  que  toute  quantité  désignée,  il  en  sera  donc  de 

lême  de  la  première,  et  à  plus  forte  raison  de  (  i  -h  —  j 

L^î,  étant  plus  grand,  est  plus  rapproché  encore  de  la  limite 
^e  (5),  qui  lui  est  toujours  supérieure.  La  différence  entre 


M 
9 
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(  iH —  j    et  la  limite  de  (5),  qui  est  une  quantité  fix^    , 

pouvant  devenir  et  rester  moindre  que  tout^  quantité  doi 

née,  l'expression  f  i  H )   a  donc  pour  limite  celle  de 

série  (5). 

Ce  résultat  remarquable  est  dû  à  Eijer, 

251.  On  pourrait,  il  est  vrai,  se  demander  si  Voji  tro 

verait  la  même  limite  pour  (  i  -j j  ?  si  lès  valeurs  croS  s 

santés  de  m  n'étaient  pas  entières^  mais  composées  d^  ^mxti 
nombre  entier  augmenté  d'une  q^uantité  quelconque  plus 
petite  que  l'unité.  C'est  ce  qu'on  peut  établir  facilemen.  £. 
Soient,  en  effet,  (x  et  /a  4-1  les  deux  nombres  entiers 
entre  lesquels  m  est  compris,  on  aura 

m  =  ^  -H  g, 

en  désignant  par  s  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'uaîlé. 
Or  il  est  facile  de  voir  que  f  H j    sera  plus  pelit  que 

f  1  H —  j        et  plus  grand  que  f  i  -\ j    ?  expressions 

qui  peuvent  se  meltre  respecti veulent  sous  les  formes  sui- 
vantes 2 


n- 


p/  \  ^p/     ^     \  "^  p-t-I/ 


I  -*- 


ft4-        ï 


Et  comme  les  facteurs  i-h  -  et  i  H ont  pour  lim  t»  te  li 

les  deux  expressions  ont  les  mêmes  limites  que  (  i  H — -  "  J 
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t  (  H ]        5  qui  rentrent  dans  Texpression  (1)3  on 

etrouve  donc  encore  la  limite  de  la  série  (5). 

2o2.  Nous  pourrions  nous  borner  là  si  nous  ne  voulions 
rai  ter  que  la  question  actuelle,  où  a  est  positif.  Mais 
:omme  il  y  a  des  cas  où  il  est  négatif,  en  entendant  ton- 
ours  qu'on  le  traite  de  la  manière  précédemment  expli- 
quée, il  est  nécessaire  d'examiner  cette  hypothèse  pour 
ivoir  un  résultat  entièrement  général. 

Or,  si  a  est  négatif  et  tend  vers  zéro,  i  -f-a  est  plus  petit 
|ue  I  et  tend  vers  i .  Si  donc  on  pose 

T 

I  4-  a  = 


sera  positif  et  tendra  vers  zéro.  On  tire  de  là 

—  6 

a  = 7, 

I  -H  6 


1±-  *-|_,  ' 

:i+«r=(-rTi)    '  =('+s)«    =(1+6)8(1+6), 


xpression  dont  la  limite  est  la  même  encore  que  dans  les 
as  précédents. 

On  peut  donc  énoncer  celte  proposition  : 

De  quelque  manière  que  la  variable  a  tende  vei*s  zéro, 

[u'elle  soit  positive  ou  négative,  continue  ou  discontinue, 

I 

^expression  (1  4-  a)*  tendra  vers  une  même  limite,  qui  est 
:elle  de  la  somme  de  la  série 

II  I 

IH 1 1 -h.  ... 


I  1.2  I .2c3 

On  désigné  ordinairement  cette  limite  par  là  lettre  e;  sa 
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valeur  est  irratioDoelle,  et  les  premiers  chiffres  qui  la  re- 
présentent sont  2,718281828. .  ••  C'est  là  la  buse  du  sys- 
tème de  Neper  ^  mais  il  ne  Ta  pas  cboîsie  :  elle  r'e^  trouvée 
conséquence  de  la  supposition  quMl  a  voulu  faire,  d^tm  'aé**' 
croissement  égal  du  premier  au  second  terme  de  ses  deux 
progressions.  ,    , ;,:,.-.; 


253.   Remarque.  —  Si  au  lieu  de  chercher  la  limile 
I  >  '  I 

de  (i-f-a)°^  on  cherchait  celle  de  (i  4- ax)",  on  aurait 

i-\ )    au  lieu  de  (3)5  et  au  lieu  de  (4)  on  aurait  les 

mêmes  termes  multipliés  par  les  puissances  o,  i,  2,...  de  a:. 

iH —  j    la  série  suivante, 

,  +  f  ^-^ H- _fL  _,..;. ;-^'^-.-^'"^''" 

et  on  prouverait  de  même  qûe^  quel  qiie'  soit  le  signiê  de  a,, 
on  aura,  pour  toute  valeur  de  j?,     . 

i 


formule  qui  est  encore  due  ^  Eulej:9iai»siçqiiie;AeAsu9f[anle9: 


qui  s'en  déduisent.  <i        ,  ,  ,1 


Mais  '  ■'     '• 


(l-^OLxY'zzz  (H-aa:)^ 


1 


■  .,^1 


-■  l .  .  '  :  !      ■■.'.•     '      i  i  '  ■  ' 

et  comme  ax  tend  vers  zéro,  (i  4-  a x)*^  a  pour  limite  e. 
Donc 


X  x^  ar^  ,. 


(6)  c'^iH 1 1 ~-hi......  u:.'-<    Ji:   ": 

I  1.2  1.2.3 
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11^  lieu  de  e'  on  voulait  développer  a'  en  série,  u  dé- 
t  un  nombre  positif  quelcouque,  on  remplacerait  a 
% /•désignant  les  logarithmes  dans  la  base  de  Neper; 
raU  ainsi 

ime  la  formule  (6)  a  lieu  quel  que  soit  x^  on  aura,  eu 
plaçant  .r  par  xla, 

û'  =  1  H 1 1 r  4-  ....  . 

I  I  .!%  I  .2.  J 


.QUES    EXPRESSIONS    SIIVGULlÈtlES    QUI    SE    KÀMÈIIENT    A 

'LA    PkÉCÉDEIfTE. 

f 

L  La  limite  de  (i  +  (x)°^  qui  se  présenterait  sous  la 
i  insignifiante  de  i"" ,  si  Ion' mettait  au  lieu  de  la  va- 
;  a  sa  limite  zéro,  conduit  facilement  à  la  connaissance 
imites  de  quelques  autres  fopciio^s  qui  prendraient 
rcs  formes  singulières,  si  Tonsi^sti^pai^  a^x  variables 
;lles  dépendent  les  limites  vers  lesquelles  elles  tendent. 
Il  proposé,  par  exemple^  de  trouver  la  limite  de  la 

ion y  lorsque  a  tend  vers  zéro.  Si  Ton  mettait 

aettô  fotiction,'  àulien  dé  a,  sa  limite,  ba  trpùyersiit  Ja 
B  singulière -5  qni  n'apprendrait  rien;  de  sorte  qu'il 
prendre  une  autre  voie  pour  obtenir  jia  limitd'cber* 


ur  cela  nous  transformerons  cette  fonction  de  a  par 
hangement  de  variable,  et  nous  poserons 


>  ^ 


a^'  —  I  :zz  6     ou     a*  11=  i-h 6,  *        .  ^ 

deviendra  ainsi-»  et  6  tendra  yf^x^  zéro;  mais  il  fau 

'9 
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dra  tenir  compte  de  la  relation  entre  a  et  S,  sans  qnoi  Ytt- 
pression  -  ne  serait  pas  détermînëe.  Cette  relation  donne 

aIogfl  =  log(i  4- 6), 

d'où 

»og(i-4-6) 

L'expression  proposée  en  a  se  transforme  donc  dans  la  sui- 
vante en  6, 

6  log  fl log£|( 

log(ï  4-6)  ""  ^     1' 

log(i4-6)^ 

et  la  limite  de  cette  expression  est  évidemment  v^»  ou  la 

'•  loge 

en  prenant  les  logaritlimes  dans  la  base  de  Neper. 

Et  il  sera  bon  àe  se  rappeler  que  si  e  désigne  une  variable 

quelconque  tendant  vers  zéro,  le  logarithme  népérien  de 


(i  4-  â)*  tendra  vers  l'unité  ;  et,  conime  ce  logarithme  est 
•^ ^  9  on  pourra  toujours,  dans  les  recherches  des  limites, 

sttf^primer  led  fadeurs  de  la  forme  -^-r- — -t  parce  qu'ils 

ne  donneraient  qtte  des  facteurs  ^aux  i  Tunitë,  dam  lii 

limite» 

j  .  ■ 

285»  Soit  maintenant  Texpression 

(1.4- «)"•-»! 

a 

/ 

dans  laquelle  la  variable  a  tend  vers  zéro*  Si  Ton  y  faisait 
«  =  0,  on  trouverait  encore-?  ce  qui  n'apprendrait  rien 
sUr  là  limite  de  rekpressiôn.  ÏPbur  là  aéterminer,  nous  li> 


S  encore  un  changemcilt  de  Tariâble^)  et  nous  poaefons 

m 

(i  4- a)""— 1=6     OU     (i-f-a)*=:  I  4-6. 

j* expression  proposée  deviendra 

6 
a 

»ndra  vers  zéro,  et  il  faudra  exprimer,  s'il  est  poseible,  a 
S,  ou  tenir  compte  d'une  autre  manière  de  la  relation 
blie  entre  ces  deux  variables* 
ja  valeur  de  a  en  6  serait    * 


a=  y^l-h  6  —  I 

n'offrirait  aucun  avantage  sur  la  première  forme  :  aussi 
Q'est  pas  ce  moyen  que  nous  emploierons. 
La  relation  entre  a  et  S  donnera,  en  prenant  les  loga- 
iiines  de  ses  deux  membres  dans  la  base  e, 

w/(i4-a)=:/(i  -f-6); 

d'après  une  remarque  précédente,  on  aperçoit  facile- 
ni  qu'il' y  aura  avantage  à  multiplier  chacun  des  deux 

1^^  de  ^respectivement  par  les  deux  membres^de  cette 

trière  équation,  de  la  manière  suivante 

m/(tH-  a). 6 

^r  on  voit  immédiatement  que  cette  expression,  égale 
»  a  pour  limite  m^  puisque  les  deux  facteurs  — et 

r-^  ont.  pour  limite  runlté).  4'qù  Toip^  conoluti  que 
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, quaijid  « Xend  yei:$ zéro,  on  a,  quel quesoiii  m,^ 

Iim.-^ --^ =//î. 

a 

256.  Considérons  encore  Texpression 

fi-f-a)*"— I 


m 


> 


a  étant  un  nombre  fixe  quelconque,  et  m  une  vari'àbiè  ■dt>it 

la  limite  est  zéro.  On  ne  peut  encore  daiis  cet  exemple  fai  re 

tendre  m  vers  zéro  dans  les  deux  termes  de  la  fraction  ,  qui 

'    .     .     .  o    '  ' 

se  présenterait  sous  la  forme  insignifiante  -• 

Mais  si  Ton  pose,  comme  dans  le  précédent, 
l'expression  proposée  devient  ^    '      sî^'    --l 


g  ■■•■'■■        lï 

—  > 


m 


;  .   '•• 


dans  laquelle  il  faut  tâcher  de  substituer  à  m  sa  valeur  cno. 
Or  la  relation  entre  m  et  6  donne 


'  1 


/;// (i -h  a)  zzz  /(i-f-6J 

d'où 

/(ï4-6) 
m  -zzz  ~ -. 

m 
vient 

6/(i-f-a) 

dont  la  limite  est  /  (i  -h  a),  puisque,  S  teùdant  vers  ^^^^^ 


Reportant  cette  valeur  de  m  dans  la  fraction  —  »  elle  de- 


Si 


ler 
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-•  tend'Vers  riinîté.  On  a  donc,  m  tendant  vers  zéro, 


hm.  i ^ r=:/(i  -f-a), 

in  ' 

comme  Euler  Ta  encore  indiqué. 


257.  Limite  de  —  quand  x  croit  indéfiniment.  —  Si  a 
était  plus  petit  que  l'unité,  a""  fendrait  vers  zéro,  et  à  plus 
forte  raison —•  Le  seul  cas  à  considérer  est  donc  celui 

•  i  «    ;  1  î  '  ':  j     ;  ^      •  '    '  i  ...     ; 

de  a  ]>  I .  En  remplaçant  a""  par  le  développement  démon-, 
tré  ci-dessus,  on  aura 

—  =  — h  la  -h  - 


X  X  l  ,%  1.2.3 


rtf 


et  la  seule  inspection  du  second' membre  montré  que**- 

X 

croît  indéOniment  avec  x,  puisque  tous  les  termes  sont  po- 
sitifs et  qu'à  partir  du  troisième  chacun  d'eux  croit  indëfî^ 
niment. 

258.  Limite  de    ^        quand  x  croît  îhdefthlment.  — 

Si  l'on  appelle  a  la  base  du  système  dans  lequel  on  cousi* 
dère  le  logarithme  de  x,  on  aura,  en  le  désignant  par  j^,. 

lotî^        r 

Xzz^aT     et      — ii-=:-:i-. 

X  qt 


,  ■  I  > 


Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  Ton  a 

«>ioua<^u 
Soit  d'abord 
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X  eij-  croissent  ensemble  indéfiniment  ;  et,  d'après  la  propo 
sition  précédente,  ~  tendra  vers  zéro,  et  par  suite  aussi —^ 
Si  Ton  a 


il  .faut,  pour  que  x  croisse  indéfiniment,  que  j^  soit  négatif, 
etcjue  sa  valeur  absolue  croisse  indéfiniment.  Posant 

«  =  j    et    r  =  — «, 

b  sera  plus  grand  que  i  elz  sera  positif  et  croîtra  indéfini- 
ment. On  aura  alors 


a:  / 1  \  **  b 


Tli 


dont  la  limite  sera  encore  zéro. 

Ou  voit  donc  que,  quelle  que  soit  la  base  du  système,  la 

limite  de  *-^  sera  zéro,  quand  x  croîtra  indéfiniment. 


259.  Limite  de  x"  quand  x  croit  indéfiniment.  —  La 
forme  singulière  de  celte  limite  serait  oo^,  d'après  les  nota- 
tions insignifiantes  employées  souvent  dans  TAlgèbre,  et 
que  nous  ne  mentionnons  que  pour  qu'elles  ne  surprennent 
pas  quand  on  les  rencontrera.  Disons  une  fois  pour  toutes 
qu'elles  ne  doivent  être  regardées  que  comme  une  manière 
abrégée  d'écrire,  qu'on  a  à  chercher  la  limite  d'une  puis- 
sance dont  le  degré  tend  vers  séro,  d'une  quantité  qui  croît 
indéfiniment.  Mais  sous  ce  point  de  vue  encore  elle  est  dé- 
fectueuse, puisqu'elle  n'apprend  rien  sur  la  dépendance  de 
cette  quantité  et  de  son  exposant,  et  que  cette  dépendance 
est  un  élément  essentiel  de  la  question. 
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1 


tant  à  Texprcssion  x'^  nous  en  prendrons  le  loga- 

lans  une  base  quelconque;  il  sera  —^9  et  comme 

I 
\  est  zéro,  celle  de  x*  sera  l'unité. 

Limite  de  x*  quand  x  tend  vers  zéro*  —  Posant 

I 

y 

\  indéfiniment.  On  aura  ainsi 


I 


e  il  vient  d'être  démontré  que  j*^  a  pour  limite  i, 
aussi  Tunité  pour  limite, 


.  ■.  ' 


:  ij'  ^  '  •  ,i  1  *  *'f  ■!■*- 


>  1 


*  ,i.        '     .     -H    î;'*' 
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,\    •     -,  /■  «Il 

» 


DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRJES  DES  FONCTIONS  ^^r.;r)fî  r 

•      •■ET'log(i-f-.4t).    ^.  \-         :  :.^:'.:î  f 

•    .  I  :    ,    •'  *     .■^•-  •  Vr 

;  ■ 

261 .  La  puissance  m'*'"*  d'un  binôme  quelconque  û  4  2 
se  ramène  immédiatement  à  celle  de  i  +  x,  ca  posgnt 

d'où  résulte 

U  suffît:  donc,  pour  connaîi^e  le  dévelopiiement  enisériê 
d'une  puissance  de  degré  quelconque  d'un  l^uôine^  àéU 
déte^mip^,dan^  )e  Q^sioùlei premier  ter^ne  ^t?i%initif^  ce 
qui  introduit  quelques  simpliGcations.  t  lU*  '* 

Lorsque  m  est  entier  et  positif,  on  a 

X  m  (m  —  I )     ^ 

(  I  H-  x)"*  —  ï  -t-  ma:  -\ ^^ v-^  ^^  -f- ...-+-  tr«. 

1.2  ' 

Cette  formule  a  été  étendue  par  Newton,  au  oas  où  .m, est 
quelconque,  sâiis  démonstration  rîgoureusç.Euler,en|ia 
donné  une  tres-incenieuse,  qui  laissait  encore  du  cote, (Je 
ia  rigueur  quelques  lacunes  qu'il  a  ete  facile  de  ipn^\e^\.^ 
'Eùler,  au  lieu  âe  chercher  â^évelopper  (i-H  xjl^ff^ 
au  contraire  de  là  série 


, .  t  i  ■  >  ■.  1  ' 


lit-  I         1  !  ■'  .  J-  I    •  V    ■     i»  i  l  ij  1  '     !■■  '••' 


.    14-^0^-4-     -^     — -^^'H-..., 


dans  laquelle  il  suppose'm  et  x  qûélconqïies,'èt'se  prôjpose 
de  détcDminer  la  fonction  de  Jt  et  de  m  quF  ièiprimela  li- 
mite de  sa  somme. 


Mais  d'aboixl  il  faut  s'assurer  s'il  y  a  une  limite.  Or  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  étant  exprimé  générale- 

ment  par Jîr,  dont  la  limite  est  —  x  quand  n  croit  in- 
définiment, la  série  serait  divergente  si  x  était  plus  grand 
que  Tunité  en  valeur  absolue.  II  faut  donc  se  borner  à 
chercher  la  valeur  de  la  série  quand  m  est  quelconque^  et  x 
plus  petit  que  Tunité  en  valeur  absolue.  Désignons  par  f  (m) 
cette  limite,  c'est-à-dire  posons 


/.  /.  \ 


•   .  ' 


A  (/«).=  I  -f-  mx  H ^ '  J?^  4-  .  .  . 

I  .2.  .  ./? 

cette  fonction  f  (m)  renferme  bien  x,  mais  nous  ne  le  met- 
tons pas  ea  évidence,  parce  que  nous  ne  nous  proposons  de 
faire  varier  que  m. 

Donnant  à  /nnne  autre  valeur  difTérente  quelconque  71, 
on  aura 

/     X  «{«  —  *), 

«  (/i)  =  I  -f-  /ix  H ^ X-  -f- .  .  . 

,  1.2 

(2)  < 


1.2. .  ./? 

-m  9  «  ■ 

'Cela  posé,  Eulér  multiplie  les  deux  séries,  et  observe 


produit,  (  I  -f-x)*""**^  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  X  dans  ce  produit  renfermeront  (m  -{-  n)  de  la  même  ma* 
nièreque  (i)  et  (2)  renferment  met  /i  .p*où  il  conclut  que  la 
forme  du  produit  sera  (f  (m  -f-  n),  quels  que  soient  m  et  n. 
Ce  raisonnement  est  insuffisant,  mais  il  a  conduit  Euler 
i  une  conséquence  juste,  exprimée  par  l'équation 

(3)  çr(/|/)o(/i)=rr<j>(w4-iî). 
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.  Mais  il  est  facile  de  la  démontrer  rigoureusement.  En 
effet,  si. des  séries  (Of  i^)  ^^  ^^  déduit  une  troisième, 
comme  il  a  été  dit  (chapitre  XXX,  n^  246),  le  terme  en  t^ 
y  aura  pour  coefficient  Texprcssion 

m  (m  —  i). .  .(w  —  p-^^)      'n{m  —  i). ,.(/» — /»+  a)  n 
. 1 .  --!-,. 

1.2. ../p  1.2.../?  —  I  I 

n[n  —  i). .  .(«  — p-hi) 


H- 


I .2, . ,p 


et  Ton  sait  que,  quels  que  soient  m  et  n,  cette  somme  est 

égale  à 

(m  -{- n)  (m  -{-  n  —  i). .  .(/w  -f-  «  — P -^  i) 


>  m        ■  ■      ^  I 


1.2...// 

c'est-à-dire  au  coefficient  du  terme  en  .r^de  (i),  dans  lequel 
on  change  m  en  m -H  n. 

Eh  effet,  quand  m  et  tz  désignent  des  nombres  entiers 
plus  grands  que  /j,  cette  somme  n'est  autre  chose  qu'une  dé- 
composition du  nombre  exact  des  combinaisons  que  m  4-  /) 
objelspeuvent  donner  enles  prenant;?  à /?.  Cette  égalité  étant 
ainsi  démontrée,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  m  et  n 
qui  surpassent  le  nombre  p,  il  s'ensuit  (chapitre  XVII)  que 
ces  deux  fonctions  entière^  de  m  et  n  sont  identiques^  c'est- 
à-dire  composées  des  mêmes  ternies  en  //)  et  ^,  quek  que 
soient  m,  n  et  p. 

La  troisième  série  n'est  donc  autre  chose  que  y  [m  +  n). 
Mais  comme  on  a  démontré  (n^234)  que  par  le  procédé 
qui  l'a  produit  on  doit  trouver  ^{m)  y(«),  on  en  conclut 
rigoureusement  l'équation  (3). 

Dé  cette  équation  Èuler  a  déduit,  comme  nous  l'avons 
fait  (chapitre  XXIX),  k  désignant  un  nombre  entier  positif 
quelconque, 

(4)  ç(/7î)*=^(/-w). 

Cela  posé,  si  m  est  une  fraction  positive  quelconque p 
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[ualion  (4)  donnera,  en  faisant  k  =  r, 

oomme  ^  est  entier,  on  a     - 

u 

par  suite, 

f  (m)  =  (i  -*- j:)'*  =  (1  4-  ar)"*. 

D^où  il  résulte  que  le  développement  (1)  est  celui  de 
-h  x)*^  quand  m  est  un  nombre  positif  quelconque. 
Supposant  ensuite  m  négatif,  et  prenant  n  =  —  m,  Té- 
ition  (3)  donne 

(p(/l|)y(— m)  =  (p(o). 

Dr,  quand  m  z;:^  o,  la  fonction  cp  devient  (1)»  On  a  donc 


11 


9(w)  = 


Oinme  —  m  est  positif,  on  a 

i 

^(/w)  ==  (i  4-x)". 

^^où,  il  conclut  que  quelque  valeur  réelle  qu'on  donne 
on  a 

« 

(/  X  m  (m  —  1)    . 

^  1.2 

-i 0?"  -4-  ...  , 

1.2.  ..77 


.I,..t 
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et 

fn  (fn  —  i) 

^  ^  1.2 

Telle  est,  avec  les  légères  modifications  que  bous  iiv^iis 
indiquées^  la  dëmonstratioo  donnée  par  Ei^lan,  de.)s^ipr* 
mqle  qui  doni^e  dans  tous  les  cas  le  dérçloppefn^at^^^  1^ 
puissance  m  d'un  binôme,,  suiyai^t,  les  pi;ûa6ap,ces  ascen- 
dantes du  plus  petit  de  ses  deux  termes. 


».    -  1 


1     ' 

BÉVELÔPPiMEHT  W  lôg  (ï  V  Jt)*. 


;    »•  «  1  »    I  ■ 


262.  II  est  facile  de  déduire  ce  déVelopj^emènï'îde  celui 
de  (i -+- Jk?)"»  d'après'  la  formulé  donnée  par  ËUÎér,  ift  qjie 
nous  avons  démontrée  précédemment,  siVoîi'*:  '"''■'*  ^•'■'' 

lira.' ~ =iz/(t-|-a), 

quand  m  tend  vers  :feéro,  le  logarithme  étant  pris  dans  la 
base  de  Neper.  En  effet,  nous  avons 


■J.a      ^'"^ 


quel  que  soit  x\  d'où 

{\-\-xY — I  n^  —  ï   , 

m  1.2 

[m  —  i)...[m  —  (/2  —  i)] 


1 .2. .  .  /i . 

.  .  J  ■  . 

Faisant  tendre  m  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pau^"' 
mile 

et  celle  du  second  est  '  \ 

,t}        x^  .    a:" 


■■'2        ••  J     -»   ■■  -'-■'    "»!'■•  '■   .   ■'»    ■■ 
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onc 

l(t'hx)z=X H--7r  — ..i±— ± h.  .  . 

^  '  2         3  n        H-^i 

*èl  Wt  le  dëvelbppemcnt  du  logàritlimé  de  (i  -f-  x)  dans 
meè.  Maid  il  nb  faut  pas  oublier  que  la  Ibrlnule'  d*ôa 
été  tire  n*ëtant  exacte  que  quand  x  est  compris  ei^tre 
et  — ^^i,  il  sera  assujetti  lui-même  à  cette  condition  • 

S3.  La  formule  (6)  ne  serait  pas  propre  au  calcul  des 
rithmes  de  tous  les  nombres,  puisqu'elle  exige  que  i  +x 
compris  entre  o  et  2.  Mais  Euler  en  a  déduit  une  autre 
nojcn  de  .laquelle  des  calculs  aont  possibles.  '  -  >' 
hnugeant  d'abord  jt:  en  —  x  dans  (6)  et  retranchant  les 
c  équations,  on  obtient 

i [i  ^  x)  —  l {i  —  x)  ^  2  Ix -i-  ^  -h  '^  -h .  .  Ai 

3  très-convergente  si  x  est  très-petit, 
i  maintenant  un  pose 


1    # .    • 


=1-+--, 

I  —  X  z 

in  tirera 

I 

équation  précédente  deviendra 

1  L25-I-I  3^22H-l)^ 

5(2«-Mj»  J 

c  d'autant  plus  coavergentc  que  z  sera  plus  grand.  Elle 


i.  :i 
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exprime  la  différence  des  logarithmes  de  deux  nombires  dif- 
férant d'une  unité.  Elle  fera  donc  connaître  successivemenl 
les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers.  En  parlant 
de  ^  £=  I,  elle  .donnera  /a  par  une  série  déjà  assez  conter* 
gente,  puisque  ses  termes  sont  au-dessous  de  ceux  de  là  pro- 
gression dont  la  raison  serait  -  et  le  premier  terme -r*  Li 

convergence  augmente  rapidement  avec  z. 

On  formerait  donc  ainsi  une  Table  de  logàriibimes  dont 
la  base  serait  e.  Pour  passer  à  une:aulre  base  â,  il  faudrait 
diviser  ceux-ci  par  la.  Si,  par  exemple,  on  veut  construire 
une  Table  dont  la  base  serait  la  même  que  celle  du  système 
de  numération,  ce  qui  est  très-important  pour  la  facilité 
des  calculs,  il  faudrait  diviser  les  logarithmes  calculés  au 
moyen  de  la  formule  (7)  par  /ioou/2-|-/5,  dont  la  va- 
leur est 

/  I  o  r=:  2 ,  3o25  SSog  2994 . . . , 

ou  encore  les  multiplier  par  - — ^  qu'on  appelle  le  module, 
et  dont  la  valeur  est 

ziz:  o ,  434  294  482 .... 

Nous  nous  bornerons  à  ces  premières  indications  sur  la 
construction  des  Tables.  On  a  trouvé  des  procédés,  non  pas 
plus  sûrs,  mais  plus  rapides,  pour  arriver  au  même  résul- 
tat; ce  ne  serait  pas  ici  qu'ils  pourraient  être  exposés,  et 
d^ ailleurs  ces  détails  spéciaux  nous  écarteraient  un  peu  trop 
de  notre  objet. 

.  264.  Nous  pourrions  traiter  beaucoup  d'autres  questions 
importantes  relatives  à  la  science  pure  des  nombres ^  Mais 
les  applications  de  ces  théories  à  la  Géométrie  eif  aug- 
mentent tellement  l'intérêt,  et  contribuent  tellement  à  en 
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itir  l'utilité,  qu'on  se  priverait  d'un  grand  avan- 
reslant  trop  longtemps  dans  l'abstraction  pure.  Il 
:  beaucoup  de  ces  théories  sont  dues  à  des  questions 
lélrie,  pour  la  solution  desquelles  elles  ont  été  in* 
et  la  marche  de  Tesprit  humain  serait  méconnue 
éparait  trop  les  méthodes  des  problèmes  qui  les  ont 
re.  Nous  croyons  donc  nécessaire  de  passer  main- 
l'étude  rapide  de  la  Géométrie,  pour  arriver  le  plus 
ibie  à  l'application  mutuelle  de  ces  deux  sciences, 
it  augmenté  la  puissance  de  l'une  et  de  l'autre. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

CABLISSEMENT  DES  PREMIÈRES  PROPOSITIONS 

DE  LA  GÉOMÉTRIE. 


l65.  La  Géométrie  est  la  science  de  Tétendue,  c'esl- 
ire  Tensemble  des  rapports  nécessaires  qui  dérivent  de 
tature  de  l'étendue. 

lette  nature  est  déterminée  pour  nous  par  un  petit 
ibre  de  notions  premières  que  nous  acquérons  par 
servation  et  la  réflexion.  Nous  avons  indiqué  les  prin- 
lies,  nous  réservant  d'en  introduire  quelquefois  de  nou- 
es, lorsqu'elles  seront  naturellement  amenées  par  le 
sloppement  de  la  science. 

fous  avons  distingué  les  différentes  espèces  de  grandeurs 
se  présentent  dans  la  considération  de  l'étendue;  ce 
t  :  les  solides,  les  surfaces  qui  les  terminent,  les  lignes 
imites  de  portions  de  ces  surfaces,  les  angles. 
In  des  principaux  objets  de  la  science  est  la  mesure  de 
grandeurs,  ou  la  détermination  de  leurs  rapports  nu- 
riques  avec  une  grandeur  de  leur  espèce,  prise  pour 
lé;  en  d'autres  termes,  c'est  Texpression  de  ces  difïé- 
tes  grandeurs  en  nombres. 

20. 
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Mais  il  ne  faut  pas  croire  que  la  Géométrie  n*ait  pas 
d'autre  objet,  et  que  toutes  les  propositions  doivent  con- 
verger vers  ce  but  unique  ;  et  les  auteurs  qui  en  donnent 
cette  c[éfinitîon  la  restreignent  beaucoup  trop.  On  peut 
bien  composer  des  ouvrages  où  l'on  ne  se  propose  pas  autre 
chose  ;  mais  la  science  en  elle-même  est  indépendante  des 
points  de  vue  plus  ou  moins  limités  sous  lesquels  il  con- 
vient à  tel  homme  de  T  envisager.  Elle  comprend  tous  les 
rapports  résultant  de  la  nature  de  l'étendue.  La  mesure 
des  grandeurs  comprend  quelques-uns  de  ces  rapports, 
mais  il  en  est  une  infinité  d'autres  qui  n'y  ont  pas  trait 
directement.  Et  ces  derniers  peuvent  y  être  indirectement 
utiles,  en  offrant  des  moyens  nouveaux  de  comparaison, 
qu'on  n'a  peut-être  pas  encore  aperçus,  et  qu'on  recon- 
naîtra un  jour.  Ils  peuvent  aussi  servir  dans  les  applica- 
tions de  la  Géométrie  à  d'autres  sciences,  comme  on  l'a 
souvent  reconnu,  longtemps  après  leur  découverte. 

Il  ne  faut  donc  négliger  aucune  vérité  intéressante  par 
elle-même,  indépendamment  de  toute  utilité  pratique. 
Outre  le  plaisir  que  l'on  éprouve  toujours  à  apprendre 
quelque  chose  de  nouveau,  il  y  a  l'avantage  incontestable 
d'accroître  ses  facultés  intellectuelles  par  l'usage  bien 
dirigé  qu'on  en  fait  5  et  si  Ton  pouvait  suivre  l'effet  de 
toutes  les  influences  sur  le  développement  de  Tesprit,  on 
reconnaîtrait  souvent  la  part  que  les  méditations  de  la 
science  abstraite  pourraient  revendiquer  dans  le  talent 
du  penseur,  de  l'orateur  ou  de  l'écrivain. 

266.  Le  nombre  des  vérités  géométriques  distinctes  ne 
peut  être  assigné,  et  Ton  ne  pourra  jamais  avoir  la  pré- 
tention de  connaître  la  science  entière.  Chaque  vérité  nou- 
velle peut  donner  lieu  à  de  nouvelles  déductions,  et  ac- 
croître le  nombre  des  combinaisons  propres  à  constituer  de 
nouvelles  questions  5  de  sorte  que  l'on  ne  conçoit  pas  la 
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possibilité  d'épuiser  jamais  la  matière.  Mais  les  Traités 
élémentaires  ne  doivent  pas  même  avoir  pour  objet  de  faire 
connaître  tout  ce  que  l'on  sait^  ils  doivent  faire  connaître^ 
en  partant  des  notions  premières,  les  propositions  dont 
Tapplication  est  la  plus  fréquente,  et  les  méthodes  les  plus 
générales  pour  la  résolution  des  diverses  questions  que  la 
science  peut  présenter.  Le  cadre  dans  lequel  de  pareils  ou- 
vrages doivent  être  renfermés  n'est  donc  pas  bien  déter- 
miné; ils  sont  le  commencement  de  la  science,  et  Ton  peut 
les  arrêter  où  Ton  veut.  Ce  qui  vient  après  se  désigne 
quelquefois  sous  le  nom  de  Géométrie  transcendante,  de 
Géométrie  supérieure.   Ces   dénominations  disparaîtront 
sans  doute,  parce  qu'elles  n'expriment  réellement  rien^ 
ellt3s  s'appliquent  seulement  aux  théories  qui  suivent  celles 
auxquelles  quelques  auteurs  ont  limité  les  ouvrages  qu'ils 
5ot  appelés  Éléments. 

DES    PREMIERES    PROPOSITIONS    DE    LÀ    GÉOMÉTRIE.' 

267.  Nous  avons  dit  que  souvent  des  vérités  se  présen- 
^x^t  à  nous,  sans  être  prévues  ni  cherchées  ;  soit  comme 
^ductions  d'autres  vérités  connues,  soit  comme  pressenties 
^^r  des  analogies  vagues,  ou  par  le  sentiment  des  situations 
^^  des  formes.  C'est  surtout  dans  les  commencements  de  la 
^ienceque  ce  sentiment  conduit  à  des  connaissances  qui, 
^oxir  la  plupart  des  hommes,  n'ont  pas  besoin  de  démons- 
tration en  règle. 

Qui  doutera,  par  exemple,  que  dans  un  plan  on  puisse, 
^1^  un  point  d'une  droite,  en  mener  une  autre  qui  ne  soit 
P^s  plus  inclinée  sur  elle  d'un  côté  que  de  l'autre,  et  que 
cette  seconde  soit  unique?  Qui  ne  sentira  que,  d'un  point 
extérieur  à  la  première  droite,  on  peut  en  abaisser  une  qui 
&oit  également  inclinée  des  deux  côtés  sur  elle;  que  cette 
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perpendiculaire  est  unique,  et  plus  courte  que  toute  obli- 
que*, que  les  obliques  vont  en  croissant,  à  mesure  quelles 
s'éloignent  de  la  perpendiculaire,  et  sont  de  même  longueur 
de  part  et  d'autre,  à  égale  distance  de  celle-ci  ;  que  dans  un 
triangle  qui  a  deux  côtés  égaux,  les  angles  opposés  le  sont 
aussi,  et  réciproquement?  A  quel  enfant  ne  s*est<pas  pr^en- 
tée  l'idée  de  deux  lignes  droites,  ])artout  également  distantes, 
et,  par  conséquent,  ne  pouvant  se  rencontrer,  quelque  loin 
qu'on  les  prolonge?  et  cette  idée  n'était-elle  pas  accom- 
pagnée invinciblement  du  sentiment  que,  par  un  même 
point,  on  n'en  peut  mener  qu'une  seule  qui  soit  dans  cette 
situation  par  rapport  à  une  droite  donnée?  Qui  n'est  pas 
porté  à  admettre  la  possibilité  qu'un  quadrilatère  ait  ses 
quatre  angles  droits  :  et  qui  n'en  conclurait  la  possibilité  de 
comparer  les  surfaces  de  deux  pareilles  figures,  en  les  dé* 
composant  en  carrés  égaux?... 

Il  serait  trop  long  d'énumérer  toutes  les  propositions  qui 
se  présentent  d'elles-mêmes  à  l'esprit,  et  dont  la  vérité  ne 
parait  douteuse  à  personne  au  premier  abord,  mais  cepen- 
dant qu'on  sent  qu'il  faut  établir  plus  solidement,  quand 
on  a  reconnu  par  sa  propre  expérience  qu'une  manière 
aussi  légère  d'accepter  des  vérités  conduisait  quelquefois 
à  des  erreurs.  Alors  les  propositions  admises,  ou  seulement 
soupçonnées,  ont  été  prises  comme  des  théorèmes  à  démon* 
Irer,  et  placées  au  point  de  départ  de  la  science,  en  s'assu- 
jettissant  à  la  condition  que  chacune  d'elles  ne  s'appuie 
que  sur  celles  qui  la  précèdent. 

Cette  condition  relative  à  l'ordre  dans  lequel  les  propo- 
sitions sont  disposées  doit  être  observée  jusqu'à  la  fin  de 
l'ouvrage  où  une  science  quelconque  est  exposée,  afin 
qu'on  soit  bien  assuré  que  chacune  de  ces  propositions  est 
la  conséquence  des  notions  premières  admises  comme  évi- 
dentes, et  de  vérités  démontrées  5  et  que  c'est  dans  cet  ordre 
qu'il  faut  les  étudier,  si  l'on  veut  être  sûr  que,  pour  com- 
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endre  chaque  démoustration,  ou  n'aura  besoin  d'avoir 
cours  qu'à  ce  que  Ton  sait  déjà.  Et  ce  que  nous  disons  là 
l'exposition  d'une  science  à  partir  des  premiers  prin* 
)es,  doit  s'entendre  de  toute  théorie  composée  de  propo- 
ioDS  dépendant  les  unes  des  autres,  et  fondée  sur  les  élé- 
;nts  admis  généralement,  et  qu'il  n'est  plus  nécessaire  de 
icuter. 

268.  Dans  quelques-unes  des  propositions  que  nous  ve- 
ns  d'énoncer,  on  a  à  démontrer  l'égalité  de  deux  lignes 
)ites.  Cette  question  se  présente  très-fréquemment,  soit 
cnme  but,  soit, comme  intermédiaire.  Le  moyen  qu'on 
iploie  le  plus,  ordinairement  à  cet  effet,  consiste  à  faire 
sorte  que  ces  lignes  soient  des  côtés  de  triangles  dont 
peut  démontrer  l'égalité,  indépendamment  des  côtés  en 
estion,  et  d'après  les  données  immédiates  ou  leurs  con- 
[uences.  Aussi  les  conditions  d' égalité  des  triangles  font 
rtie  des  premières  quesUons  dont  on  s'occupe  après  Téta- 
ssement  des  axiomes.  La  superposition,  qui  est  le  moyen 
léral  de  s'assurer  de  l'égalité  des  quantités  géométriques, 
t  reconnaître  immédiatement  que  deux  triangles  sont 
mx  quand  ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
^8  respectivement  égaux*,  ou  encore  quand  ils  ont  un 
é  égal  adjacent  à  deux  angles  respectivement  égaux.  Il 
un  troisième  cas  d'égalité  qui  ne  peut  se  démontrer  par 
uperposition  immédiate  :  c'est  celui  où  les  deux  triangles 
tles  trois  côtés  respectivement  égaux.  On  ne  peut  alors 
re  coïncider  qu'un  seul  côté  avec  son  homologue;  et 
urne  on  n'a  pas  de  donnée  sur  les  angles,  la  direction  des 
tes  côtés  reste  incertaine,  et  la  possibilité  de  leur  super- 
ition  n'est  pas  établie.  On  est  obligé  de  recourir  à  d'autres 
^positions  intermédiaires,  et  d'arriver  par  un  détour  à 
iémonstration  de  ce  troisième  cas,  qui  n'est  pas  d'une 
indre  utilité  que  les  deux  autres.  Ces  intermédiaires, 
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inattaquables  dans  la  Géométrie  d'Euclide,  sont  différents 
dans  la  plupart  des  Traités  modernes,  où  l'on  définit  la 
ligne  droite  le  plus  court  chemin  d^un  point  à  un  autre, 

Nous  ayons  donné  les  raisons  pour  lesquelles  nous  ne 
regardions  pas  cette  définition  cpmme  acceptable;  et  nous 
rejetons,  par  conséquent,  toute  démonstration  fondée  sur 
elle.  Les  Traités  dont  nous  venons  de  parler  sont  donc,  à 
notre  avis,  entièrement  défectueux. 

Mais  cette  importante  propriété  de  la  ligne  droite, 
n'étant  pas  prise  par  Euclide  comme  définition,  a  dû  être 
démontrée  ou  acceptée  comme  axiome.  Heureusement  ce 
grand  géomètre  n'a  pas  été  obligé  de  la  placer  dans  cette 
dernière  catégorie,  et  il  l'a  déduite  de  propositions  fondées 
sur  les  notions  premières  dont  nous  avons  parlé  précé- 
demment. 

L'importance  qu'il  y  a  à  établir  clairement  et  sans  réti- 
cence les  premières  vérités  déduites  des  axiomes,  et  à  ne 
laisser  aucune  obscurité  à  l'entrée  de  la  science,  nous  en- 
gage à  faire  connaître  avec  quelque  détail  Tordre  et  l'en- 
cbainement  des  propositions  par  lesquelles  commencent  les 
Éléments  (T Euclide^  et  ceux  qui  paraissent  les  avoir  rem- 
placés chez  nous,  je  veux  dire  les  Éléments  de  Legendre, 
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269.  Deux  triangles  sont  égaux ,  quand  ils  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  o. 
chacun, 

La  démonstration  se  fait  immédiatement  par  la  super- 
position. 

270.  Dans  les  triangles  isocèles ,  les  angles  à  la  base 
sont  égaux,  et,  si  on  prolonge  les  côtés  égaux,  les  angl^ 
sous  la  base  seront  aussi  égaux. 
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Soient  AB,  AC  les  deux  côtes  égaux  du  triangle  ABC; 
BD,  CE  leurs  prolongements  (fig*  i).  Prenant  BF=  CH, 
les  deux  triangles  ACF,  ABH  seront  égaux,  comme  ayant 
un  angle  égal  A  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ; 

Fig.   I. 


donc  BH  =  CF,  et  les  angles  H  et  F  seront  aussi  égaux.  Il  en 
résulte  que  les  triangles  BCH^  BCF  seront  égaux,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  respectivement 
égaux  *,  et,  par  conséquent,  les  angles  BCF^  CBH  le  seront, 
ainsi  que  BCH,  CBF.  Cette  dernière  égalité  prouve  la  se- 
conde partie  du  théorème  énoncé  \  et  la  précédente  en 
prouve  la  première,  parce  que,  les  deux  angles  égaux  qu'on 
y  considère  étant  retranchés  respectivement  des  deux  an- 
gles ACF,  ABH,  qui  sont  égaux  comme  homologues  dans 
les  triangles  égaux  ACF,  ABH,  les  restes  ABC,  ACB,  qui 
sont  les  angles  à  la  base  du  triangle  ABC,  seront  égaux. 

Telle  est  la  démonstration  d'Euclide.  On  s'étonnera 
peut-être  que  de  Tégalité  des  angles  de  la  base  avec  les  pro- 
longements des  côtés  il  n'ait  pas  conclu  l'égalité  des  angles 
adjacents,  qui  sont  ceux  du  triangle.  Cela  tient  à  ce  qu'il  a 
placé  un  peu  plus  loin  les  considérations  relatives  aux 
angles  adjacents  formés  par  des  droites  qui  se  rencontrent; 
au  reste,  sa  démonstration  n'en  est  pas  beaucoup  allongée. 

Mais  on  peut  faire  une  remarque  plus  importante  sur  cette 
démonstration.  Euclide  n'aurait  eu* besoin  d'aucune  con- 
struction, si,  au  lieu  des  points  F,  H,  il  avait  simplement 
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considéré  B  et  G.  Les  deux  triangles  dont  il  démontrait  d'a- 
bord Tégalité  auraient  été  ABC,  ÂCB,  c'est-à-dire  lé  même 
triangle;  les  angles  homologues  dont  il  concluait  T^alilé, 
au  lieu  d'être  ACF,ÂBH,  auraient  été  ACB,  ABC,  c'est-à- 
dire  les  angles  mêmes  du  triangle.  Quant  aux  angles  formés 
par  les  prolongements,  leur  égalité  résulte  de  celle  de  leurs 
adjacents,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement  par  la 
superposition  des  figures,  et  je  pense  qu'Euclide  aurait  pu 
placer  cette  dernière  proposition  dès  le  commencement. 

271.  Si  deux  angles  d^un  triangle  sont  égaux  entre 
euXj  les  côtés  opposés  à  ces  angles  seront  égaux. 

Euclide  emploie  ici  la  réduction  à  T^bsurde.  Si  les  deux 
côtés    AB,  AC,   opposés   aux    angles    égaux  B  et  C  du. 
triangle  ABC  (fig*  2),  ne  sont  pas  égaux,  Tun  sera  plus 
grand  que  l'autre.  Soit  AB  le  plus  grand  ;  prenant  BD  =  AC. 


_-^t 


les  deux  triangles  DBC,  ACB  auront  un  angle  égal  compri 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  :  car  l'angle  B  d 
premier  est  compris  entre  les  deux  côtés  BD,  BC,  qui  son 
respectivement  égaux  aux  côtés  CA,  CB  qui  comprennen  — ^^ 
l'angle  égal  ACB  dans  le  second.  Ces  deux  triangles  de^ — -  " 
vraient  donc  être  égaux,  ce  qui  est  absurde,  puisque  l'u 
fait  partie  de  l'autre  :  la  supposition  d'où  l'on  est  parti  e 
donc  fausse,  et,  par  conséquent,  les  côtés  AB,  AC  se 
égaux . 
Nous  ferons  ici  la  même  remarque  que  pour  la  démoni 
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tration  précédente.  II  eût  été  beaucoup  plus  simple  de  con- 
sidérer encore  le  triangle  ABC  sous  deux  aspects  différents  : 
[  ^  comme  ayant  le  côté  6C  adjacent  aux  deux  angles  6,  C  ; 
à^  comme  ayant  le  côté  égal  CB  adjacent  aux  angles  C,  B 
respectivement  égaux  à  B,  C.  Détachant  parla  pensée  le 
riangle  ACB,  on  le  fera  coïncider  avec  ABC,  eu  appli- 
[uant  son  côté  CB  sur  Fégal  BC,  et  alors  le  côté  CA  coin- 
:idera  avec  BA  ;  ils  sont  donc  égaux. 

Mais  cette  démonstration  suppose  la  proposition  que 
leux  triangles  sont  super posables,  quand  ils  ont  un  côté 
fgal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  :  et 
î^ùclide  l'a  reportée  plus  loin,  quand  il  était  si  facile  de 
"établir  immédiatement,  comme  l'a  fait  Legendre.  Il  ne 
iaut  pas  méconnaître,  cependant,  qu'il  a  eu  un  motif  pour 
placer  ce  théorème  après  quelques  autres  ;  il  lui  a  donné 
me  plus  grande  extension,  en  considérant  deux  cas  :  celui 
>ù  le  côté  égal  est  adjacent  aux  deux  angles  égaux,  comme 
lous  l'avons  supposé,  et  celui  où  il  est  opposé  à  l'un  de  ces 
:ngles;  et  ce  dernier  ne  pouvait  se  démontrer  par  une 
impie  superposition. 

272.  Deux  points  étant  donnés  sur  une  droite,  il  rie 
?etit  exister  d^un  même  côté  de  cette  droite  deux  points 
jiii^  joints  aux  deux  premiers,  donnent  des  longueurs 
"espectiifement  égales, 

Euclide  emploie  encore  ici  la  méthode  de  réduction  à 
'absurde.  Il  suppose  qu'il  existe  deux  points  dont  les  dis- 
;ances  aux  deux  autres  soient  respectivement  égales,  et 
iiscute  la  question  dans  les  deux  conditions  où  ils  peuvent 
je  trouver  d'un  même  côté  de  la  droite  donnée.  Les 
triangles  isocèles  auxquels  cette  hypothèse  donne  nais- 
sance donneraient  lieu  à  des  égalités  d'angles  qui  amènent 
facilement  à  des  absurdités  ;  d'où  il  conclut  l'absurdité  de 
l'hypothèse. 
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Cette  proposition  le  conduit  immédiatement  à  la  sui- 
vante, qui  constitue  le  troisième  cas  d'égalité  des  triangles. 

273.  Deux  triangles  sont  égaux ^  quand  ils  ont  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun, 

274.  Lorsque  deux  droites  se  coupent,  la  somme  des 
angles  adjacents  est  égale  à  deux  droits,  et  réciproque- 
ment :  les  angles  opposés  sont  égaux, 

Euclide  n'a  pas  cru  devoir  démontrer  que  tous  les  aDgIes 
droits  sont  égaux.  Il  a  regardé  sans  doute  comme  évident, 
qu'en  un  point  d'une  ligne  située  dans  un  plan  donné,  on 
n'en  peut  mener  qu'une  seule  dans  ce  même  plan,  qui 
fasse  des  angles  égaux  avec  les  deux  côtés  de  cette  ligne;  ou, 
en  d'autres  termes,  que,  dans  un  plan  donné,  on  ne  peut 
concevoir  qu'une  seule  perpendiculaire  à  une  droite  en  un 
de  ses  points.  Si  maintenant  ou  considère  deux  droites  dif- 
férentes, et  sur  chacune  une  perpendiculaire,  les  angles 
droits  formés  par  les  deux  premières  seront  évidemment  les 
mêmes  que  ceux  que  forment  les  deux  autres  :  car  si  l'on  fait 
coïncider  le  point  de  rencontre  de  celles-ci  avec  le  point 
de  rencontre  des  premières,  qu'ensuite  on  applique  l'une 
sur  l'autre  les  deux  droites  sur  lesquelles  sont  élevées  les 
perpendiculaires,  ces  dernières  se  confondront,  puisqu'on 
ne  peut,  sur  une  même  droite,  élever  qu'une  seule  perpen- 
diculaire en  un  point  donné  :  les  angles  droits  de  l'un  des 
systèmes  sont  donc  égaux  à  ceux  de  l'autre.  Ces  raisons, 
développées  dans  certains  Traités  avec  un  peu  de  prolixité, 
Euclide  n'a  pas  jugé  nécessaire  de  lés  mentionner,  et  il  a 
admis  comme  évidente  l'égalité  de  tous  les  angles  formés 
par  des  droites  perpendiculaires. 

275.  Si  Von  prolonge  un  côté  d^un  triangle,  Sangle 
extérieur  sera  plus  grand  que  chacun  des  intérieurs  op- 
posés. 
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Soit  le  triangle  ABC  (fig.  3) ,  CD  le  prolongement  de  BC  ; 
joignons  le  point  B  au  milieu  E  de  AC,  et  prolongeons  BE 
de  £F  égal  à  BE^  les  triangles  CEF,  ABE  seront  égaux, 


oomme  ayant  un  angle  égal  en  E  compris  entre  côtés  res- 
pectivement égaux  ;  les  angles  A  et  ACF  seront  donc  égaux  : 
nais  ce  dernier  est  plus  petit  que  ACD^  puisque  le  point  F  est 
clans  l'angle  ACD,  vu  que  la  ligne  BE,  prolongée  indéfini- 
ment, ne  peut  venir  recouper  la  droite  BD,  avec  laquelle 
elle  a  déjà  un  point  commun  B  :  donc,  V^^^g^^  intérieur  A, 
opposé  au  côté  prolongé,  est  aussi  plus  petit  que  Fangle 
extérieur  ACD  :  ce  qu'il  fallait  prouver. 

Quant  au  second  angle  ABC,  qui  est  adjacent  à  la  base^ 
on  fera  une  démonstration  semblable,  en  prolongeant  le 
côté  AC,  auquel  il  est  opposé,  et  considérant  l'angle  exté- 
rieur BCH*,  l'angle  ABC  sera  donc  plus  petit  que  BCH,  et, 
par  conséquent,  que  ACD,  qui  lui  est  égal  comme  opposé 
au  sommet. 

276.  Dans  tout  triangle ,  la  somme  de  deux  angles 
quelconques  est  moindre  que  deux  droits. 
Soient  les  deux  angles  B,  C  du  triangle  ABC  [fig*A)\ 

Fig.  4. 


prolongeons  CB,  les  deux  angles  adjacents  ABD  et  ABC  ont 
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pour  somme  deux  droits,  mais  Textérieur  ABD  est  plus 
grand  que  C  \  donc  la  somme  des  deut  angles  B  et  C  du 
triangle  est  moindre  que  deux  droits. 

277.  Si  deux  côtés  d^un  triangle  sont  inégaux,  V angle 
opposé  au  plus  grand  sera  le  plus  grand. 

Soit  AC  >  AB  (^g,  5)  -,  prenons  AD  =  AB,  le  trian- 
gle ABD  sera  isocèle,  et,  par  conséquent,  les  angles  ABD, 


Fig.  5. 


ADB  seront  égaux.  Mais  l'angle  ABC  est  plus  grand  qu 
ABD;  et  ADB,  comme  extérieur  au  triangle  BDC,  est  pi 
grand  que  C  :  donc,  à  plus  forte  raison,  on  a  ABC  >  C.  C 
qu'il  fallait  démontrer. 


278.  Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  inégaux,  le  c6 
opposé  au  plus  grand  sera  le  plus  grand. 

Euclide  emploie  encore  ici  la  méthode  de  réduction  ^ 

Tabsi^rde,  et  suppose  que  la  contradictoire  de  la  propositio  -^•n 
énoncée  soit  vraie  :  c'est-à-dire  que  le  côté  opposé  au  pli^^^s 
grand  des  deux  angles  n'est  pas  plus  grand  que  l'autre.  Il 
aura  alors  deux  cas  possibles  :  ou  il  sera  plus  petit  que  c 
autre,  ou  il  lui  sera  égal.  Or,  s'il  était  plus  petit,  Tang 
opposé  serait  le  plus  petit  des  deux,  d'après  la  propositio 
précédente,  et  cela  est  contraire  à  l'hypothèse.  S'il  éta 
égal,  les  deux  angles  seraient  égaux,  ce  qui  est  encore  co 
traire  à  l'hypothèse.  Donc,  si  la  contradictoire  était  vrai^^-  ^. 
elle  conduirait  nécessairement  à  des  conséquences  fausses^       sj 
donc  elle  n'est  pas  vraie,  et,  par  conséquent,  la  propos        ^^ 
l'est. 
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Nous  donnons  avec  quelque  détail  cette  démonstration 
bien  facile,  pour  mettre  en  évidence  la  méthode  générale 
dont  elle  est  une  application.  ' 

279.  Dans  tout  triangle,  un  côté  quelconque  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Soit  le  triangle  ABC  {Jig'  6)  ;  BC  l'un  quelconque  de 
ses  côtés*,  prolongeons  BA  de  AD  =  AC^  le  triangle  CAD 

Fig.  6. 


sera  isocèle,  et  les  angles  D  et  ACD  seront  égaux  ;  il  en  ré- 
sultera BCD^D,  et,  par  conséquent,  dans  le  triangle  BCD, 
le  côté  BD  sera  plus  grand  que  BC,  comme  étant  opposé  à 
un  plus  grand  angle.  Mais  BD  =  BA  -+-  AC.  Donc  la  somme 
des  deux  côtés  BA,  AC  du  triangle  ABC  est  plus  grande 
que  le  troisième  :  ce  qu'on  se  proposait  de  démontrer. 

280.  Corollaire,  —  Il  résulte  de  là  qu  uue  ligne  droite 
est  plus  courte  que  toute  ligne  brisée  ayant  les  mêmes  ex- 
trémités. Soit,  en  eâet  (Jig*  7),  la  droite  AB  et  la  ligne 
brisée  AEDCB.  Menons  les  diagonales  AC,  AD.  D'après  ce 


qui  vient  d'être  démontré,  AB  sera  plus  petit  que  BC  -h  AC  ; 
AC  sera  plus  petit  que  DC  + AD,  et  AD  plus  petit  que 
ED  -i-EA.Donc  AB  sera  plus  petit  queBC-f-CD-f-DE-|-EA. 
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Donc  la  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à 
un  autre,  en  ne  considérant  toutefois  que  des  routes  com- 
posées de  lignes  droites  en  nombre  quelconque.  Cette  pro-* 
position  se  généralisera  plus  tard,  lorsque  nous  parlerons 
des  lignes  courbes. 

281.  Autre  corollaire»  —  Il  résulte  de  là  que,  si  d'un 
point  A  à  un  point  B  [fig»^) ,  on  conçoit  dans  un  même  plan 
une  ligne  brisée  ACDEFB,  composée  d'un  nombre  quel- 

Fig.  8. 


conque  de  côtés  rectilignes,  tels  qu'un  quelconque  d'entre 
eux  prolongé  ne  pénètre  pas  dans  l'intérieur  du  polygone 
fermé  par  AB,  la  somme  des  côtés  composant  cette  ligne^^ 
brisée  sera  moindre  que  celle  des  côtés  de  la  ligne  brisé 
AMNPQRB,  terminée  aux  mêmes  extrémités  A,  B,  et  situé 
complètement  en  dehors  du  polygone  ACDEFB,  qui 
trouve  enveloppé. 

Nous  n'en  rajiporterons  pas  la  démonstration,  qui  découl 
naturellement  de  la  proposition  précédente. 

282.  Si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacun  c: 
chacun  y  et  que  V  angle  compiis  entre  les  premiers  soit  plu. 
grand  que  celui  qui  est  compris  par  les  seconds,  le  troi 
sième  côté  du  premier  sera  plus  grand  que  le  troisième 
côté  du  second^  et  réciproquement, 

283.  Deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  deu. 
angles  égaux  chacun  à  chacun  et  un  côté  égal  adjacei 
à  ces  deux  angles,  ou  opposé  à  un  angle  égal. 


I 
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284.  Si  une  droite  tombant  sur  deux  autres  droites 
fciit  des  angles  alternes  cgaux^  ces  deux  droites  seront 
patrallèles. 

Soient  les  deux  droites  AB,  CD,  et  une  troisième  EF  fai- 
saxit  avec  elles  les  angles  égaux  AEF,  EFD  {fig*  9).  Si 
A  B  et  CD  se  rencontraient,  par  exemple^  en  Z,  Tangle  AEF, 


^'^ctérieur   au  triangle  EFZ,  devrait  être   plus  grand  que 

^^gle  intérieur  EFZ;   ce  qui  serait  contre  l'hypothèse. 

V«^s   deux'droiles  ne  peuvent  donc  se  rencontrer,  et  comme 

elles  sont  supposées  dans  le  même  plan,  elles  sont  parallèles. 

On  pourrait  énoncer  d'une  autre  manière  les  données 

^^  cette  question,  et  dire  que  :  lorsque  la  somme  des  angles 

^^térieurs  d'un  même  côté  est  égale  à  deux   droits,   les 

lignes  sont  parallèles. 

285.  Postulatum  d^Euclide.  —  Nous  venons  de  dé- 
'Montrer  que,  lorsqu'une  droite  tombant  sur  deux  autres 
*^ns  un  même  plan  fait  d'un  même  côté  la  somme  des 
**^gles  intérieurs  égale  à  deux  droits,  les  deux  lignes  sont 
Parallèles.  Or,  Euclide  demande  qu'on  accorde  comme 
^'^îcient  que,  si  cette  somme  est  différente  de  deux  droits, 
'^s  deux  lignes  se  rencontrent,  du  côté  où  elle  est  moindre. 

On  voit  que  c'est  comme  si  l'on  admettait  que,  par  un 
Pf^îiit,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  droite  parallèle  à 
^^e  droite  donnée.  C'est  en  cela  que  consiste  réellement  ce 
^^lèbre  postulatum, 

286.  Une  droite  qui  rencontre  deux  parallèles  fait 
^^^o  elles' des  angles  intérieurs  dont  la  somme  est  égale  à 

ai 
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deux  droits;  ou,  en  d^ autres  termes,  les  angles  alternes 
sont  égaux.  / 

En  efîet,  si  cette  somme  élait  différente  de  deux  droits, 
les  lignes  se  rencontreraient,  d'après  le  postulatum.  Or, 
c'est  contre  Thypotlièse.  Donc  elle  n'est  pas  différente  de 
deux  droits. 

287.  Za  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle  est 
égale  à  deux  droits. 

Soit  un  triangle  quelconque  ABC  (fig*  lo)  ;  prolongeons 
un  de  ses  côtés  BC»  et  menons  dans  Tanglc  ACD,  qui  est 


plus  grand  que  A,  une  ligne  CE  faisant  un  angle  ACE 
égal  à  A;  elle  sera  parallèle  à  BA,  d'après  une  proposition 
précédente.  Donc  les  angles  ECD,  ABC  seront  égaux.  Ce 
qui  prouve  d'abord  que  Tangle  extérieur  est  toujours  égal 
à  la  somme  des  deux  intérieurs  opposés  ^  en  second  lieu, 
en  ajoutant  le  troisième  angle  ACB,  la  somme  des  trois 
angles  du  triangle  sera  égale  à  ACD  +  ACB  ou  à  deux 
angles  droits.  c.  q.  f.  d. 

Cette  proposition  conduit  immédiatement  à  la  somme 
des  angles  d'un  polygone,  en  le  décomposant  en  triangles. 

288.  Dans  tout  parallélogramme  les  côtés  opposés  sont 
égaux ^  les  angles  opposés  sont  égaux;  les  diagonales  le 
partagent  chacune  en  deux  triangles  égaux,  et  se  par* 
tagent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

289.  Les  parallélogrammes  construits  sur  des  bases 
égales  et  entre  les  mêmes  parallèles  sont  équivalents. 
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JEt  les  triangles  seront  aussi  équivalents  dans  les  mêmes 
H>nditionSy  parce  quHls  seront  les  moitiés  de  parallélo^ 
jrammes  équii^alents. 

Telles  sont  les  principales  propositions  qui  composent 
e  premier  livre  d'Euclide.  On  peut  dire  de  la  plupart 
IVntre  elles  qu'on  en  sent  l'exactitude  aussitôt  qu'dles 
[>nt  énoncées,  et  qu'elles  ont  du  se  présenter  d'elles-mêmes 
ceux  qui  se  sont  occupés  de  figures  tracées  sur  un  plan. 
fais  la  démonstration  rigoureuse  était  nécessaire,  et,  sous 
e  rapport,  le  livre  des  Éléments  ne  laisse  rien  a  désirer. 
1  a  servi  de  modèle  à  tous  ceux  qui  ont  écrit  sur  cette  man- 
ière, et  sera  toujours  considéré  comme  un  des  plus  beaux 
dcouments  de  Fantiquité. 

Comparons-le  maintenant  à  l'ouvrage  qui,  depuis  près 
Tan  siècle,  est  la  base  de  renseignement  de  la  Géométrie 
n  France;  et  voyons  si,  sous  le  rapport  des  notions  pre- 
aières  et  de  leurs  conséquences  immédiates,  il  y  a  eu 
progrès  d'Euclide  à  Legendre. 

DES     PREMIEIIES     PROPOSITIONS     DE    LÀ     GÉOMÉTRIB     . 

DE    LEGENDRE. 

290.  Legendre  définit  la  ligne  droite  le  plus  court  che- 
nin  d^un  point  à  un  autre.  11  admet  qu'on  n'en  peut 
Dener  qu^une  seule  entre  deux  points  donnés,  mais  il 
aisse  incertain  si  elle  peut  avoir  plusieurs  prolongements  \ 
L'autres  auteurs  estimés  admettent  l'idée  plus  complète, 
[ne  par  les  deux  mêmes  points  il  ne  peut  passer  qu'une 
«nie  ligne  droite  indéfinie. 

Nous  ne  reproduirons  pas  les  raisons  qui  nous  ont  fait 

'^eter  cette  définition,  et  nous  devons,  en  conséquence^ 

"^«garder  les  principes  de  la  Géométrie  comme  mal  établis 

^ar  Legendre. 

21. 
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L^ordre  et  la  démonstration  des  premiers  théorèmes  ne 
sont  pas  lès  mêmes  que  dans  Euclide,  qui  ne  pouvait  adr 
mettre  sans  le  prouver  qu'un  côté  d'un  triangle  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres;  Cette  proposition,  qui 
est  pour  Legendre  une  conséquence  de  sa  définition  de  la 
ligne  droite,  lui  permet  de  donner  un  autre  tour  aux  dé- 
monstrations, sans  qu'il  en  résulte  cependant  aucune  réelle 
simplification. 

La  première  chose  qu'il  cherche  à  démontrer,  et  qu'Eu- 
clide  admettait  comme  évidente,  est  l'égalité  de  tous  les 
angles  droits.  Les  raisonnements  y  sont  un  peu  embarrassés 
et  sont  suivis  avec  quelque  peine  parles  élèves,  auxquels 
ces  formes  ne  sont  pas  encore  familières;  mais  on  peut  y 
faire  un  reproche  plus  sérieux,  et  les  premières  vérités 
doivent  être  établies  avec  tant  de  rigueur  et  de  clârté^que 
nous  ne  croyons  pas  pouvoir  nous  dispenser  d'en  faire 
sentir  le  défaut. 

Il  considère  deux  droites  CD,  GH,  respectivement  per- 
pendiculaires sur  les  lignes  LM,  L'M'  [fig*  1 1  et  1 2),  et  il 
se  propose  de  démontrer  que  les  angles  droits  formés  en  C 
sont  égaux  à  ceux  dont  le  sommet  est  en  G.  Pour  cela, 
dit-il,  prenez  les  quatre  distances  égales  CA,  CB,  GE,  GF; 


Fig.  II  et  12. 
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la  distance  AB  sera  égale  à  la  distance  EF,  et  on  pourra 
placer  la  ligne  EF  sur  AB,  de  manière  que  le  point  E 
tombe  en  A  et  le  point  F  en  B.  Ces  deux  lignes  ainsi 
posées  coïncideront  complètement  l'une  avec  l'autre 5. car, 
sans  cela,  il  y  aurait  deux  lignes  droites  de  A  e<i  B,  ce  qui 
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est  impossible  :  donc  le  point  G,  milieu  de  £F,  tombera 
»ur  le  point  C,  milieu  de  AB. 

Il  semble,  au  premier  abord,  qu'il  n'y  ait  aucune  diffi- 
culté à  faire  à  ces  cohstructions  et  aux  conséquences  qui  en 
Dnt  été  tirées  :  mais,  avec  un  peu  de  réflexion,  on  recon- 
naîtra que  celui  qui  n'admet  pas  qu'une  droite  ne.  puisse 
avoirqu'unseul  prolongement  indéfini  ne  pourrait  admettre 
les  coïncidences  telles  qu'elles  viennent  d'être  indiquées. 

En  effet,  il  prend  quatre  longueurs  égales,  c'est-à-dire 
quatre  longueurs  qui  pourraient  coïncider  deux  à  deux. 
Cela  étant  accepté,  ÂG  et  EG  peuvent  bien  être  appliquées 
l'une  sur  l'autre,  mais  alors  il  reste  douteux  si  le  prolonge- 
ment GF  de  EG  coïncidera  avec  le  prolongement  CB 
de  AC  :  dès  lors,  rien  ne  prouve  que  le  point  F  coïncidera 
avec  B,  et  la  démonstration  ne  subsiste  plus. 

291.  La  seconde  proposition  consiste  en  ce  que  toute 
droite  qui  en  rencontre  une  autre  fait  avec  elle  deux  angles 
adjacents  dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles  droits. 
lEl\e  est  suivie  de  quelques  corollaires  sans  difficulté. 

292.  La  troisième  proposition  consiste  en  ce  que  deux 
droites  indéfinies  dans  les  deux  sens,  qui  ont  deux  points 
communs,  coïncident  dans  toute  leur  étendue. 

Nous  avons  dit  précédemment  que  Legendre  admet  bien 
que,  d'un  point  à  un  autre,  on  ne  peut  mener  qu'une  ligne 
droite,  mais  non  que  des  droites  qui  coïncident  dans  une 
certaine  étendue  ne  puissent  pas  se  séparer  au  delà.  U 
peut  paraître  étrange  qu'il  n'ait  pas  admis  comme  aussi 
évidente  la  coïncidence  au  delà  qu'en  deçà  des  deux  points 
communs.  Mais  le  désir  de  demander  le  moins  de  conces- 
sions possible  ne  fait-il  pas  naître  des  embarras  d'un  aujlre 
genre?  Il  admet  la  notion  du  plan,  et  il  suppose  que  toutes 
les  lignes  qu'il  trace  soient  dans  un  même  plan.  Il  a  défiiii 
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le  plan  :  une  surface  telle,  que  si  Ton  joint  deux  de  ses 
points  par  une  ligne  droite,  et  qu'on  la  prolonge  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens,  tous  ses  points  seront  sur  cette 
surface  :  et  c^est  sur  cette  définition  qu'il  se  fonde  au  com- 
mencement de  son  cinquième  livre,  pour  prouver  qu'une 
droite  ne  peut  être  en  partie  dans  un  plan  et  en  partie  eu 
dehors. 

Or,  si  ridée  qu'on  a  de  la  ligne  droite  autorise  à  penser 
que  des  droites  qui  ont  deux  points  communs^ne  coïncident 
pas  au-delà  de  ces  points,  comment  se  figurer  une  surface 
telle,  qu'en  y  prenant  deux  points  quelconques,  et  faisant 
passer  par  ces  points  une  droite  pouvant  donner  lieu  à  ui 
nombre  indéfini  de  prolongements,  tous  ces  prolongemenii 
seraient  sur  cette  même  surface,  n'importe  où  Ton  pren- 
drait sur  elle  ces  deux  points.  Personne  n'accepterait  la  m 
tion  d'une  surface  d'après  une  telle  définition.  Et  si  on  n^^aie 
la  repousse  pas,  c'est  qu'on  admet  auparavant  que,  pa^HHr 
deux  points  donnés,  il  ne  peut  passer  deux  droites  indéfii^S- 
nies  différentes.  Or,  la  démonstration  que  Legendre  chercl^izzie 
à  donner  de  cette  proposition  suppose  la  notion  du  plan  :  il 

y  aurait  donc  cercle  vicieux. 

Ces  raisons  nous  font  conclure  que  Legendre  aura^^it 
mieux  fait  de  donner  plus  d'extension  à  son  postulaium,  et 
d'admettre  que  deux  lignes  droites,  qui  ont  deux  poin^^ts 
communs,  coïncident  non-seulement  entre  ces  deux  poin^^Bs, 
maïs  dans  toute  leur  étendue. 

293.  Legendre  a  beaucoup  varié  son  exposition  de         la 
théorie  des  parallèles,  cherchant  toujours  à  se  passer  <^Mdii 
postulattim  d'Euclide.  Mais  ces  différentes  tentatives  c^nt 
été  sans  succès  5  et,  jusqu'ici,  on  n'a  rien  trouvé  de  mie^  "Wï 
que  la  théorie  du  géomètre  grec. 

Nous   n'en   dirons  pas   davantage  sur  les  commen^i^e- 
ments  de  la  Géométrie  de  Legendre;  cela  suffit,  jepeimse. 
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pour  montrer  son  infériorité  à.  Tégard  de  celle  d'Eu- 
clide. 

GOMMENT  NOUS    PENSONS  Qu'ON    POURRAIT    ÉTABLIR    LES 
COMMENCEMENTS  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

294.  Nous  avons  montré  précédemment  comment  la  con- 
xiaissance  des  corps  nous  conduisait  à  celle  des  surfaces,  des 
lignes  et  des  points.  Parmi  les  lignes,  nous  avons  distingué 
la  droite;  et,  parmi  les  surfaces,  le  plan.  Nous  ne  répète- 
wons  pas  ce  que  nous  avons  dit  à  ce  sujet. 

Les  notions  les  plus  simples  après  les  axiomes,  celles  qui 
se  retrouvent  à  chaque  instant  comme  intermédiaires  dans 
le  cours  de  presque  toutes  les  démonstrations  ou  recherches 
«quelconques,  se  rapportent  à  des  points  et  des  lignes  situées 
clans  un  même  plan  :  ce  sont  ces  propositions  élémentaires 
^ue  nous  allons  établir  dans  Tordre  de  déduction  qui  nous 
parait  le  plus  naturel. 

295.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

Les  angles  droits  sont  ceux  que  forment  deux  droites  per- 
pendiculaires Tune  sur  l'autre;  et  nous  avons  appelé  per^ 
pendiculaires  deux  droites  qui  font  deux  angles  adjacents 

# 

égaux  entre  eux. 

Dans  un  plan  qui  renferme  une  droite,  pn  peut  toujours 
concevoir  en  un  point  de  cette  droite  une  perpendiculaire, 
m^is  il  ne  peut  en  exister  plusieurs.  Gar^  en  dépUç£(p{;  la 
première  autour  du  même  point  et  dans  le  même  plan,  on 
augmenterait  nécessairement  Tun  des  angles  primitifs  et 
Ton  diminuerait  Tautre  d'autant  \  toute  autre  droite  que  la 
première  fait  donc  des  angles  adjacents  inégaux,  et,  par 
conséquent,  n'est  pas  perpendiculaire. 

Il  est  facile  de  reconnaître  maintenant  que  les  angleà 
droits  que  forment  deux  lignes  perpendiculaires  AB,  CD 
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sont  égaux  à  ceux  que  forment  deux  autres  perpendiculaires 
A'B',  CD'  (Jig'  i3  et  i4).  En  effet,  transportons  le  sys- 
tème de  ces  deux  dernières  de  manière  que  le  point  C  coïn- 
cide avec  C,  et  la  droite  indéfinie  A'B'  avec  AB.  Il  suffira 


Fig.  i3  et  14. 


D 


D 
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pour  cela,  après  avoir  placé  C  sur  C,  de  placer  un  seconc 
point  quelconque  de  A'B'  sur  la  ligne  AB.  Cela  fait,  il  est 
évident  que  CD'  s'appliquera  sur  la  droite  indéfinie  CD 
sans  quoi  il  y  aurait  en  C  deux  perpendiculaires  à  la  mém 
droite  AB,  ce  qui  est  impossible.  Les  angles  droits  form< 
par  les  deux  premières  droites  ne  diffèrent  donc  pas  de  ceu. 
que  forment  les  deux  secondes. 

296.  La  somme  des  angles  formées  d^un  même  cdCr^ 
d'aune  droite  indéfinie^  par  une  ou  plus^urs  droites  par^^^ 
tant  d^un  même  point  de  la  première^  est  égale  à  deu^^^^ 
angles  droits. 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  définition  que  nocs-^ 
avons  donnée  de  somme  d'angles.  Nous  avons  dit  qu*  ^ 
lorsque  Ton  plaçait  à  la  suite  les  uns  des  autres,  et  dans  ï  ^ 
même  sens,  uu  nombre  quelconque  d'angles  ayant  leu:^^^ 
sommets  au  même  point,  les  deux  côtés  extrêmes  étaie«r^^ 
dits  faire  un  angle  égal  à  la  somme  de  tous  les  autres. 

D'après  /cela,  puisque,  d'après  Thypothèse  de  la  question* 
actuelle,  les  côtés  extrêmes  sont  le  prolongement  l'un  ^3^ 
l'autre,  la  somme  de  tous  les  angles,  quel  qu'en  soit     1^ 
nombre,  est  la  même  que  s'il  n'y  en  avait  que  deux,  formais 
par  la  perpendiculaire  à  la  droite  indéfinie^  c'est-à-dire 
qu'elle  est  égale  à  deux  angles  droits. 
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Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  angles,  ils  sont  dits  supplé- 
ai ents  Tun  de  l'autre. 

297.  Réciproquement  y  si  la  somme  des  angles  consécu- 
t£^s  est  égale  à  deux  droits^  les  côtés  extrêmes  seront  en 
li^ne  droite. 

Car,  s'ils  n'y  étaient  pas,  en  prolongeant  l'un  des  deux 
^t,  prenant  ce  côté  au  lieu  du  second  côté  extrême,  la  somme 
des  angles  serait  changée.  Or  elle  serait  égale  à  deux  droits^ 
d-oiic  elle  ne  Tétait  pas  d'abord,  ce  qui  serait  contraire  à 
hypothèse.  On  ne  peut  donc  admettre  que  les  côtés  ex- 
trêmes ne  soient  pas  en  ligne  droite. 

298.  Lorsque  deux  droites  indéfinies  se  rencontrent, 
'gs  angles  opposés  sont  égaux. 

On  appelle  opposés  les  angles  dont  l'un  est  formé  par 
l^s  prolongements  des  côtés  de  l'autre 5  et  leur  égalité  ré- 
*^lte  de  ce  qu'ils  ont  un  même  angle  pour  supplément. 

299.  Veux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  angle 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun , 

un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à 

C'est  ce  que  la  superposition  fait  immédiatement  recon- 

300.  Dans  un  triangle  isocèle,  les  angles  opposés  aux 
^^tés  égaux  sont  égaux. 

Soit  le  triangle  ABC  dans  lequel  AB  =  AC  (fig'  iS); 
^^ixcevons  ce  triangle  retourné  de  manière  que  ces  deux 
^^tés  se  trouvent  placés  en  sens  inverse  :  on  aura  un  trian- 
Slfs  ACB  qui  aura  un  angle  égal  à  A  compris  entre  les  deux 
^ôtés  AC,  AB  égaux  chacun  à  chacun  à  AB  et  AC.  Ils  se- 
^^ixt  donc  superposables  et  l'angle  ACB  coïncidera  avec 
^oC  •,  ce  qui  prouve  que  les  deux  angles  du  triangle  ABC 
égaux. 
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Les  angles  formés  en  dessous  de  la  base  par  les  prolonge- 
ments des  côtés  A6,  AC  sont  égaux  comme  suppléments 
d'angles  égaux. 

301.  Si  un  triangle  ABC  a  deux  angles  égaux  B  e^  C, 
les  côtés  opposés  le  seront  aussi. 

Gela  se  prouvera  encore  par  la  superposition  du  triangl 
ABC  avec  ce  même  triangle  retourné. 

302.  Deux  triangles  sont  égaux  quand  ils  ont  les  tro^^^ 
côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  (Jig*  i5  et  i6   ), 
dans  lesquels  on  a 

BC  =  B'C',     AB=:A'B',     AC  =  A'C'. 

Transportons  le  triangle  A'B'C  sur  Fautre,  de  manière  c[mae 
B'C  coïncide  avec  BC;  il  faut  démontrer  que  le  point    ^ 


n 


Fig.  i5  et  i6. 
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ne  peut  tomber  autre  part  qiâ'en  A,  c'est-à-dire  qu'il  ^^ 
peut  y  avoir,  d'un  même  côté  de  la  ligne  BC,  deux  poir:^^^ 
qui,  joints  aux  deux  mêmes  points  BC,  donnent  des  lo^^' 
gueurs  égales  chacune  à  chacune.  Pour  cela,  supposer  ^^ 
que  A' ne  tombe  pas  sur  A,  il  sera  dans  l'uni  des  qua"^^^ 
angles  formés  par  les  côtés  AB,  AC  et  leurs  prolon^Ç^' 
ments.  Soit  D  ce  point  (Jig»  17  et  18)  5  joignons  A  etD  jp^r 
une  droite. 

Puisqu'on  aura,  d'après  l'hypothèse, 

AB  =  DB     et     AC  =  CD, 


( 
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les  deux  triangles  BAD,  CAD  seront  isocèles,  et  dans  cha- 
cnn  d'eux  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux  seront  égaux» 

Fig.  17  et  18. 
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Ainsi  que  leurs  suppléments  :  on  aura  donc 

BAD  =  BDA     et     DAE  =  IDA. 

^i")   ces  deux  égalités  sont  incompatibles,  puisque  Ton  a 

évidemment 

BAD  >  DAE, 

tandis  que  l'égal  de  BAD  ou  BDA  est  plus  petit  que  IDA,  qui 
est  égal  à  DAE. 

L'hypothèse  d'où  Ton  est  parti  est  donc  fausse,  et  le 
point  A'  ne  peut  tomber  qu'en  A  :  ce  qui  prouve  que  les 
deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  égaux. 

303.  Si  Von  prolonge  un  côté  d'un  triangle ^  V angle 
^^térieur  sera  plus  grand  que  chacun  des  angles  inté- 
^curs  opposés. 

Il  faudrait  reproduire  ici  la  démonstration  d'Euclideque 
^ous  avons  fait  connaître  précédemment.  Et  il  en  serait  de 
^ênne  des  suivantes,  que  nous  nous  contenterons  d'indi- 
Î^Gr,  mais  que  nous  devons  mentionner  pour  que  l'en- 
^*^aînement  des  propositions  soit  marqué  : 

304.  La  somme  de  deux  angles  quelconques  d^un  trian-- 
S^G  est  moindre  que  deux  droits. 
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305.  Si  deux  côtés  d^un  triangle  sont  inégaux,  au  pi 
grand  sera  opposé  le  plus  grand  angle, 

306.  Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  inégaux ,  a, 
plus  grand  sera  opposé  le  plus  grand  côté. 

307.  Dans  tout  triangle,  un  côté  quelconque  est  ph 
petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Un  corollaire  immédiat  de  cette  dernière  proposition 
que  la  ligne  droite  qui  joint  deux  points  est  plus  courte  (]r 
toute  ligne  brisée  terminée  aux  deux  mêmes  points. 

Soient^  en  effet,  les  deux  points  A,  B,  la  droite  ÂB  efc    ]^ 


ligne  brisée  BGDEÂ  [fig*  19)9  on  aura  les  inégalités 
vantes  : 

AB<BC-hAC,     AC<CD-hDA,     DA<DE-4-EA; 

d'où  résulte  évidemment 

AB  <  BC  -f-  CD  -f-  DE  -f-  EA. 

Ainsi,  la  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à 
un  autre,  en  ne  considérant  que  des  routes  composées  àe 
lignes  droites,  en    nombre  quelconque,  et  de  grandeurs 
quelconques. 

308.  Et  de  là  se  conclurait  cette  autre  proposition,  qu^ 
si  d'un  point  A  à  un  point  B  on  conçoit  dans  un  même 
plan  une  ligne  brisée  ACDEFB  composée  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés  rectilignes  tels,    qu'un  quelconque 
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d'entre  eux  prolongé  ne  pénètre  pas  dans  Tintérieur  du 
polygone  formé  par  cette  ligne  brisée  et  AB,  la  somme  des 
côtés  composant  cette  ligne  brisée  sera  moindre  que  celle 
des  côtés  de  toute  autre  ligne  brisée  AMNPQRB  (fig*  20), 

Fig.  20.  ♦« 


ternainée  aux  mêmes  extrémités  A  et  B,  et  située  complé- 
^ciKxcnt  en  dehors  du  polygone  ACDEFB. 

•  La  démonstration  se  fera  en  prolongeant  d'abord  le  côté 
-A.C  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  en  X  la  ligne  enveloppante. 
R^onplaçant  dans  celle-ci  par  AX  le  contour  AMNX,  on 
^tir^a  diminué  la  ligne  enveloppante  totale.  On  diminuera 
^t^core  le  contour  total  ainsi  obtenu,  en  prolongeant  CD, 
pt^îs  DE;  et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  la  ligne bri- 
*^«5  qui  sera,  par  conséquent,  plus  petite  que  AMNPQRB. 
Euclide  n'a  démontré  cette  proposition  que  dans  le  cas 
^^  les  deux  lignes  brisées,  enveloppée  et  enveloppante, 
^^xit  composées  de  deux  côtés  seulement. 

3Q9.   Si  deux  triangles  ont  deux  côtés  égaux  chacun  à 
^f^€icun  et  que  V angle  compris  entre  ces  côtés  ne  soit  pas 
^  même  y  le  troisième  côté  opposé  au  plus  grand  angle  sera 
^^  plus,  grand. 

On  suivra  encore  les  démonstrations  d'Euclide. 

DES    PERPENDICULAIRES    ET    DES    OBLIQUES. 

310.  D'un  point  hors  dCune  droite  indéfinie  on  ne  peut 
baisser  quune  seule  perpendiculaire  sur  cette  droite. 
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Cette  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  obliqit 
menée  du  même  point  à  la  même  droite. 

Soit  AB  la  droite  indi^finie  (fig'  ai),  C  le  point  exti 
riear,  CD  une  perpendiculaire  sur  AB. 


Fig.  21. 


n 


Par  le  point  G  menons  une  autre  ligne  terminée  en  '«in 
point  quelconque  E  de  AB;  je  dU  que  CE  ne  sera  pas  p^?f- 
pendicnlaire  sur  AB^  et  qu'elle  sera  plus  grande  cpe  CH^* 

En  effet,  puisque  dans  tout  triangle  la  sonme  de  Ae^BX 
angles  est  plus  petite  que  deux  droits,  et  que  dans  le  itimugi^ 
CDE  Tangle  D  est  droit,  langle  CDE  sera  plus  petit  qn'iK^ 
droit.  Donc,  d'abord,  la  ligne  CE  n'est  pas  perpendiculaire 
à  AB;  en  second  lieu,  elle  est  plus  grande  que  le  o6té  CD 
du  triangle,  puisqu'elle  est  opposée  à  un  pIiAs  grand  angle- 
Donc,  d'un  point  on  ne  peut  abaisser  qu'une  seule  perpen- 
diculaire sur  une  droite  ;  et  elle  est  la  plus  courte  droite  qtiî 
puisse  être  menée  de  ce  point  à  celle  ligne. 

311.  Deux  obliques  menées  d^un  même  point  à  deux 
points  de  la  ligne  indéfinie ^  équidistants  du  pied  de  l^ 
perpendiculaire,  sont  égales. 

Car  ces  obliques  sont  les  hypoténuses  de  triangles  rec* 
tangles  égaux. 

31 2.  De  deux  obliques  partant  d  \in  même  points  celle 
dont  l'extrémité  est  la  plus  éloignée  du  pied  de  laperpen- 
dicuUùre  est  la  plus  grande. 

Si  elles  n'étaient  pas  du  même  côté  de  la  perpendicu- 


N 
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ire,  on  pourrait  prendre  du  côté  de  Tune  des  obliques  un 
lint  dont  la  distance  au  pied  de  la  perpendiculaire  serait 

même  que  pour  le  pied  de  Toblique  qui  est  de  Tautre 
»të.  On  aurait  ainsi  une  oblique  égale  à  cette  dernière  et 
I  même  côté  que  la  première. 

Cela  posé,  soient  AB  la  perpendiculaire  et  AC,  AD  deux 
bliques  situées  d'un  même  côté  {^g.  22).  Nous  avons  fait 
oir  que  l'angle  ACB  était  aigu,  ainsi  que  ADB.  L'angle 

Fig.  22. 

A 
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CD  est^lonc  plus  grand  que  ADC,  et,  par  conséquent, 
m»  le  triangle  ACD  on  a  AD^  AC5  ce  qu'il  fallait  dé- 
entrer. 

■Tbiit  point  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
Ujte droite,  est  également  distant  de  ses  deux  extrémités. 
Les  réciproques  de  ces  diverses  propositions  se  démon- 
traient facilement,  et  devraient  être  développées  dans  un 
Urs  régulier. 

OBS    PARALLÈLES. 

313.  Lorsque  deux  lignes  indéfinies  sont  coupées  par 
le  troisième,  de  telle  soite  que  la  somme  des  angles  in- 
^eurs  d^un  même  côté  de  la  sécante  soit  égale  à  deux 
"^oits,  ou,  ce  qui  est  la  même  condition,  que  les  angles 
ternes  ou  correspondants  soient  égauXj  ces  deux  lignes 
'^t  parallèles. 

Soient  AB,  CD  les  deux  droites^  EF  la  sécante  et 
EF  =  EFD(/5.23). 
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Si  ces  lignes  n'étaient  pa»  parallèles,  étant  dans  un  même 
plan,  elles  se  rencontreraient.  Soit  H  leur  point  de  ren- 
contre*, l'angle  AEF  extérieur  au  triangle  devrait  être  plu^ 
grand  que  Tangle  intérieur  EFH  :  or,  il  lui  est  supposé  égal 

Fig.  23. 
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Il  y  aurait  donc  contradiction  :  les  deux  droites  ne  peuv^^j 
donc  se  rencontrer. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  angles  AEF,  EFD  serai ezîf 
droits,  c'est-à-dire  où  la  sécante  serait  perpendiculaire  aux 
deux  droites,  la  proposition  s'énoncerait  ainsi  :  Deux  droites 
perpendiculaires  sur  une  même  droite  ne  peuvent  se  ren- 
contrer^ d'où  résulterait  cette  proposition  que  nous  avons 
déjà  démontrée,  que  d'un  point  on  ne  peut  abaisser  deux 
perpendiculaires  sur  une  même  droite.  Euclide  l'a  regardée 
comme  implicitement  renfermée  dans  la  proposition  gé- 
nérale. 

314.  Postulatum  d' Euclide, —  Soient  deux  droites  indéfi- 
nies AB,  CD  qui,  coupées  par  une  troisième  EF,  font  avec 
elles  d'un  même  côté  deux  angles  intérieurs  dont  la  somme 
est  différente  de  deux  droits  {fig»  24)  5  si,  par  le  point  E, 

Fig.  24. 
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on  mène  une  droite  EH  telle,  que  la  somme  des  deux  angle» 
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iotërieurs  soit  égale  à  deux  droits,  il  vient  d'être  démontré 

que  cette  ligne  sera  parallèle  à  FD.  Or,  Eucllde  demande 

qu'on  accorde  comme  évident  que  la  ligne  AB,  différente 

de  EH,  rencontrera  la  droite  AB;  ou,  en  d'autres  termes, 

que,  par  un  point  E,  hors  d'une  droite  CD,  il  ne  peut  y 

avoir  qu'une  seule  ligne  parallèle  à  CD. 

Quant  au  point  de  rencontre  de  AB  et  CD,  il  est  clair 
qu'il  ne  peut  être  que  du  côté  où  AB  se  trouve  entre  les 
deux  parallèles,  c'est-à-dire  du  côté  où  la  somme  des  angles 
intérieurs  est  moindre  que  deux  droits. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  célèbre  postulatum  de  ce 
grand  géomètre,  et  jusqu'ici  on  n'a  encore  trouvé  aucun 
moyen  rigoureux  de  s'en  passer. 

Hien  n'est  plus  facile^  en  l'admettant,  que  d'établir  la 
proposition  suivante,  d'où  découle  toute  la  théorie  des 
parallèles. 

315.  Si  deux  parallèles  sont  coupées  par  une  droite^ 
'a  somme  des  angles  intérieurs  sera  égale  à  deux  droits. 

Cette  réciproque  du  premier  théorème  résulte  immédia- 
tement du  postulatum.  Car,  si  celte  somme  était  différente 
de  deux  droits,  les  deux  lignes  se  rencontreraient;  ce  qui 
csi  contre  l'hypothèse. 

Nous  ne  donnerons  pas  le  détail  de  toutes  les  consé- 
quences de  ces  propositions-,  elles  ne  peuvent  offrir  aucune 
difficulté,  même  pour  l'ordre  dans  lequel  elles  devront  être 
présentées.  Nous  regarderons  donc  comme  démontrées  les. 
propositions  relatives  aux  angles  et  aux  côtés  des  parallélo- 
grammes, obliques  ou   rectangles,  ainsi  qu'à  leurs  diago- 
nales; aux  angles  qui  ont  les  côtés  parallèles  ou  perpendi- 
culaires, etc. 

316.  Dans  tout  triangle,  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits. 
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Soit  le  triangle  quelconque  ABC  (fig^  aS};  prolongeon 
Tun  de  ses  côtés,  BC  par  exemple  ;  dans  Tangle  extérieu 
âCD,  qui  est  plus  grand  que  Tangle  intérieur  ABC,  o 
pourra  tirer  une  ligne  CE  qui  fasse  l'angle  ECD  =  ABC* 


Fig.  a5. 
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cette  ligne  sera  parallèle  à  BA,  et,   par  conséquent,    les 
angles  BAC,  ACE  seront  égaux  comme  alternes-internes. 
Les  trois  angles  du  triangle  seront  donc  respectivement 
égaux  aux  trois  angles  formés  d'un  même  côté  de  BD  par 
les  lignes  CA,  CE  :  leur  sonune  est  donc  égale  à  deux  angles 
droits. 

Et  l'angle  extérieur  est  égal  à  la  somme  des  deux  inté- 
rieurs opposés. 

Corollaire  /.  —  Tout  polygone  pouvant  être  partagé  par 
des  diagonales  en  autant  de  triangles  qu'il  a  de  côtés  moin^ 
deux,  et  la  somme  des  angles  de  tous  ces  triangles  fonnant 
précisément  la  somme  de  ceux  du  polygone,  cette  dernière 
sera  égale  à  deux  droits  répétés  autant  de  fois  que  le  poly* 
gone  a  de  côtés  moins  deux. 

Corollaire  II. —  Si  Ton  prolonge  tous  les  côtés  d'un  po- 
lygone quelconque  en  tournan  t  toujours  dans  le  même  sens,  p 
les  angles  extérieurs  ajoutés  à  ceux  du  polygone  formeront 
autant  de  fois  deux  droits  qu'il  a  de  sommets  ou  de  côtés.  [^ 
La  somme  de  ces  angles  extérieurs  est  donc  égale  à  quatre  ^n 
angles  droits.  '^* 

317.  Remarque,  —  Nous  avons  cru  devoir  donner  avec       , 
beaucoup  de  détail  les  propositions  précédentes,  dont  l'en'      . 
chaînement  était  essentiel  à  bien  indiquer.  Main  tenant  qu^      ^^^ 


\ 
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ces  premières  bases  sont  bien  établies,  nous  ne  nous  assu- 
jettirons pas  à  démontrer  ni  même  à  mentionner  tous  les 
théorèmes  que  doit  renfermer  un  Traité  élémentaire  de 
C^éométrie.  Nous  ne  nous  attacherons  particulièrement  qu'à 
iz^  qu'il  y  a  de  général  dans  les  théories,  et  à  Tétude  des 
acft.€thodes  employées  à  la  résolution  des  questions;  et  nous 
fexons  ressortir  autant  que  possible  Tapplication  de  ce  qui 
ai.  cté  dit  de  général  à  cet  égard  dans  la  première  Partie  de 
c^t  ouvrage. 


DU    CERCLE. 


318.  Dans  les  propositions  précédentes,  nous  n^avons 
considéré  que  des  points  et  des  droites  dans  un  même  plan« 
LOS  les  suivantes,  il  y  aura  une  considération  de  plus, 
île  du  cercle,  c'est-à-dire  de  la  ligne  plane  dont  tons  les 
points  sont  à  une  distance  égale  d'un  même  point  situé 
da.ns  son  plan.  Cette  ligne  ne  peut  être  ni  droite,  ni  compo- 
sée de  lignes  droites,  puisqu'il  est  démontré  que  les  dis* 
tances  d'un  même  point  aux  différents  points  d'une  droite 
V'onten  augmentant  à  mesure  que  ces  points  s'éloignent  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  donné  sur 
cette  droite.  Le  cercle,  ou  le  lieu  des  points  également  dis- 
tants d'un  point  fixe,  et  situés  dans  un' même  plan,  ne  peut 
donc  être  que  ce  que  nous  avons  appelé  une  courbe  :  c'est 
^^  plus  simple  de  toutes,  la  seule  dont  on  s'occupe  dans  les 
premiers  éléments.  Quelques  auteurs  appellent  cercle  la 
partie  du  plan  interceptée  par  la  courbe,  et  appellent  celle-ci 
circonférence.  Nous  croyons  plus  convenable  de  ne  pas 
faire  cette  distinction  :  et  quand  nous  voudrons  parler  de 
la  surface  comprise  dans  le  cercle,  nous  le  dirons  expres- 
sément. 

La  combinaison  de  la  ligne  droite  et  du  cercle  donne 
Heu  à  un  nombre  indéfini  de  propositions,  dont  il  est  à 
propos  de  faire  connaître  ici  les  plus  simples,  celles  qui  se 
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retrouvent  à  chaque  instant,  et  se  présentent  d'ailleurs  si 
naturellement  à  l'esprit,  que  la  démonstration  n'en  parait 
nécessaire  qu'à  ceux  qui  ont  déjà  l'habitude  du  raisonner 
ment  et  de  la  rigueur.  Nous  ne  donnerons  aucun  dévelop- 
pement à  ces  propositions,  qui  sont  traitées  à  peu  près  de 
la  niême  manière  par  tous  les  auteurs  qui  ont  imité  Eu- 
clide  ^  nous  nous  contenterons  d'indiquer  brièvement  en 
quoi  elles  consistent. 

On  voit  d'abord  que  les  positions  relatives  d'une  droite 
et  d'un  cercle  donnent  lieu  à  trois  cas  distincts.  Si  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  droite  est  plus 
grande  que  le  rayon,  tous  les  points  de  la  droite  sont  en 
dehors  du  cercle,  puisque  leur  distance  au  centre  est  plus 
grande  que  la  perpendiculaire  qui  est  déjà  plus  grande  que 
le  rayon.  Si  cette  perpendiculaire  est  égale  au  rayon,  son 
pied  appartient  au  cercle  ;  mais  tous  les  autres  points  de 
la  droite  sont  en  dehors,  parce  que  leur  diistance  au  centre 
est  plus  grande  que  le  rayon,  qui  est  la  perpendiculaire. 
La  droite  qui  n'a  ainsi  qu'un  point  commun  avec  le  cercle, 
est  dite  tangente. 

Enfin,  si  la  perpendiculaire  est  plus  petite  que  le  rayon, 
son  pied  est  dans  l'intérieur  du  cercle,  et  la  droite  prolon- 
gée dans  les  deux  sens  rencontrera  le  cercle  en  deux  points 
au  moins  :  elle  est  dite  sécante, 

Nous  disons  qu'elle  coupe  au  moins  en  deux  points  le 
cercle.  Cela  résulte  d'un  de  nos  axiomes;  mais  il  est  bon 
de  reconnaître  qu'elle  ne  peut  le  couper  en  plus  de  deux 
points.  Car  s'il  y  avait  trois  points  communs  à  un  cercle  et 
à  une  ligne  droite,  leurs  distances  au  centre  seraienf^ales; 
or  les  propositions  démontrées  sur  les  perpendiculaires  et 
les  obliques,  prouvent  que  d'un  point  à  une  droite  il  «^ 
peut  y  avoir  trois  longueurs  égales. 

La  seule  inspection  d'un  cercle  donne  l'idée  des  proposi- 
tions suivantes. 


CHÀPITKE  pheiiier.  34 1 

3i9.  Les  longueurs  des  cordes  d'arcs  égaux  dans  des 
Cercles  égaux,  sont  égales;  les  angles  formés  par  les  rayons 
îstrèmes  sont  égaux.  Les  réciproques  sont  vraies. 

Si  les  arcs  sont  inégaux,  et  qu'on  ne  considère  que  ceux 
fui  sont  plus  petits  que  la  demi-circonférence,  au  plus 
;rand  arc  est  opposé  une  plus  grande  corde,  et  un  plus  grand 
mgle  au  centre.  Les  réciproques  sont  vraies.  La  perpendi- 
mlaire  élevée  par  le  milieu  d'une  corde  passe  parle  centre 
n  par  le  milieu  de  l'arc  sous- tendu.  Et  réciproquement. 

Deux  parallèles  qui  rencontrent  un  même  cercle  inter- 
ceptent des  arcs  égaux. 

Deux  cercles  peuvent  donner  lieu,  comme  une  droite  et 
m  cercle,  à  trois  positions  relatives  différentes.  Ils  peuvent 
l'avoir  aucun  point  commun,  ou  en  avoir  un  seul,  ou  deux 
lu  plus.  Ces  trois  cas  correspondent  à  des  conditions 
amples  entre  les  longueurs  des  rayons  et  la  distance  des 
entres.  La  discussion  de  ces  conditions  demande  à  être 
^aite  avec  beaucoup  de  rigueur,  mais  n'offre  aucune  diffi- 
mlté. 

Si  deux  angles,  dont  l'un  a  son  sommet  au  centre  et 
.'autre  sur  le  cercle,  interceptent  entre  leurs  côtés  le  même 
ire,  le  premier  sera  double  du  second. 

DEMARQUES   GÉl^ÉRALES    SUR    LES   PROPOSITIONS   PRÉCÉDEUTES. 

320.  Il  n'est  presque  aucune  des  propositions  énoncées 
jusqu'ici,  qui  ne  frappe  par  son  évidence  les  esprits  les 
QOioins  pénétrants,  et  ne  puisse  être  acceptée  par  tous  les 
tioinmes  sans  démonstration.  Ce  serait  toutefois  fort  mal  à 
propos  qu'on  demanderait  cette  admission  à  ceux  qui  veu- 
lent aller  au  delà,  et  on  les  exposerait  à  tomber  souvent 
dans  de  graves  erreurs  par  l'habitude  qu'ils  prendraient 
de  juger  d'après  les  apparences.  Aussi  avons-nous  cru  de- 
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voir  donner  avec  rigueur  la  succession  des  premières  véri- 
tés, et  la  liaison  de  chacune  d'elles  à  celles  qui  la  précèdent. 
Mais  nous  faisons  remarquer  cette  évidence  avec  laquell 
elles  se  présentent  à  tous  les  hommes,  aûn  qu'on  ne  se  de 
mande  pas  pourquoi  on  commence  par  elles,  et  commen 
on  les  a  découvertes.  Beaucoup  d'autres  qui  les  suivron^ 
présenteront  encore  ce  même  caractère^  mais  combien  il 
en  a  aussi  qui  n'ont  pu  être  trouvées  que  par  des  efforts  pn^^ 
digieux,  et  dont  la  démonstration  ne  peut  être  suivie  qis.^ 
par  des  esprits  d'élite. 

Jusqu'ici  donc  nous  n'avons  rien  de  bien  important  A 
faire  ressortir  sur  l'emploi  des  méthodes.  Les  énoncés  d^s 
propositions  étant  posés,  on  parvient  si  vite  à  la  démons- 
tration, que  la  marche  synthétique  semble  la  seule  qa^il 
ait  été  possible  d'y  employer. 

Il  est  bon  toutefois  de  remarquer  que  nous  avons  plu- 
sieurs fois  fait  usage  de  la  méthode  de  réduction  à  l'absuitie, 
particulièrement  pour  démontrer  des  réciproques.  Âîasf, 
après  avoir  démontré  les  conséquences  que  Tégalité  ou  l'i- 
négalité de  deux  côtés  d'un  triangle  entraine  relativement 
aux  angles  opposés,  si  l'on  veut  connaître  les  conséquences 
relatives  aux  côtés  qui  résulteraient  de  l'égalité  ou  de  l'in- 
égalité de  deux  angles,  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde 
se  présente  si  naturellement,  qu'elle  doit  être  préférée  à  une 
démonstration  directe.  En  effet,  si  l'on  donne  par  exemple 
un  des  angles  plus  grand  que  l'autre,  le  côté  opposé  au  pre- 
mier ne  peut  être  égal  à  l'autre,  car  les  angles  opposés  se- 
raient égaux,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  :  et  il  ne  peut 
être  plus  petit,  parce  que  l'angle  qui  lui  est  opposé  seraîi 
le  plus  petit,  ce  qui  serait  aussi  contre  l'hypothèse.  D'où 
il  suit  nécessairement  que  le  côté  opposé   au  plus  grand 
angle  est  le  plus  grand.  On  verra  souvent  cette  méthode 
employée   dans   la  démonstration  de    propositions  réci- 
proques. 


\ 
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321.  Les  propositions  établies  jusquMci  uous  permettent 
de  procéder  à  la  mesure  des  grandeurs,  dont  uous  avons  fait 
sentir  Pimportance,  sans  la  regarder  toutefois  comme  Tu- 
nique objet  de  la  Géouictrie.  Nous  ne  considérerons  d'abord 
que  les  ligues  droites,  ou  les  arcs  de  cercles  de  rayons  égaux, 
les  angles,  et  les  surfaces  des  figures  planes  terminées  par  des 
ligues  droites.  Ce  ne  sera  que  plus  tard  que  nous  cherche- 
rons la  mesure  des  surfaces  planes  terminées  par  des  arcs 
de  cercles  quelconques,  mêlés  à  des  côtés  recti ligues. 


CHAPITRE  II. 

MESURE  DES  LIGNES  DROITES,  DES  ANGLES  ET  DES  SURFACES 
DES  FIGURES  RECTIUGNES.  -  SIMIUTUDB. 


322.  Nous  avoDS  fait  voir,  au  commencement  de  la  pre- 
mière Partie,  comment  on  pouvait  exprimer  par  des  nom- 
bres toutes  les  quantités  pour  lesquelles  on  a  défini  exac- 
tement Fégalité  et  Faddjtion.  Ces  nombres  se 'nomment 
les  rapports  de  ces  quantités  à  celle  qui  a  été  choisie  pour 
unité,  ou  la  mesure  de  ces  quantités.  Ainsi,  la  théorie  de  la 
mesure  des  grandeurs  d'une  espèce  désignée,  n'a  d'autre  ob- 
jet que  de  faire  connaître  les  procédés  généraux  propres  à 
déterminer  le  rapport  de  deux  grandeurs  de  cette  espèce; 
l'expression  de  ces  grandeurs  en  nombres,  en  sera  la  consé- 
quence immédiate. 


MESURE   DES   LIGISES   DROITES. 


323.  L'égalité  des  lignes  droites  ayant  été  définie,  ainsi 
que  leur  addition,  et  par  suite  leur  soustraction,  on  peut 
s'occuper  de  leur  mesure. 

Les  lignes  droites  pouvant  toujours  s'appliquer  les  unes 
sur  les  autres,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  concevoir  sur 
une  droite  indéfinie  une  portion  égale  à  une  droite  donnée; 
ce  que  Ton  exprime  quelquefois  en  disant  qu'elle  a  même 
longueur,  en  se  gardant  bien  toutefois  de  définir  la  lon- 
gueur. 

Or,  nous  avons  dit  que  pour  évaluer  une  quantité  au 
moyen  d'une  unité  de  même  espèce,  il  fallait  d'abord  en 
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ôter  l'unitë  autant  de  fois  que  possible^  que  s'il  y  avait  un 
reste,  il  fallait  de  même  en  ôter  autant  de  fois  que  possible 
une  subdivision  déterminée  de  l'unité,  et  ainsi  de  suite; 
nous  renvoyons  à  l'exposition  que  nous  avons  faite  de  cette 
méthode,  et  des  divers  cas  auxquels  elle  pouvait  donner  lieu. 
Et  comme  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  prendre  sur  une 
droite  une  longueur  égale  à  une  autre  ligne  droite,  cette 
opération  s'exécutera  immédiatement,  et  nous  n'avons  rien 
de  plus  à  dire  sur  la  mesure  des  lignes  droites,  ou  leur  éva- 
luation nun)érique. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  en  général,  cette  mesure 
peut  être  exprimée  par  un  nombre  entier,  par  un  nombre 
fractionnaire  ou  par  un  nombre  incommensurable;  mais  il 
y  a  quelques  remarques  à  faire  sur  ce  dernier  cas. 

Si  les  deux  lignes  dont  on  cherche  le  rapport  sont  don- 
nées matériellement,  c'est  aussi  par  des  opérations  maté- 
rielles que  l'on  procédera.  Mais  quelle  que  soit  la  perfection 
des  instruments  employés,  il  y  aura  toujours  des  limites 
au-dessous  desquelles  les  grandeurs  ne  seront  plus  percep- 
tibles pour  nous  ;  de  sorte  que,  même  sans  tenir  compte  des 
imperfections  des  instruments  et  des  lignes  à  comparer,  les 
appréciations  seraient  limitées  par  nos  sens.  On  arrivera 
donc  toujours  par  les  procédés  graphiques  à  une  évaluation 
qu'on  regardera  comme  exacte,  lorsque  le  reste  sera  imper- 
ceptible ;  et  deux  lignes  quelconques  paraîtront  toujours 
avoir  une  commune  mesure,  c'est-à-dire  une  longueur 
contenue  exactement  dans  chacune  d'elles.  Et  si  l'une  est 
prise  pour  unité,  la  mesure  de  l'autre  sera  donnée  par  un 
nombre  fractionnaire. 

Mais  si  les  deux  lignes  ne  sont  pas  données  graphique- 
ment, et  qu'elles  dépendent  l'une  de  l'autre  par  des  condi- 
tions exactement  définies,  on  peut  se  proposer  de  trouver 
leur  rapport,  soit  exact,  soit  approché ,  suivant  qu'elles 
ont,  ou  n'ont  pas,  de  mesure  commune. 
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On  peut,  par  exemple,  chercher  le  rapport  de  la  diagonale 
d^un  carré  à  son  côté  *,  le  rapport  entre  le  rayon  d'un  cercle 
et  le  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  ou  circonscrit, 
d'un  nombre  donné  de  côtés,  etc.,  etc.,  etc. 

324.  De  la  plus  grande  commune  mesure,  —  Dans 
Tune  ou  l'autre  supposition,  si  l'on  voulait  trouver  la  plus 
grande  ligne  comprise  exactement  dans  les  deux  propo- 
sées, ce  qui  donnerait  leur  rapport  exprimé  par  les  plu^^  js 
petits  nombres  entiers,  on  procéderait  comme  pour  la  re- 
cherche du  plus  grand  nombre  contenu  exactement  dans 
deux  nombres  donnés.  On  ôtera  de  la  plus  grande  la  plu 
petite  autant  de  fois  que  possible;  s'il  ne  reste  rien,  celle- 
sera  la  ligne  cherchée  \  et  s'il  y  a  un  reste,  la  plus  gran< 
commune  mesure  de  ce  reste  et  de  la  plus  petite,  sera 
même  que  celle  des  deux  lignes  proposées.  La  question 
présentant  la  même  entre  ces  deux  nouvelles  lignes,  moii 
dres  que  les  premières,  on  continuera  de  même  jusqu'à  ^»    ce 
que  l'on  arrive  à  un  reste  nul,  ou  que  l'on  s'assure  qu^^    .'il 
n'existe  pas  de  commune  mesure. 

Dans  le  cas  de  données  graphiques,  l'opération  s'arrête       -ra 

toujours,  faute  de  pouvoir  apprécier  des  quantités  qui  d é'- 

passent  une  certaine  limite  de  petitesse.  Dans  le  cas  de  c^KLé- 
pendance  exactement  définie,  il   pourra  arriver,  comcr— »e 
pour  la  diagonale  du  carré,  que  la  marche  même  de  l'oj^^* 
ration  annonce  l'absence  de  commune  mesure  \  mais  le  pM-  us 
ordinairement,  c'est  par  des    considérations    tenant   à      h 
science  des  nombres  qu'on  y  parviendra,  et  ce  n'est  'pas 
en  cherchant  la  plus  grande  commune  mesure  par  les  pro- 
cédés que  nous  venons  d'indiquer. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  ce  que 
nous  venons  de  dire  à  propos  des  lignes  droites,  s'applique 
à  deux  quantités  d'une  même  espèce  quelconque. 

325.  Si  l'on  multipliait  les  deux  lignes  données,  par  un 
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parallélogrammes  IJig,  .26)^  la  figure  EBCD  pourra  être 
considérée  comme  un  composé  de  ABCDetdu  triangle  ABE, 


Fig.  26. 
A  F 


ou  de  EBCF  et  du  triangle  FCD,  égal  à  ABE,  comme  il  est 
facile  de  le  démontrer.  Les  deux  parallélogrammes  sont 
donc  équivalents,  puisqu'on  les  obtient  en  retranchant  des 
surfaces  égales  de  surfaces  égales. 

332.  Un  triangle  est  égalisaient  à  la  moitié  de  tout  pa^ 
rallélo gramme  de  même  base  et  même  hauteur. 

On  nomme  base  d'un  triangle  un  quelconque  de  ses  c6tés« 
et  hauteur  correspondante  la  distance  du  sommet  opposé  à 
sa  base.  1 

Or,  en  menant  par  les  extrétnités  d'un  des  côtés,  des  pa- 
rallèles aux  deux  autres,  on  forme  un  parallélogramme  qui 
a  même  base  et  même  hauteur  que  le  triangle,  et  dont  ce- 
lui-ci est  la  moitié.  Et  comme  tous  les  parallélogrammes 
de  même  base  et  même  hauteur  sont  équivalents,  le  triangle 
est  équivalent  à  la  moitié  de  tout  parallélogramme  de  même 
base  et  même  hauteur. 

Mesure  du  parallélogramme,  —  Puisque  tout  paraUér 
logramme  est  équivalent  au  rectangle  qui  a  même  base 
etmême  hauteur,  et  que  le  rectangle  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  ces  deux  lignes,  entendu  comme  nous  l'avons  expli- 
qué, on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante,  entendu^ 
dans  le  même  sens, 

Tout  parallélogramme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur, 
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entre  leurs  côtés  ]  rînstrument  sera  donc  beaucoup  plus  fa- 
cile à  graduer  que  si  Ton  prenait  toute  autre  courbe.  Le 
quart  de  cercle  correspondra  à  l'angle  droit  5  le  quatre-vingt- 
dixième  de  l'angle  droit,  ou  Tangle  de  i  degré,  correspondra 
au  quatre-vingt-dixième  du  quart  de  cercle,  qu'on  appellera 
Varc  d'un  degré,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  la  mesure 
d*un  angle,  en  prenant  Tangle  droit  pour  unité,  sera  la 
même  que  la  mesure  de  Tare  compris  entre  ses  côtés  en 
prenant  pour  unité  le  quart  de  cercle,  et  supposant  tou- 
jours le  sommet  de  l'angle  au  centre  du  cercle. 

C'est  là  ce  qu'on  entend  quand  on  dit  qu'un  angle  au 
centre  a  pour  mesure  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

3i27.  Les  recherches  théoriques  conduisent  quelquefois 
à  la  comparaison  d'angles  dont  le  sommet  n'est  pas  au  centre 
des  cercles  qui  se  trouvent  dans  la  figure,  et  il  y  a  à  cet 
égard  des  théorèmes  qu'il  est  utile  de  connaître.  Comme  les 
angles  au  centre  d'un  même  cercle  ont  entre  eux  le  même 
rapport  que  les  arcs  qu'ils  interceptent,  il  suffit  de  déter- 
miner quel  arc  intercepterait  entre  ses  côtés  un  angle  dont 
le  sommet  serait  situé  en  un  point  quelconque,  et  qu'on 
transporterait  sans  changer  sa  grandeur,  de  manière  que 
son  sommet  vînt  coïncider  avec  le  centre.  Ainsi  l'angle 
formé  par  deux  cordes,  ou  une  corde  et  une  tangente,  trans- 
porté au  centre,  intercepterait  entre  ses  côtés  la  moitié  de 
l'arc  qu'il  intercepte  dans  la  position  donnée;  pour  l'éva- 
luer^ il  ne  faut  donc  prendre  que  la  moitié  de  cet  arc;  ce 
que  l'on  exprime  en  disant  qu'un  angle  ainsi  placé  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Il  est  encore  bon  de  savoir  comment  on  connaîtrait  l'arc 
intercepté  entre  les  côtés  d'un  angle  dont  le  sommet  serait 
transporté  au  centre,  lorsque  ce  sommet  est  placé  en  dedans 
ou  en  dehors  du  cercle.  Cet  arc  dépend  d'une  manière  très- 
simple  de  ceux  qui  sont  déterminés  sur  la  figure  par  la  ren- 
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parallélogrammes  [fig»  26),  la  figure  EBCD  pourra  être 
considérée  comme  un  composé  de  ABCDetdu  triangle  ABE, 


Fig.  a6. 
A  F 


OU  de  EBCF  et  du  triangle  FCD,  égal  à  ABE,  comme  il  est 
facile  de  le  démontrer.  Les  deux  parallélogrammes  sont 
donc  équivalents,  puisqu'on  les  obtient  en  retranchant  des 
surfaces  égales  de  surfaces  égales. 

332.  Un  triangle  est  égaieraient  à  la  moitié  de  tout  pa^ 
rallélo gramme  de  même  hase  et  même  hauteur. 

On  nomme  base  d'un  triangle  un  quelconque  de  ses  c6tés« 
€^  hauteur  correspondante  la  distance  du  sommet  opposé  à 
sa  base.  2 

Or,  en  menant  par  les  extrétnités  d'un  des  côtés,  des  pa- 
rallèles aux  deux  autres,  on  forme  un  parallélogramme  qui 
a  même  base  et  même  hauteur  que  le  triangle,  et  dont  ce- 
lui-ci est  la  moitié.  Et  comme  tous  les  parallélogrammes 
de  même  base  et  même  hauteur  sont  équivalents,  le  triangle 
est  équivalent  à  la  moitié  de  tout  parallélogramme  de  même 
base  et  même  hauteur. 

Mesure  du  parallélogramme.  —  Puisque  tout  parallér 
logramme  est  équivalent  au  rectangle  qui  a  mêmie  base 
et  même  hauteur,  et  que  le  rectangle  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  ces  deux  lignes,  entendu  comme  nous  l'avons  expli- 
qué, on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante,  eniendufs 
dans  le  même  sens. 

Tout  parallélogramme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
base  pur  sa  hauteur, 
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330.  Mesure  de  la  surface  d'un  rectangle,  —  Si  sur 
la  hauteur  de  ce  rectangle,  que  nous  désignerons  par  Â,  on 
porte  une  longueur  égale  au  côté  du  carré  pris  pour  unité, 
et  que  par  son  extrémité  on  mçne  une  parallèle  à  la  base, 
on  formera  un  rectangle  B  dont  le  rapport  à  Funité  de  sur- 
face sera  exprimé,  d'après  la  proposition  précédente,  par  le 
rapport,  quel  qu'il  soit,  de  la  base  du  rectangle  au  côté  du 
carré  ',  rapport  qui  sera  le  nombre  même  qui  mesurera  cette  < 
base  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le  côté  du  carré,  ce 
que  nous  ferons  constamment.  Le  rectangle  6  sera  donc  égal 
à  Tunité  de  surface  multipliée  par  ce  nombre.  Si  mainte- 
nant nous  comparons  A  à  B,  leur  base  étant  la  même,  leur 
rapport  sera  égal  à  celui  de  leurs  hauteurs,  et  sera  par  con- 
séquent le  nombre  qui  mesurera  la  hauteur  du  rectangle 
donné,  en  prenant  encore  pour  unité  le  côté  du  carré.  La 
surface  de  A  ^'obtiendra  donc  en  multipliant  par  ce  dernier 
nombre  celui  qui  mesure  B,  qui  est  le  même  que  celui  qui 
mesure  la  base.  D'où  se  déduit  cette  proposition  générale  : 
Le  rapport  d'un  rectangle  quelconque  au  carré  construit  sur 
Tunité  de  longueur,  est  égal  au  produit  des  deux  nombres 
qui  mesurent  sa  base  et  sa  hauteur. 

C'est  ce  que  Ton  exprime  d'une  manière  abrégée  en  di- 
sant: 

J'out  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  pdf 
sa  hauteur, 

■ 

331.  Deux  parallélogrammes  de  même  base  et  même 
hauteur  sont  équivalents. 

On  appelle  base  d'un  parallélogramme  l'un  quelconque 
de  ses  côtés,  et  hauteur  correspondante,  la  perpendiculaire 
comprise  en  ire  cette  base  et  le  côté  parallèle.  D'après  cela, 
si  Ton  place  les  deux  parallélogrammes  de  manière  que  les 
bases  égales  coïncident,  les  côtés  opposés  seront  sur  une 
même  parallèle  à  ces  bases.  Soient  ABCD,  EBCF  les  deux 
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parallélogrammes  {fig»  .26)^  la  figure  EBCD  pourra  être 
considérée  comme  un  composé  de  ABCD  et  du  triangle  ABE, 


Fig.  a6. 
A  F 


DU  de  EBCF  ei  du  triangle  FCD,  égal  à  ABE,  comme  il  est 
Facile  de  le  démontrer.  Les  deux  parallélogrammes  sont 
3onc  équivalents,  puisqu'on  les  obtient  en  retranchant  des 
surfaces  égales  de  surfaces  égales. 

332.  Un  triangle  est  égalisaient  à  la  moitié  de  tout  pa^ 
mllélogramme  de  même  base  et  même  hauteur. 

On  nomme  base  d'un  triangle  un  quelconque  de  ses  c6tés« 
2tt  hauteur  correspondante  la  distance  du  sommet  opposé  à 
sa  base.  i 

Or,  en  menant  par  les  extrétnités  d'un  des  côtés,  des  .pa- 
rallèles aux  deux  autres,  on  forme  un  parallélogramme  qui 
SI  même  base  et  même  hauteur  que  le  triangle,  et  dont  ce- 
lui-ci est  la  moitié.  Et  comme  tous  les  parallélogrammes 
de  même  base  et  même  hauteur  sont  équivalents,  le  triangle 
est  équivalent  à  la  moitié  de  tout  parallélogramme  de  même 
base  et  même  hauteur. 

Mesure  du  parallélogramme.  —  Puisque  tout  parallér 
logramme  est  équivalent  au  rectangle  qui  a  même  base 
et  même  hauteur,  et  que  le  rectangle  a  pour  mesure  le  pro- 
duit de  ces  deux  lignes,  entendu  comme  nous  l'avons  expli- 
qué, on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante,  ennendu^s 
dans  le  même  sens, 

Tout  parallélogramme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
ifose  par  sa  hauteur, 
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Mesure  du  triangle,  —  Tout  triangle  étant  équivalent 
à  la  moitié  du  rectangle  de  même  base  et  de  même  hau- 
teur^ il  en  résulte  que  : 

Tout  triangle  a  pour  mesure  la  moitié  du  prx>duit  de  sa^ 
base  par  sa  hauteur. 

Mesure  d'un  polygone  quelconque.  —  Quel  que  soit  U 
nombre  des  côtés  d'un  polygone,  on  peut  le  décomposer  er^ 
triangles.  Si  Ton  prend  pour  sommet  commun  un  point 
Tintérieur.  le  nombre  des  triangles  sera  égal  au  nombre  à^m 
côtés  du  polygone.  Si  Ton  prend  un  sommet  du  polygoia^ 
même,  les  diagonales  qui  en  partiraient  partageraient  le 
lygone  en  triangles  dont  le  nombre  serait  moindre  de  dei 
unités  que  celui  des  côtés  du  polygone. 

Cela  fait,  on  aura  la  mesuré  de  la  surface  du  pôlygc 
en  ajoutant  celles  de  tous  ces  triangles.  Et  c^est  ainsi  qu^  ij 
mesure  de  toutes  les  figures  planes  terminées  par  des  ligvies 
droites,  est  ramenée  à  celle  du  rectangle,  qui  se  fonde  îm. 
média tement  sur  la  considération  de  Fégalité. 

DES  LIGNES  PROPORTIONNELLES    ET  DES   FIGURES  SEMBLABLES. 

333.  La  proposition  fondamentale  de  cette  théorie  con- 
siste en  ce  que,  si  deux  droites  sont  coupées  par  des  lignes 
parallèles  entre  elles,  les  parties  interceptées  sont  propor- 
tionnelles. 

Euclide,  et  d'après  lui  Legendre,  en  ramènent  la  dé- 
monstration à  la  comparaison  des  surfaces  des  triangles. 
Ce  moyen  n'étant  pas  tiré  de  la  nature  même  de  la  ques- 
tion, nous  préférerions  celui  que  d'autres  géomètres  ont 
employé,  et  qui  est  fondé  sur  cette  considération  bien  simple 
que,  si  l'on  a  un  nombre  quelconque  de  parallèles  menées 
par  des  points  équidistants  entre  eux,  pris  sur  une  des  deux 
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lignes,  les  parties  interceptées  sur  la  seconde  seront  égales 
^ntre  elles.  De  là  résulte,  par  le  procédé  uniforme  de  dé- 
monstration employé  ci-dessus/pour  les  angles  et  pour  les 
rectangles  de  même  hauteur,  que  les  parties  de  Tune  des 
deux  droites,  comprises  entre  des  parallèles  quelconques, 
ont  le  même  rapport  que  les  parties  correspondantes  de 
l'autre,  qu'il  y  ait  ou  non  une  mesure  commune  entre  elles. 

334.  La  similitude  des  figures  planes  se  définit  ordinai- 
rement par  Tégalité  des  angles  et  la  proportionnalité  des 
côtés  homologues  :  dans  les  triangles  seulement  une  de  ces 
conditions  entraine  Tautre. 

Lorsque  Ton  considère  un  système  quelconque  de  points, 
séparés  les  uns  des  autres,  ou  réunis  par  des  droites,  on  dit 
qu'un  second  système  lui  sera  semblable,  lorsqu'en  joignant 
des  points  correspondants  quelconques  par  des  droites,  leur 
rapport  est  toujours  le  même;  et^  par  suite,  les  polygones 
Formés  de  part  et  d*autre  en  joignant  des  points  homologues 
sont  semblables.  Lorsque  ces  conditions  entre  les  deux  sys- 
tèmes ont  lieu  pour  un  assez  grand  nombre  de  points  pour 
que  le  second  système  soit  déterminé  quand  le  premier  le 
^ra,  ces  mêmes  conditions  le  seront  pour  tous  les  autres 
points  ou  lignes  homologues.  Ainsi,  il  y  aura  le  même  rap- 
port entre  les  perpendiculaires  abaissées  de  points  homo- 
logues sur  des  lignes  homologues,  entre  les  tangentes  me- 
nées de  pointa  homologues  à  des  cercles  décrits  de  points 
homologues  comme  centres,  avec  des  rayons  dans  le  même 
rapport,  etc.,  etc. 

335.  Les  triangles  semblables  sont  des  intermédiaires 
aussi  fréquemment  employés  pour  démontrer  des  propor- 
tions entre  des  lignes,  que  les  triangles  égaux  le  sont  pour 
démontrer  Tégalité  de  lignes  ou  d'angles.  C'est  par  des 
triangles  semblables  qu'on  démontre  les  proportions  dépen- 
dantes des  sécantes  ou  tangentes  menées  d\in  même  point 
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voir  donner  avec  rigueur  la  succession  des  premières  véri- 
tés, et  la  liaison  de  chacune  d'elles  à  celles  qui  la  précèdent. 
Mais  nous  faisons  remarquer  cette  évidence  avec  laquelle 
elles  se  présentent  à  tous  les  hommes,  aGn  qu'on  ne  se  de — 
mande  pas  pourquoi  on  commence  par  elles,  et  commenW 
on  les  a  découvertes.  Beaucoup  d'autres  qui  les  suivront 
présenteront  encore  ce  même  caractère  \  mais  combien  il  v« 
en  a  aussi  qui  n'ont  pu  être  trouvées  que  par  des  efforts  pro^ . 
digieux,  et  dont  la  démonstration  ne  peut  être  suivie  qu^^ 
par  des  esprits  d'élite. 

Jusqu'ici  donc  nous  n'avons  rien  de  bien  important 
faire  ressortir  sur  l'emploi  des  méthodes.  Les  énoncés  d^ 
propositions  étant  posés,  on  parvient  si  vite  à  la  démoms. 
tration,  que  la  marche  synthétique  semble  la  seule  qu.*!/ 
ait  été  possible  d'y  employer. 

Il  est  bon  toutefois  de  remarquer  que  nous  avons  plu- 
sieurs fois  fait  usage  de  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde, 
particulièrement  pour  démontrer  des  réciproques.  Ainsi, 
après  avoir  démontré  les  conséquences  que  l'égalité  ou  l'i- 
négalité de  deux  côtés  d'un  triangle  entraine  relativement 
aux  angles  opposés,  si  l'on  veut  connaître  les  conséquences 
relatives  aux  côtés  qui  résulteraient  de  l'égalité  ou  de  l'in- 
égalité de  deux  angles,  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde 
se  présente  si  naturellement,  qu'elle  doit  être  préférée  à  une 
démonstration  directe.  En  effet,  si  l'on  donne  par  exemple 
un  des  angles  plus  grand  que  l'autre,  le  côté  opposé  au  pre- 
mier ne  peut  être  égal  à  l'autre,  car  les  angles  opposés  se- 
raient égaux,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse  :  et  il  ne  peut 
être  plus  petit,  parce  que  l'angle  qui  lui  est  opposé  serait 
le  plus  petit,  ce  qui  serait  aussi  contre  l'hypothèse.  D'où 
il  suit  nécessairement  que  le  côté  opposé  au  plus  grand 
angle  est  le  plus  grand.  On  verra  souvent  cette  méthode 
employée  dans  la  démonstration  de  propositions  réci- 
proques. 
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321.  Les  propositions  établies  jusqu'ici  nous  permettent 
e  procéder  à  la  mesure  des  grandeurs,  dont  nous  avons  fait 
întir  Fimporlance,  sans  la  regarder  toutefois  comme  Tu- 
îque  objet  delà  Géométrie.  Nous  ne  considérerons  d'abord 
ae  les  lignes  droites,  ou  les  arcs  de  cercles  de  rayons  égaux, 
îs  angles,  et  les  surfaces  des  figures  planes  terminées  par  des 
gnes  droites.  Ce  ne  sera  que  plus  tard  que  nous  cherche- 
3ns  la  mesure  des  surfaces  planes  terminées  par  des  arcs 
e  cercles  quelconques,  mêlés  à  des  côtés  rectiligues. 
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à  un  cercle  donné;  celles  qui  ont  lieu  entre  les  côtés  d'un 
triangle  rectangle,  la  perpendiculaire  abaissée  de  son  som- 
met sur  l'hypoténuse,  et  les  segments  qu'elle  y  déter- 
mine, etc.  Dans  la  résolution  des  problèmes,  ils  servent 
fréquemment  dMntermédiaires  pour  ramener  les  construc- 
tions les  unes  aux  autres. 

336.  La  comparaison  des  figures  semblables  conduit  à  ce 
résultat  remarquable,  que  leurs  surfaces  sont  dans  le  même 
rapport  que  les  carrés  construits  sur  deux  lignes  homo- 
logues. Cette  proposition  se  démontre  d'abord  pour  les 
triangles,  et  s'étend  facilement  à  des  polygones  semblables 
quelconques.  La  démonstration  en  est  très-simple  et  facile 
à  retenir  quand  on  suit  la  marche  analytique*,  elle  oifre^ 
au  contraire,  quelque  embarras  aux  élèves  quand  ou  affecte 
d'employer  la  marche  synthétique,  comme  le  fait  toujours 
Legendre.  Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  prendre  cet 
exemple  si  peu  compliqué,  pour  montrer  l'avantage  de 
l'analyse  sur  la  synthèse  :  on  comprendra  combien  il  serait 
plus  grand  dans  le  cas  où  le  nombre  des  intermédiaires 
serait  plus  considérable. 

Voici  d'abord  la  démonstration  littéralement  copiée  dans 
le  Traité  de  ce  célèbre  géomètre. 

Soit  l'angle  A  =  D  et  l'angle  B  =  E  [Jig.  27  et  a8)j 

m 

Fig.  27  et  28. 


F 


B     B  1>  ^   ^ 


d'abord,  à  cause  des  angles  égaux  A  et  D,  on  aura,  parla 
proposition  précédente, 

ABC  :  DEF  ::  AB  X  AC:  DE  X  DF; 
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on  a  d'ailleurs,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles, 

AB:DE::  AC:DF, 

et  si  Ton  multiplie  cette  proportion  terme  à  terme  par  la 
proportion  identique 

AC:DF::  AC:DF, 

il  en  résultera 

AB  X  AC  :  DE  X  DF  :  :  ÂC*  :  DF*. 
Donc 

ABC  :  DEF  :  :  Âc' :  DF*. 

Dans  cette  démonstration,  on  évite  en  quelque  sorte  de 
faire  prévoir  l'utilité  des  diverses  propositions  par  les- 
quelles on  passe  •,  et  ce  n'est  que  quand  on  est  arrivé  au  but, 
qu'on  en  peut  saisir  la  liaison.  Les  commençants  ne  Tap* 
prennent  et  ne  la  retiennent  que  difficilement.  Voici  com- 
ment on  aurait  pu  procéder  par  la  méthode  analytique. 
Pour  démontrer  que  les  deux  triangles  semblables  ABC, 
DEF  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  deux  côtés  homo- 
logues, par  exemple  AB  et  DE,  il  suffit  de  démontrer  que 
les  mesures  de  ces  triangles  sont  iams  ce  rapport  ;  ou  que 
les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs,  qui  sont  les 
doubles  de  ces  mesures,  sont  dans  ce  rapport.  Soient  CH, 
FI  ces  hauteurs  ;  la  démonstration  du  théorème  en  ques- 
tion est  donc  ramenée  à  celle  de  la  proportion  suivante  : 

AB  X  CH  :  DE  X  El  ::  ÂB*  :  de\ 

qui,  en  supprimant  les  facteurs  communs,  soit  aux  anté- 
cédents, soit  aux  conséquents,  devient 

CH:Fi::AB:DE. 

Or  cette  proportion  est  vraie,  puisque  dans  deux  triangles 
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seoiblables  les  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  côtés. 
Donc  la  proposition  énoncée  est  vraie. 

L'avantage  de  cette  méthode  est  trop  évident  pour  qu'il 
soit  besoin  de  le  faire  ressortir. 

AUTRE    POINT    D£    VUE    ET    AUTRE    DÉFINITION 

DE    LA    SIMILITUDE. 

337.  Lorsque  deux  systèmes  semblables,  d'après  la  défi- 
nition précédente^  sont  placés  de  manière  que  deux  lignes 
homologues  soient  parallèles,  toutes  les  autres  le  sont  res- 
pectivement^ toutes  les  lignes  qui  joignent  deux  points  ho- 
mologues passent  par  un  même  point  qu'on  nomme  centre 
de  similitude^  et  le  rapport  des  distances  de  ce  point  à  deux 
points  homologues  quelconques  est  constant^  et  égal  à 
celui  de  deux  droites  homologues  quelconques  du  système*, 
on  le  nomme  le  rapport  de  similitude  des  deux  systèmes. 
Le  premier  système  étant  fixé,  on  peut  évidemment  placer 
le  second  de  telle  sorte  que  le  centre  de  similitude  occupe 
une  position  quelconque  dans  le  plan  des  deux  systèmes. 

Après  avoir  reconnu  cette  propriété  des  systèmes  sem- 
blables^ on  a  pensé  qu'il  était  plus  convenable  de  la  pr^idre 
pour  la  définition  même  de  la  similitude.  Elle  entraine  la 
première,  et  s'applique  plus  simplement  au  cas  des  courbes 
et  des  surfaces  courbes.  Nous  adopterons  donc  la  définition 
suivante  de  la  similitude  : 

Deux  syslèm,es  de  points  sont  dits  semblables,  lorS' 
quils  peuv^ent  être  placés  de  manière  que  toutes  les  droites 
qui  joignent  deux  points  homologues  passent  par  un 
même  point,  et  que  le  rapport  des  distances  de  ce  point 
à  deux  homologues  quelconques  soit  constant. 

Il  résulte  de  là,  en  nous  bornant  aux  points  situés  dans 
un  même  plan,  que  si  des  points  sont  en  ligne  droite  dans 
l'un  des  systèmes,  les  homologues  y  seront  aussi  ^  que  s'ils 
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sont  sur  un  même  cercle  dans  Fun,  les  homologues  seronl 
aussi  sur  un  cercle.  Ainsi  le  système  semblable  à  un  cercle, 
est  un  autre  cercle;  et  leur  centre  de  similitude  s'obtiendra 
en  joignant  les  extrémités  de  deux  rayons  parallèles  quel- 
conques, et  prolongeant  cette  droite  jusqu'à  la  rencontre 
de.  la  ligne  des  centres  ou  d'une  seconde  droite  menée  par 
les  extrémités  de  deux  autres  rayons  parallèles  :  le  rapport 
de  similitude  sera  celui  des  rayons.  Il  est  évident  que  le 
centre  de  similitude  est  le  point  où  les  tangentes  communes 
rencontrent  la  ligne  des  centres.  Ce  point  jouit  encored'une 
propriété  qu'il  est  bon  de  connaître,  c'est  que  le  produit 
des  distances  de  ce  point  à  deux  points  non  homologues 
situes  sur  une  sécante  quelconque  menée  par  ce  point,  est 
constant. 

338.  Si,  au  lieu  de  porter  les  longueurs  dans  le  même 
sens  à  partir  du  centre  de  similitude,  on  les  portait  en 
sens  contraire,  le  second  système  ne  serait  plus  placé  de  la 
même  manière  par  rapport  au  premier,  mais  il  serait  iden- 
tiquement le  même  que  si  l'on  avait  porté  les  distances 
dans  le  même  sens  que  pour  le  premier.  On  voit,  en  effet, 
qu'en  faisant  tourner  de  deux  angles  droits  le  second  sys- 
tème autour  du  centre  de  similitude  que  nous  appellerons 
inverse^  il  coïnciderait  avec  celui  qu'on  aurait  obtenu  en 
portant  les  distances  dans  le  même  sens.  Les  lignes  homo- 
logues sont  toujours  parallèles,  mais  en  sens  inverse, 
puisqu'elles  se  trouvent  dans  le  même  sens  après  une  demi- 
révolution.  On  aurait  le  centre  de  similitude  inverse  de 
deux  cercles,  par  la  rencontre  de  la  ligne  des  centres  et 
de  celle  qui  joindrait  les  extrémités  de  deux  rayons  paral- 
lèles et  de  sens  contraires.  Nous  aurons  quelque  chose  à 
ajouter  à  ces  considérations  générales  sur  la  similitude, 
lorsque  nous  considérerons  les  points  situés  d'une  manière 
.quelconque  dans  l'espace. 


]     i  r  i  -r- 
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DE  LA  RÉSOLUTION  DES  PROBLÈMES. 


.  339.  En  se  reportant  à  la  définition  générale  que  nous 
avons  donnée  des  problèmes,  on  voit  facilement  queTobjet 
d'un  problème  de  Géométrie  plane  doit  être  de  déterminer 
soit  des  grandeurs,  soit  des  positions,  diaprés  les  rapports 
qu'elles  doivent  avoir  avec  des  grandeurs  ou  des  positions 
4  données.  Et  la  marche  que  nous  avons  prescrite  dans  toute 
science  pour  la  résolution  des  problèmes,  consistera  ici  à 
ramener  la  construction  des  grandeurs  demandées,  ou  la 
détermination  des  positions  de  points  ou  de  lignes,  à  des 
constructions  que  l'on  sache  effectuer. 

Il  est  donc  nécessaire  d'abord  de  bien  fixer  quelles  sont 
celles  que  l'on  regardera  comme  pouvant  toujours  être  exé- 
cutées, de  telle  sorte  que  toute  construction  qui  y  sera  ra- 
menée, puisse  être  considérée  comme  exécutée. 

Or  les  seules  constructions  qne  Ton  admette  dans  la  Géo- 
métrie élémentaire,  comme  pouvant  être  toujours  immé- 
diatement effectuées,  sont  celles  d'une  droite  indéfinie  dont 
on  connaît  deux  points,  ou  d'un  cercle  dont  on  connaît  le 
centre  et  le  rayon . 

On  a  pour  les  exécuter  les  instruments  qu'on  appelle  la 
règle  et  le  compas,  et  on  rejette  Temploî  de  tout  autre. 

On  voit  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  ces  conditions  im- 
posées aux  solutions  géométriques.  On  ne  s'y  est  pas  tou- 
jours rigoureusement  attaché  :  les  anciens  eux-mêmes  ont 
admis  quelquefois  des  courbes  moins  simples  que  le  cercle, 
pour  la  construction  de  problèmes  qu'ils  désespéraient  de 
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pouvoir  résoudre  autrement;  et  l'on  sait  même  démontrer 
aujourd'hui  que  certains  problèmes  ne  peuvent  absolument 
être  construits  exactement  aved  la  règle  et  le  compas.  Nous 
laisserons  de  côté  pour  le  moment  ces  problèmes,  et  nous 
nous  bornerons  à  ceux  qui  n'exigent  que  des  construction^ 
de  droites  indéfinies  dont  on  connaît  deux  points ,  et  de 
cercles  dont  le  centre  et  le  rayon  sont  connus. 

Mous  commencerons  par  indiquer  rapidement  ceux  par 
lesquels  il  est  naturel  de  commencer. 

340.  Une  droite  étant  donnée  en  position  et  en  gran- 
deur y  élever  une  perpendiculaire  en  son  milieu j  qui  n^est 
pas  donné, 

341 .  Par  un  point  donné  quelconque,  mener  une  per- 
pendiculaire à  une  droite  donnée, 

34S.  Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à  une 
droite  donnée, 

343.  Par  un  point  pris  sur  une  droite,  tracer  une  se- 
conde droite  qui  fasse  av^ec  la  première  un  angle  donné, 

344.  Diviser  un  angle  ou  un  are  de  cercle  en  deux  par- 
ties égales,  • 

Ces  premiers  problèmes,  qui  se  présentent  à  chaque  in- 
stant, sont  trop  simples  pour  que  noué  examinions  leurs 
solutions. 

Nous  allons  en  considérer  quelques  autres,  dont  la  solu- 
tion, un  peu  plus  compliquée,  fera  mieux  ressortir  l'utilité 
de  la  méthode  analytique. 

345.  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle. 

La  question  est  de  déterminer  le  centre  et  le  rayon  d'un 

cercle  qui  soit  tangent  aux  trois  côtés  d'un  triangle  donné. 

Comme  on   sait  que  la    perpendiculaire  abaissée  dtif 
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centre  d'un  cercle  sur  une  quelconque  de  ses  tangentes, 
égale  au  rayon,  on  voit  de  suite  que  le  centre  du  cerd^ 
demandé  doit  èlre  également  distant  des  trois  côtés  du=: 
triangle  ;  que,  par  conséquent,  la  détermination  de  ce  poim^ 
est  ramenée,  et  avec  réciprocité,  à  un  autre  problème  doi^ 
renoncé  général  serait  : 

Tromper  un  point  également  distant  de  trois  droit^^ 
données. 

Pour  résoudre  ce  dernier  problème,   on  se  rappelle -^^ 
que  tous  les  points  de  la  bissectrice  d'un  angle  sont  éga(«« 
ment  distants  de  ses  deux  côtés,  et  sont  les  seuls  à  jomsiV 
de  cette  propriété.  Il  suit  de  là  que  le  point  équidistant  de 
trois  droites,  devant  être  équidistant  de  deux  quelconques 
d'entre  elles,  doit  être  un  de  ceux  de  la  bissectrice  d'un 
quelconque  des  angles  que  ces  droites  forment  deux  &  deux,* 
et  dans  le  cas  proposé,  ces  angles  sont  ceux  qui  appar- 
tiennent au  triangle  que  forment  ces   trois   droites.  Le 
point  cherché,  s'il  existe,  doit  donc  se  trouver  sur  les 
trois  bissectrices  \  et  réciproquement,  si  ces  bissectrices  ont 
un  point  commun,  il  satisfera.  Or,  deux  de  ces  bissectrices 
suffisent,  et  leur  point  de  rencontre  sera  sur  la  troisième. 
Le  problème  est  donc  ramené  à  partager  des  angles  en 
deux  parties  égales;  ce  que  l'on  sait  faire. 

346.  Décrire  sur  une  droite  donnée  un  segment  capable 
d^un  angle  donné. 

On  sait  que  tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  seg- 
ment sont  égaux  entre  eux,  et  à  l'angle  formé  par  la  corde 
qui  lui  sert  de  base  avec  la  tangente  à  l'une  quelconque  de 
ses  extrémités.  Celte  base  et  la  valeur  de  l'angle  inscrit  sont 
données  \  il  s'agit  de  décrire  le  cercle. 

Or,  d'après  ce  qui  vient  d'être  rappelé,  si  le  cercle  cher- 
ché était  construit,  et  qu'on  lui  menât  une  tangente  à  une 
des  extrémités  de  la  base,  elle  ferait  avec  cette  base  un  angle 
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égal  k  Tangle  donné  ;  si  donc  on  trace  une  droite  faisant 
av^c  la  base  donnée,  et  à  Tune  de  ses  extrémités,  un  ^ngle 
égal  à  l'angle  donné,  on  aura  une  tangente  au  cerclç  chei^- 
phé.  Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Déterminer  un  cercle  dont  on  connaît  deux  points  et  la 
tangente  en  un  de  ces  points. 

Et  la  réciprocité  s^aperçoit  facilement. 

Pour  résoudre  celui-ci,  il  suffit  de  remarquer  que  Ifii  ligne 
qui  joint  le  centre  au  point  de  contact  étant  perpendiculaire 
a  Ja  tangente,  si  on  élève  au  point  de  contact  donné  une 
perpendiculaire  à  la  tangente  donnée,  elle  passera  par  le 
centre  du  cercle.  On  aura  une  seconde  ligne  passant  par  ce 
centre,  en  élevant  une  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  donnés. 

.  La  détermination  du  centre  est  donc  ramenée  à  des  con- 
structions qu'on  sait  exécuter,  et,  par  conséquent,  le  pro- 
Uème  proposé  est  résolu. 

Par  un  point  C,  commun  à  deux  cercles  dont  les  centres 
sont  A  et  B,  mener  une  droite  telle,  que  la  partie  corn,-- 
prise  entre  les  deux  cercles  soit  égale  à  une  longueur 
donnée. 

Soit  MN  la  ligne  qui  résout  la  question  {fig.  29). 

Si  des  deux  centres  on  abaisse  des  perpendiculaires 

Fig.  29. 


sur  MN,  elles  seront  parallèles  et  passeront  par  les  mi- 
lieux P,  Q  des  cordes  MC,  NC.  La  distance  PQ  de  ces  deux 
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parallèles  sera  donc  égale  à  la  moitié  de  la  longueur  don^  . 
née,  et  par  conséquent  connue.  Le  problème  est  donc  ra^ 
mené  au  suivant  : 

Par  deux  points  donnés  A,  B,  mener  deux  parallèt^^ 
dont  la  distance  mutuelle  est  donnée. 

Et  Von  reconnaît    immédiatement  que   la    réciprocî^^ 
existe. 

,  Pour  résoudre  celui-ci,  on  remarquera  que  si  ces  parai- 
lèle$  étaient  tracées,  et  que  de  Tun  de  ces  points,  B  par 
exemple,  on  leur  menât  une  perpendiculaire,  la  partie  cozn^ 
prise  BR  serait  égale  à  la  distance  donnée,  et  par  consé- 
quent le  triangle  ÂRB  serait  rectangle,  et  on  connaitrait 
Thypoténuse  AB  et  un  côté  BR.  Si  Ton  construisait  ce 
triangle,  on  connaîtrait  la  direction  AR;  et  comme  MNIai 
est  perpendiculaire,  il  suffirait  d^abaisser  de  C  une  perpen- 
diculaire sur  une  droite  donnée,  ce  que  Ton  sait  faire.  On 
voit  donc  que  le  second  problème,  et  par  conséquent  lé 
premier,  se  ramène  à  celui-ci  : 

Construire  un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  AB 
est  donnée,  ainsi  que  la  longueur  d^un  second  côté. 

Pour  résoudre  ce  nouveau  problème,  il  suffit  de  remairr 
quer  que  le  sommet  de  l'angle  droit  de  ce  triangle  ne  peut 
être  que  sur  le  cercle  décrit  sur  l'hypoténuse  AB  comme 
diamètre;  on  pourra  décrire  ce  cercle,  puisque  son  centre 
sera  le  milieu  de  AB,  qu'on  sait  trouver.  Et  comme  ce  som- 
met doit  se  trouver  à  une  distance  connue  de  B,  il  suffira 
de  décrire  un  cercle  de  B  comme  centre,  avec  cette  distance 
pour  rayon  :  le  point  où  il  rencontrera  le  premier  sera  le 
sommet  cherché  R,  et  la  construction  s'achèvera,  comme 
nous  l'avons  dit,  en  joignant  AR  par  une  ligne  indéfinie, 
et  abaissant  de  C  une  perpendiculaire  sur  cette  ligne. 

347.  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cerclés 
donnés. 
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Soient  A,  B  les  centres  des  deux  cercles,  et  pour  fixer  les 
idées,  supposons  qu'ils  soient  entièrement  extérieurs  Vuq  à 
l'autre  (fig>  3o). 

Soient  M,  M  les  points  de  contact  de  la  tangente  coni-* 
mune,  qui  laisse  les  deux  cercles  d^un  même  côté.  Les 

Fig.  3o. 


rayons  AM,  BN  perpendiculaires  à  une  même  droite,  se- 
ront ]  arallèles;  et  si  Ton  mène  BP  parallèle  à  MN,  le 
triangle  ABP  sera  rectangle  en  P,  et  l'on  enconnaitra/Vhy-^ 
poténuse  AB  et  le  côté  AP  qui  est  égal  à  la  différence  des 
rayons  des  deux  cercles. 

Et  réciproquement,  si  Ton  construisait  un  triangle  90us 
lies  conditions,  AP  prolongé  ferait  connaître  sur  le  cercle  A 
im  point  M  tel,  qu'en  y  menant  la  tangente  à  ce  ceiicl^, 
elle  serait  tangente  à  Tautre.  Le  problème  est  donc  encore 
ramené  à  la  construction  d'un  triangle  rectangle,  dont  on 
connaît  l'hypoténuse  et  un  autre  côté,  ce  que  l'on  sait 
faire. 

Si  l'on  voulait  que  la  tangente  passât  entre  les  deux 
cercles,  on  aurait  semblablement  à  construire  un  triangle 
rectangle  dont  l'hypoténuse  serait  AB,  et  un  autre  côté  la 
somme  au  lieu  de  la  différence  des  rayons.  . 

n  est  inutile  de  faire  remarquer  qu'il  y  a  deux  autres 
tangentes  communes,  symétriques  des  deux  premiè;:es  par 
rapport  à  la  ligne  des  centres. 

348.  Construire  un  carré,  connaissant  la  différence  de 
la  diagonale  au  côté. 
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Soit  ABGD  ce  carré;  AE  la  différence  donnée  {fig*  3i  )• 
CE  sera  égal  au  côté,  et  le  triangle  CEB  sera  isocèle.  Mais 
si  l'on  prolonge  BE  jusqu'à  sa  rencontre  en  F  avec  Je 
côté  AD,  les  angles  du  triangle  AEF  seront  respectivement 

Fig.  3i. 


égaux  à  ceux  du  triangle  CEB;  ce  triangle  AEF  sera  donc 
isocèle,  et  Ton  aura  AF  =  AE. 

On  peut  donc  connaître  le  point  F  du  carré  cherché, 
d*où  résultera  la  construction  même  de  ce  carré. 

En  effet,  ayant  tracé  la  ligne  AE  égale  à  la  différence 
donnée,  on  mènera  deux  lignes  indéfinies  AM,  AN,  faisant 
avec  AE  des  angles  égaux  à  la  moitié  d'fin  droit  :  sur  AN  on 
prendra  AF=  AE;  on  mènera  la  droite  indéfinie  FE,  et 
le  point  B  où  elle  rencontrera  AM  donnera  le  côté  ABdu 
carré,  qu'on  achèvera  en  menant  BC  perpendiculaire 
sur  AB,  et  CD  sur  AN. 

Mais  comme  nous  avons  omis  de  démontrer  la  récipro- 
cité, il  faut  actuellement  prouver  que  la  figure  construite 
d'après  la  condition  AF  =  AE  satisfait  aux  conditions  pro- 
posées. D'abord  cette  figure  est  un  carré,  puisque  l'angleAB 
a  été  pris  égal  à  un  demi-droit;  de  plus,  les  angles  du 
triangle  CEB  étant  égaux  à  ceux  du  triangle  isocèle  AEF, 
le  premier  sera  aussi  isocèle,  et  l'on  aura  CE  =CB.Donc 
là  ligne  donnée  EA  sera,  comme  il  le  fallait,  la  différence 
de  la  diagonale  au  côté  du  carré. 
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RÉFLEXIONS    SUR    LA    MARCHE    ANALYTIQUE  SUIVIE    DANS    LA 
RÉSOLUTION   DES   PROBLÈMES   PRÉCÉDENTS. 

349.  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  ne  sup- 
posent que  la  connaissance  des  premières  propositions  de 
la  Géométrie  ;  mais  nous  avons  voulu  nous  occuper  de  ce 
genre  de  questions  aussitôt  que  nous  avons  été  en  pos- 
session de  moyens  suffisants  pour  en  résoudre  un  assez 
grand  nombre,  dans  des  conditions  assez  variées.  Nous  nous 
sommes  borné  à  quelques-uns  seulement^  parce  que  nous 
ne  voulons  que  montrer  dans  quel  esprit  un  cours  doit  être 
conçu. 

Dans  un  cours  régulier,  il  faudrait  beaucoup  les  multi- 
plier; mais  ce  qui  est  le  plus  essentiel,  c'est  de  faire  cher- 
cher les  problèmes  par  les  élèves,  et  non  de  leur  en  donner 
immédiatement  la  solution.  On  ne  s'assimile  les  méthodes 
qu^en  les  appliquant  soi-même,  et  non  en  apprenant  com- 
ment les  autres  les  ont  appliquées. 

Dans  les  solutions  que  nous  avons  données,  nous  avons 
suivi  la  méthode  analytique;  en  les  lisant,  il  semble  qu'on 
assiste  à  la  découverte  progressive  de  l'inventeur,  et  même 
qu'il  n'a  eu  successivement  que  les  idées  qu'on  aurait  eues 
soi-même^  si  l'on  s'était  proposé  la  question. 

Cette  méthode  consiste,  comme  nous  l'avons  dit  en  gé- 
néral, à  partir  du  problème  proposé,  et  le  ramener  à  un 
autre;  puis  à  ramener  celui-ci  à  un  nouveau,  jusqu'à  ce 
que  l'on  parvienne  à  un  problème  que  l'on  sache  résoudre. 
Mais  chacun  des  problèmes  que  l'on  substitue  ainsi  à  celui 
qui  le  précède,  peut  lui  être  lié  de  deux  manières  très-diffé- 
rentes. Les  conditions  qui  lui  sont  imposées  peuvent  être 
dès  conséquences  de  celles  du  précédent,  ou  au  contraire 
entraîner  celles-ci  comme  conséquences.  Souvent  il  y  a  ré-' 
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cîprocilé  entre  les  unes  et  les  autres  5  et  alors  les  deux  pro- 
blèmes, quoique  différents  l'un  de  l'autre,  conduisent  exac- 
tement aux  mêmes  solutions.  Quand  cette  réciprocité  n'a 
pas  lieu,  nous  avons  fait  voir,  dans  l'exposition  générale, 
qu'il  pouvait  y  avoir  dans  le  premier  cas  des  solutions 
étrangères,  et  dans  le  second  des  solutions  perdues. 

Il  y  a  donc  deux  marches  analytiques  pour  la  solution 
des  problèmes^  l'une  procède  par  déduction,  Tautre  par 
réduction  ;■  mais  dans  l'un  et  Tautre  cas,  il  peut  se  faire 
qu'il  y  ait  réciprocité  entr'e  les  conditions  de  deux  pro- 
blèmes successifs,  et  il  est  essentiel  de  s^en  assurer.  Si  elle 
a  lieu,  les  solutions  sont  identiques  :  sinon,  on  sait  quelle 
discussion  il  est  nécessaire  de  faire. 

La  déduction  est  ordinairement  plus  commode  que  la 
réduction  ^  et  si  l'on  ne  veut  pas  faire  de  discussion  à 
chaque  transformation  de  la  question,  et  qu'on  arrive  à  un 
problème  connu  sans  qu'aucun  des  intermédiaires  ait  ét^ 
obtenu  par  réduction,  il  n'y  a  autre  chose  à  faire  qu'à  re- 
connaître s'il  y  a  des  solutions  étrangères,  c'est-à-dire  à 
s'assurer  si  toutes  les  solutions  du  dernier  problème  satis- 
font au  premier.  Mais  si  quelques-uns  des  problèmes  ont 
été  obtenus  par  réduction,  et  quelques  autres  par  déduc- 
tion, il  peut  y  avoir  des  solutions  perdues  en  même  temps 
que  des  solutions  étrangères  ;  le  hasard  peut  même  faire 
qu'il  y  ait  compensation. 

Dans  la  solution  des  problèmes  précédents,  nous  sommes 
parti  de  la  construction  demandée^  supposée  faite,  et  nous 
en  avons  tiré  des  conséquences  qui  nous  ont  fourni  de  nou- 
veaux problèmes^  mais  nous  avons  eu  soin  de  démontrer  la 
réciprocité  de  chacun  avec  le  précédent,  et  par  conséquent 
la  solution  fournie  par  le  dernier  était  identique  avec  la 
solution  demandée  du  premier.  Il  faut  toutefois  excepter  le 
dernier  de  bos  problèmes,  où  nous  avons  remis  à  la  fin  la 
démonstration. obligée  de  la  réciprocité. 
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350.  Une  fois  la  solution  trouvée  par  l'analyse,  on  exé- 
cute la  construction  en  partant  de  la  dernière  à  laquelle  on 
ji  élé  ramené;  c^est-à-dire  qu^on  procède  par  une  marche 
inverse  de  celle  qui  a  été  suivie  pour  découvrir.  Et  cette 
inème  marche  peut  être  suivie  pour  Texposition  théorique 
de  la  solution,  qui  se  fait  alors  synthétiquement  au  lieu  de 
se  faire  analytiquement. 

Cette  marche  est  presque  toujours  suivie  par  les  auteurs 
de  Traités  élémentaires.  Elle  est  plus  difficile  que  celle  qui 
SL  été  suivie  pour  découvrir;  et  dans  tous  les  cas  elle  exige 
cpie  Ton  démontre  quMl  n'y  a  pas  d'autre  solution  que  celle 
cjue  l'on  énonce.  Dans  le  dernier  des  problèmes  précédents 
-nous  avons  été  obligé  de  démontrer  que  la  construction  que 
nous  indiquions  satisfaisait;  mais  nous  y  avions  été  conduit 
analytiquement,  et  ce  n^est  que  parce  que  la  réciprocité 
n'avait  pas  été  démontrée,  qu'il  a  fallu  prouver  que  ce  qui 
^tait  reconnu  nécessaire  était  aussi  suffisant.  La  solutiqÀ 

1 

synthétique  de  ce  problème,  celle  que  certainement  Le- 
geudre  aurait  adoptée,  aurait  été  conçue  en  ces  termes  : 
Paîtes  de  part  et  d'autre  de  EA  deux  angles  égaux  à  la  moi^ 
^ié  rfun  droit,  prenez  AF  =  AE;  tirez  la  droite  FD  jusqu'à 
'*  rencontre  avec  AM  en  B  :  AB  sera  le  côté  du  carré  cher- 

r 

-Ué.  En  effet 

Or  ce  n'est  pas  ainsi  que  nous  avons  procédé;  et  en  par- 
•^*vi  de  la  figure  telle  qu'elle  doit  être,  nous  avons  démon- 
•^^  qu'en  joignant  le  sommet  B  du  carré  cherché  au  point  E 
:^    prolongeant  BE,  on  aurait 

AF=:AE. 

^Ors  donc  que  nous  sommes  parti  de  cette  dernière  con- 
**tîoh,  ce  n'était  pas  sans  savoir  qu'elle  était  néces^aire,  et 
*^^bte  îisstait  <^u'â  démontrer  qu'elle  était  suffisante  :  ce  que 
*^U8  avons  fait. 
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DB   QUELQUES    MÉTHODES    POUR    LA    RÊS0I.UTI01I    DBS 

PROBLÈMES. 

351  •  Méthode  des  lieux  géométriques.  —  Beaucoup  </« 
problèmes  de  Géométrie,  on  pourrait  presque  dire  tous,  se 
raniènent  a  la  détermination  d^un  ou  plusieurs  points. 

Si  Ton  en  considère  un  en  particulier,  sa  position  résulte 
de  l'ensemble  des  conditions  imposées  par  la  question;  et 
si  Ton  en  supprimait  une  quelconque,  le  problème  de- 
viendrait indéterminé,  et  le  point  en  question  serait,  en 
général,  susceptible  d'une  infinité  de  positions,  se  succédant 
d'une  manière  continue,  et  formant  ce  que  Ton  appelle  un 
Ueu  géométrique. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  ligne  désignée  de  la 
construction,  doive  avoir  une  longueur  donnée,  et  qu'on 
cherche  la  position  d'un  certain  point,  de  telle  manière  que 
cette  condition  soit  satisfaite,  conjointement  avec  certaines 
autres.  Si,  au  lieu  de  s'assujettir  à  cette  condition,  on  laisse 
arbitraire  la  longueur  de  cette  ligne,  on  trouvera  pour  so- 
lution tous  les  points  qui  correspondraient  aux  ^ilTérentes 
longueurs  que  l'on  pourrait  donner  à  celle  ligne  ;  et,  si  1  on 
fait  varier  celle  longueur  d'une  manière  continue,  la 
position  correspondante  du  point  cherché  se  déplacera 
d'une  manière  continue,  et  Tensemble  de  ces  solutions  for- 
mera une  ligne  continue. 

Et  il  en  serait  de  même,  en  général,  par  la  suppression 
de  toute  autre  espèce  de  conditions,  dans  une  question  ou 
il  y  a  une  position  déterminée  pour  le  point  cherché,  quand 
on  tient  compte  de  toutes  les  conditions. 

Cela  posé,  si  Ton  cherche  le  lieu  de  tous  les  points  qui 
satisferaient  à  la  question  dont  on  supprimerait  une  con- 
dition, le  point  cherché  ne  pourra  pas  se  trpuver  hors  de 
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ce  lîea.  Si  maintenant  on  reprend  la  condition  négligée, 
et  qu'on  en  supprime  une  autre,  le  lieu  de  tous  les  points 
qui  satisferont  à  la  nouvelle  question,  devra  encore  ren- 
fermer le  point  cherché.  Ce  point  devant  être  sur  les 
deux  lieux,  ne  peut  être  qu'un  de  leurs  points  d'intersec- 
tion :  et  réciproquement,  tout  point. commun  aux  deux 
'lieux  satisfera  à  toutes  les  conditions  de  la  question.  On 
aura  donc  ainsi  la  solution  complète  du  problème,  et  sans 
solutions  étrangères.  Et  il  est  évident  que  cette  méthode 
est  analytique^  puisqu'elle  ramène  une  question  à  d'autres 
questions. 

35S.  Remarques.  —  Si  les  lieux  n'avaient  pas  été  con- 
struits complètement,  on  pourrait  avoir  des  solutions  per- 
dues. Il  en  serait  de  même  encore  si  l'on  introduisait  dans 
l'un  ou  l'autre  des  conditions  en  dehors  de  la  question. 
Mais  il  est  sur  qu'on  n'introduit  pas  ainsi  de  solution 
étrangère,  et  que  tout  point  commun  aux  deux  lieux,  sa* 
tiafaisant  à  toutes  les  conditions  du  problème^  en  est  néces- 
sairement une  solution. 

353.  Méthode  des  systèmes  semblables.  —  Il  est  quel- 
quefois plus  facile  de  construire  un  système  semblable  â 
celui  qu'on  cherche,  que  ce  système  lui-même;  on  est  moins 
assujetti,  puisqu'on  peut  choisir  comme  il  conviendra  la 
longueur  d'une  ligne  qui  était  primitivement  imposée. 
Si  Ton  peut  résoudre  le  nouveau  problème,  le  proposé 
sera  ramené  au  suivant  :  Construire  un  système  semblable 
à  un  système  donné,  connaissant  la  longueur  d'une  ligne 
homologue  à  l'une  de  celles  du  premier.  Or  cette  construc- 
tion n'offre  aucune  difficulté. 

354.  Méthode  de  renversement.  —  Dans  tout  pro- 
l^ème  graphfque,  on  donne  certaines  choses  construites^ 
€t  on  propose  d'en  construire  d'autres  liées  d'une  cer- 

«4. 


ij2  ^  SGIESfCB  VE  li'éKKHDUE. 

uine  maniéré  à  celles-ci.  Or,  il  «rrive  aoMTeot^put  loi 
choses  à  construire  peuvent  être  exécutées  isoléineat;,'di^ 
premières,  et  que  la  seule  difficulté  consiste  à  lenr.domifii 
Ia  position  qu'elles  doivent  avoir  relativement  à  odle^ 
ci.  Dans  tous  les  cas  de  ce  genre,  il  y  a  deux  mard^^ 
là  suivre.  On  peut  partir  des  constrootions  données,    ^ 
opérer  sur  elles  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  obtemi  cdles  gfigg 
l'on  demandait,  et  alors  le  proUèrae  esc  résolu;  ou  bien 
commencer  par  construire  les  choses  qui  doivent  avoir  I» 
rapports  demandés  avec  les  données,  et,  d'après  ces  mêmes 
rapports,  construire  sur  elles  ces  données  :  il  en  résulcen 
un  système  identique  avec  celui  que  Ton  cherchait,  puisque 
les  données  et  les  résultats  y  seront  liés  de  la  manière  de- 
mandée ;  il  ne  restera  donc  plus  qu'à  en  reporter  les  di- 
verses parties  au  lieu  où  Ton  avait  voulu  que  la  con- 
struction (dt  exécutée. 

Il  peut  se  faire  que  le  système  auxiliaire  ne  soit  pas 
identique  avec  celui  que  l'on  cherche,  et  lui  spit  seule- 
ment semblable  ;  c^est  ce  qui  arrive,  quand  les  grandeui^ 
absolues  des  résultats  ne  sont  pas  données ,  et  que  Ton 
ne  connaît  que  leurs  rapports^  Dans  ce  cas,  au  lieu  de 
reporter  sur  le  premier  système  des  parties  égales  à  celles 
du  second,  on  les  porte  proportionnelles,  et  dans  un  rap- 
port déteirminé  par  deux  quelconques  des  grandeurs  ho- 
mologues. 
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355.  Problème  I.  — Décrire  un  cercle  tangent  à  trois 

cercles  donnés, 

.      ■         '  * 

Tout  se  réduit  à  trouver  Je  centre  d^  ce  <ercle,  car  »o^ 
rayon  s'ensuivra  inrimédiatemenjU] 


V  Soient  A,  E,  C  les  centres  de»  cercles  donnés  {Jig^*  3^)  ; 
figurons-nous  la  construction  demandée  comme  faite  ^ 
s«iei|t  O  le  centre  du  cercle  clwrché  ;  M,  N,  P  les  points 


Fig.  3a. 


de  contact,  qui  seront  respectivement' sur  les  droites  qui 
joignent  le  centre  O  aux  trois  autres.  Les  positions  de  ces 
trois  centres  et  les  grandeurs  des  rayons  donnés  peuvent 
(béner  lieu- à  bien  des  vaoriélés  que  nicms  n'avons  pasiei 
pour  objet  de  discuter.  Nous  n'avons  en  vue  que  la  né^ 
ihode,  et  nous  FexposerfNfts  sup  un  (jael conque  des  «ai  ^e 
k  figure  peut  présenter,  pa*  exemple  eelui  où^  les  troia 
déroles  donnés  seraient:  entièrement  extérieurs  les  URS  aust 
autres. 

Or»  avec  tant  soit  peu  d'attention^  on  reeonnaitra  que  le 
centre  cherché  O  est  le  même  que  celui  d'un  cercle ^fuii 
passerait  par  l'un  des  trois  centres  donnés  et  serait  tangent 
à  deux  cercles  connus.  Si,  par  exemple^  oxt  augmente  le 
rayon  du  cercle  O  du  rayon  PC  du  plus  petit  des  cerolea 
donnés,  et  qu'on  décrive  du  centre  O  un  cercle  aveO  ce 
nouveau  rayon,  il  passera  évidemnMnt  par  C,  et  sera  tan^ 
gtnt  aux  deux  cercles  décrits  de  A  et  B  comme  centresravec 
des  rayons  ^aux  aux  rayons  des  deux  cercles  donnés  di-' 
niinués  du  troisième  ra^on  CP. 
.   Le  problème  proposé  esjt  done  ramené  au  suivant  : 
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Décrire  un  cercle  qui  passe  par  un  point  donné  et  soit 
tangent  à  deux  cercles  donnés. 

Nous  laisseroDs. maintenant  décote  le  problème  proposé 
pour  ne  plus  nous  occuper  que  de  celui-ci,  auquel  il  est 
ramené. 

Soient  A,  B  les  centres  des  cercles  donnes  {^g*  33), 
G  le  point  par  lequel  doit  passer  le  cercle  cherché,  O  son 

Fig.  33. 


centre  inconnu,  et  M,  N  les  points  où  il  touche  les  cercles, 
donnés. 

Il  faut  chercher  les  conséquences  les  plus  immédifiter 
résultant  de  la  supposition  que  toutes  les  conditions  exigées^ 
^ont  remplies.  On  voit  d'abord  que  les  trois  points  O,  M,  B 
sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  O,  N,  A. 

Si  maintenant  on  mène  par  M  et  N  une  droite  indé- 
finie NM  qui  coupe  en  S  la  ligne  des  centres  AB,  et  Tun 
des  cercles  en  I,  on  obtiendra  une  suite  de  conséquences 
importantes,  qui  ramèneront  le  problème  à  un  autre  beau- 
coup plus  simple. 

En  effet,  le  triangle  MBI  étant  isocèle,  comme  OMN,  a 
ses  angles  respectivement  égaux  à  ceux  de  ce  dernier, 
puisque  les  angles  en  M  sont  égaux  comme  opposés  par  le 
sommet;  les  angles  en  I  et  N  sont  donc  égaux,  et,  par  suite, 
les  lignes  BI  et  OA  sont  parallèles  :  d'où  il  suit  que  le 
point  S  est  le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  donnés, 
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puisque  la  ligne  NIS  passe  par  les  extrémités  de  deux 
rayons  parallèles  BI,  AN. 

De  là  résulte,  d'après  une  propriété,  mentionnée  précé- 
demment, du  centre  de  similitude  de  deux  cercles,  que  le 
rectangle  SN.SM  est  connu. 

Or,  si  on  joint  les  points  connus  S  et  C,  et  que  X  soit  le 
point  de  rencontre  de  SC  avec  le  cercle  inconnu,  le  rec- 
tangle se. SX  sera  égal  à  SN.SM,  et,  par  conséquent, 
connu  ^  donc,  SX  sera  connu,  comme  étant  la  quatrième 
proportionnelle  à  trois  lignes  connues^  donc  enfin  le 
point  X  est  connu. 

Maintenant  que  nous  connaissonsdeux  points  du  cercle 
cherché,  qui  doit  être,  en  outre,  tangent  aux  deux  cercles  A 
et  B,  nous  pouvons  choisir  un  de  ces  derniers  et  chercher 
le  cercle,  d'après  la  condition  qu'il  lui  soit  tangent  et  passe 
>Sk  w  les  deux  points  connus  ;  il  y  aura  réciprocité  :  et  nous  ne 
oiis  arrêterons  pas  à  la  démontrer. 

Xte  problème  est  donc  ramené  à  cet  autre,  dont  nous 
lions  nous  occuper  en  général  : 

-Décrire  un  cercle  qui  passe  par  deux  points  donnés  et 
^^i  tangent  à  un  cercle  donné. 

Soient  A,  B  les  deux  points  donnés,  et  C  le  centre  du 

Fig.  34. 


^*^le  donné  {Jig.  34).  La  solution  serait  bien  facile  pour 
^^x  quî  connaîtraient  le  théorèn^e  suivant  : 
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Si,  par  deux  points  fixes  A,  B,  on  fait  p^iss^r  taiit,^^ 
cercles  que  Ton  voudra,  qui  coupent  ou  touchent  un  cere^ 
donné,  les  cordes  communes  ou  la  taxigente  commune  pas- 
seront toutes  par  un  même  point  de  la  droite  AB. 

Il  est  clair  alors  que  si,  par  les  deux  points  A,  B  et  un 
troisième  quelconque,  pris  sur  le  cercle  C,  on  fait  passer 
un  cercle,  qu'on  joigne  les  deux  points  où  ces  cercle^  se 
couperont,  la  rencontre  de  cette  droite  avec  AB  fera  con- 
naître un  point  de  la  tangente  au  cercle  C,  menée  au  point 
de  contact  de  ce  dernier  avec  un  cercle  passant  par  A  et  B., 
et  qui  serait  le  cercle  cherché.  Il  suffirait  donc  de  mener  du 
point  déterminé  sur  AB  une  tangente  au  cercle  donné,  et 
Ton  aurait  le  point  de  contact  du  cercle  cherché  avec  C. 
Le  problème  serait  ainsi  ramené  à  faire  passer  un  cercle 
par  trois  points,  ce  que  Ton  sait  faire. 

On  voit  par  cet  exemple  combien  il  est  utile,  pour  la 
résolution  des  problèmes,  d'avoir  un  recueil  de  théorèmes, 
choisis  surtout  par  la  condition  d*ètre  applicables  à  un 
grand  nombre  de  questions  diverses;  car  il  faut  prendre 
garde  de  tomber  dans  Tinconvénient  de  Faccumulation  de 
moyens  de  solutions,  dont  on  ne  sentirait  que  rarement 
l'utilité. 

Nous  allons  maintenant,  dans  l'exemple  actuel,  raisonner 
comme  si  Ton  ne  connaissait  pas  le  théorème  que  nous 
venons  d'énoncer. 

Soit  AMB  le  cercle  cherché,  M  le  point  de  contact,  et 
MT  la  tangente  commune  aux  deux  cercles.  Le  carré 
de  TM  est  égal  au  rectangle  de  TB  et  TA,  et  serait 
aussi  égal  au  rectangle  d'une  sécante  quelconque  TP  menée 
par  T  au  cercle  donné,  et  de  sa  partie  extérieure  TN.  Les 
quatre  points  A,  B,  N,  P  sont  donc  sur  un  même  cercle; 
et,  comme  le  point  P  est  pris  quelconque  sur  le  cercle 
donné,  on  voit  que  si,  par  les  points  A  et  B,  on  fait  passer 
un  cercle  quelconque  qui  coupe  celui  qui  est  donné,  la 
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corde  commune  PN  passera  par  le  point  T,  où  la  tangente 
en  M  rencontre  AB.  Nous  venons  ainsi  de  démontrer  ;lc 
théorème  que  nous  avions  énoncé  d'abord,  et  nous  croyons 
inutile  d'en  dire  davantage  sur  ce  problème. 

3^6.  Problème  II.  —  Inscrire  dans  un  triangle  donné 
ABC  un  triangle  semblable  à  un  second  triangle  donné 
MNP,  et  ayant  en  un  point  donné  D  pris  sur  AB  celui 
de  ses  sommets  qui  est  homologue  à  M. 

Soit  DXY  le  triangle  cherché  {Jig'  35)  ;  son  angle  D  sera 
égal  à  M,  et  le  rapport  de  ses  côtés  DX,  DY  sera  le  même 

F%.  3S  et  36. 


que  celui  de  MN  et  MP^  et  réciproquement^  il  suffit  de 
iiatisfaire  à  ces  conditions. 

Nous  résoudrons  d'abord  ce  problème  par  la  méthode 
des  lieux  géométriques.  Pour  cela,  nous  laisserons  de  côté 
la  condition  que  le  sommet  X  soit  sur  la  ligne  AC,  et  nous 
serons  ainsi  conduits  au  problème  suivant  : 

On  joint  un  point  donné  D  à  un  point  quelconque  Y 
d\ine  droite  donnée  BC  [fig*  37)  5  au  point  D  on  mène 

Fif.  37. 


MAe  droite  DX,  qui  fasse  a%^ec  DY  un.  angle  égal  à  wi 
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angle  donné^  et  telle,  que  le  rapport  des  longueurs  DX.^ 
DY  soit  égal  à  celui  de  deux  lignes  données  :  troui^r  l^^ 
lieu  des  points  X  ainsi  déterminés. 

Quand  on  aura  résolu  ce  problème,  il  suffira  de  cherche-^ 
la  rencontre  de  ce  lîeu  avec  le  côté  AC  du  triangle  prc^:^ 
posé. 

Pour  résoudre  ce  problème,  auquel  le  premier  est  r^.  - 

mené,  on  remarquera  que  pour  construire  un  poiiit  que ■ 

conque  X  du  lieu,  on  pourra  commencer  par  prendre 
longueur  DX  sur  la  direction  même  de  DY,  ce  qui  donn^^^ 
un  point  X',  puis  faire  tourner  le  point  X'  autour  de  D,        (; 
manière  que  le  rayon  DX'  décrive  l'angle  donné  M.  Or^^  /^ 
lieu  des  points  X'sera  une  droite  parallèle  à  BC,  et  faciL^^ 
déterminer.  Le  lieu  des  points  X  sera  donc  cette  dro:v  te 
que  l'on  aurait  fait  tourner  autour  de  D  de  la  quan^iV 
angulaire  connue.   Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur 
cette  solution. 

357.  Autre  solution  du  même  problème.  —  Appliquons 
maintenant  à  ce  problème  la  méthode  de  renversement ^ 
partons  du  triangle  qui  doit  être  inscrit,  et  cherchons  â 
construire  l'autre  siir  lui.  Mais  comme  on  ne  connaît  que 
V espèce^  et  non  les  dimensions  mêmes  de  ce  triangle,  on 
ne  peut  que  chercher  à  construire  un  système  semblable  à 
celui  qu'on  cherche. 

Soit  donc  construit  un  triangle  quelconque  M'N'P, 
semblable  à  MNP  [fig.  38). 

Pour  obtenir  un  triangle  qui  lui  soit  circonscrit  et  soit 
semblable  à  ABC,  il  suffira  de  décrire  sur  M'N'  et  M'P' 
des  segments  respectivement  capables  des  angles  A  et  B; 
de  mener  par  M'  une  sécante  A'B',  puis  de  tirer  les 
droites  A'N',  B'P'.  Mais  il  y  a  encore  une  condition  à 
remplir  pour  que  le  système  soit  semblable  à  celui  quon 
cherche  :  c'est  que  le  point  M'  divise  A'B'  dans  le  même 
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rapport  que  le  point,  D  divise  AB.  On  est  donc  ramené  à 
résoudrie  le  problème  suivant  : 

Par  un  des  points  (f  intersection  de  deux  cetcles  donnés^ 
mener  une  sécante  telle,  que  les  parties  comprises  dans  les 
deux  cercles  soient  dans  un  rapport  donné. 


Fig.  39. 


Soient  A  et  6  les  centres  de  ces  deux  cercles  (fig*  89 ), 
C  le  point  commun,  et  MN  la  sécante  cherchée. 

Le  rapport  de  MC  à  NC  étant  donné,  on  connaît  celui 
de  leurs  moitiés  CP,  GQ,  déterminées  par  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  deux  centres.  Or,  une  conséquence  bien 
simple  de  ce  que  cette  condition  est  satisfaite,  sera  que  la 
parallèle  à  ces  perpendiculaires,  menée  par  C,  divisera  AB 
dans  ce  même  rapport  donné.  Mais  on  peut  trouver  ce 
point  de  division  I,  puisque  AB  est  connu  \  on  aura  donc, 
en  le.  joignant  à  C,  la  perpendiculaire  à  la  ligne  cher- 
chée MN,  et,  par  suite,  cette  ligne  elle-même. 

358.  Problème  III. —  Inscrire,  dans  un  triangle  donné ^ 
un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

Dans  ce  cas,  le  triangle  à  inscrire  n*a  pas  Tindétermi- 
nationqu^il  avait  dans  le  précédent,  mais  aussi  la  position 
de  ses  sommets  n*est  assujettie  à  aucune  condition. 

On  pourrait  encore  chercher  à  appliquer  la  méthode  des 
lieux  géométriques,  en  laissant  de  côté  la  condition  que 
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Vun  des  sommets  soit  sur  un  des  côtés  du  triangle  donné.- 
La  position  de  ce  sommet  devient  alors  indéterminée,  et  ai 
Ton  pouvait  en  construire  le  lieu,  son  intersection  avec  le 
côté  du  triangle  donné  ferait  connaître  la  solution.  Mais 
ce  lieu  n'est  ni  une  droite  ni  un  cercle;  et»  bien  quilsoii 
possible  de  déterminer  cette  intersection  par  des  construc- 
tions de  droites  et  de  cercles,  il  vaut  mieux  renoncer  à  cette 
recherche  peu  élémentaire  et  essayer  Une  autre  méthode. 
Celle  de  renversement  se  présente  uaturellement  et  réussit 
immédiatement.  Car,  si  sur  deux  côtés  du  triangle  à  in- 
scrire mc^u  décrit  des  segments  capables  des  angles  çorres- 
pondaijLts  du  premier  triangle  doniie,  le  problème  sera 
évidemment  ramené  au  suivant  : 

Par  fun  des  points  de  rencontre  de   deux  cercles, 
mener  une  sécante  telle ^  que  la  partie  comprise  entre  ces 
cercles  soit  égale  à  une  ligne  donnée  : 
,  i  jPrdplème  trop  facile  pour  que  nom»  cro^f  i^ms  nétosiiire 
d'en  indiquer  la  solution.  • 

Par  ces  exemples  très- simples,  et  que  nous  erojons  isu- 
tile  de  multiplier,  nous  avons  voulu  montrer  ccmmeiii  3 
faut  habituer  les  élèves  à  chercher.  On  ne  saurait  trop  les 
y  exercer,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  proportkmnelP  la  diffi» 
culte  à  leur  force,  et  que  l'analyse  y  joue  le  phis  grand  rôh 
possible.  Il  ne  faut  pas  leur  dissimuler  qu'on  peut  aouvcBt 
faire  des  tentatives  un  peu  au  hasard;  mais  la  manière dt 
les  Suivre  est  toujours  susceptible  d'être  dirigée,  et  iln'cst 
pas  inutile  de  leur  faire  connaître  de  bonne  heure  TinsBffi-* 
sance  de  nos  moyens  de  recheixhe,  pour  les  eaprils  mime 
les  plus  pénétrants^  afin  que  l'insuccès  n»  les  déeour^ 
pas,  et  ne  les  empêche  pas  de  reconnaître  que  de»  ,effi}rts 
bien  dirigés  ont  toujours  uu  résuftat  utile  pour  Vesprit) 
même  lorsqu'ils  ne  produisent  pa^  celui  qu'on  avait  en  vue. 
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DES  SYSTÈMES  DONT  TOUS  LES  POINTS  NE  SONT  PAS 

DANS  UN  MÊME  PLAN. 


3^.  Si  Vou  considère  simalianëfnent  plusieurs  platis^ 

de»  points  et  des  lignes  droites  ou  courbes,  situées  ou  «on 

9il«iëes  dajitf  ces  plans,  et  enfin  des  corps  solides,  toutes  les 

A^Aions  précédentes  pourront  trouver  leur  application, 

parce  qu'on  pourra  considérer  séparément  dans  ce  système 

4f9^  points  qui  se  trouveront  dans  un  même  plan.  On  pOurfâ 

même  souvent  y  introduire  de  nouveaux  plans,  dans  lesf 

quels  on  imaginera  des  constructions  propres  à  relier  le$ 

parties  du  système,  soit  pour  démontrer  des  rapports,  soit 

poiir  «âectuer  des  constiuctions  demandées.  A  ce  dernier 

painide  vue,  on  a  bientôt  compris  la  difficulté  qu'il  y  au^ 

v^i  à  réaliser  ces  plans  auxiliaires,  ou  même  les  donnéeë 

ipKUl  dans  un  même  plan;  et  l'on  a  cherché  les  moyens  ék 

ccmsjtruire  les  choses  demandées,  sans  avoir  besoin  d'autre 

^hose  que  de  tracés  exécutés  sur  un  seul  et  même  plati; 

Cette  question  générale,  susceptible  d'un  immense  déve- 

iQtppefneut,  et  d'une  très-grande  utilité  pratique,  constitnie 

jçjd  qu'on  appelle  la  Géométrie  descriptive.  Sans  contecfter 

ce^te  utilité,  nous  ne  croyons  pas  devoir  entrer  dans  le  dé-^ 

lp,\\  4e  tous  les  procédés  ingénieux  qu'elle  emploie  pour 

ajbUçindre  son  but.  Les  propositions  sur  lesquelles  elle  se 

fonde  sont  de  la  Géométrie  ordinaire,  et  leur  place  y  est 

liiaturellement  marquée  \  mais  ce  qui  est  propre  à  la  Géomé''- 

<ti!:iç  descriptive,  c'est  de  faire  usage  de  toutes  les  coinçais* 

^«MSipes  ^cquise^  et  de  tous  les  moyens  de  construction,  eti 
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réduisant  toujours  rexëcution  effective  à  avoir  lieu  dans  le 
plan  unique  qui  est  donné.  Les  difficultés  qu'on  y  rencontre 
ne  sont  pas  de  celles  qu'il  entre  dans  notre  objet  d'éclaircir, 
et  nous  renverrons  pour  cela  aux  Traités  spéciaux. 

360.  Les  premières  propositions  relatives  aux  systèmes 
de  points  non  dans  un  même  plan,  qu'on  appelle  quelque- 
fois systèmes  de  points  flans  Vespace^  ont  une  certaine 
analogie  avec  celles  qui  commencent  la  première  Partie.  U 
y  a  lieu  dé  considérer  des  droites  perpendiculaires,  ou 
obliques,  ou  parallèles  à  des  plans;  des  plans  perpendicu- 
laires ou  parallèles  entre  eux  ;  des  surfaces  courbes  dont 
les  plus  simples  sont  la  sphère,  le  cylindre,  le  cône,  qui 
donnent  lieu  à  des  problèmes  analogues  à  ceux  du  cercle 
sur  un  plan,  mais  beaucoup  plus  variés;  des  angles  formés 
par  deux  ou  plusieurs  plans;  des  solides  terminés  par  des 
plans. 

Les  quantités  de  même  espèce  peuvent  être  comparées 
entre  elles  et  exprimées  par  des  nombres,  en  choisissant 
une  d'entre  elles  pour  unité.  Ainsi,  la  comparaison  des 
angles  formés  par  Fintersection  de  deux  plans  se  ramène 
facilement  à  la  considération  de  l'égalité.  La  comparaison 
des  solides  terminés  par  six  faces  parallèles  deux  à  deux, 
qu'on  nomme  parallélépipèdes ,  se  ramène  facilement  i 
cette  même  considération  de  l'égalité  ou  de  l'équivalence, 
qui  se  déGnira  pour  les  solides  comme  pour  les  figures 
planes.  On  passe  sans  difficulté  de  ces  solides  à  ceux  d'une 
espèce  plus  générale,  qu'on  nomme  prismes,  et  qui  son! 
terminés  par  deux  faces  parallèles  et  un  nombre  quel- 
conque d'autres  faces  parallèles  à  une  même  ligne  droite. 

Nous  admettons  aue  toutes  ces  théories  soient  établies  et 
qu'on  ait  exercé  les  élèves  à  la  résolution  de  problèmes  qui 
s'y  rapportent,  comme  nous  l'avons  indiqué  pour  les  points 
dans  un  même  plan.  Nous  croyons  inutile  de  nous  en  occu* 
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per,  parce  qu'elles  ne  présentent  ni  difficultés  réelles,  ni 
applications  de  méthodes  générales,  essentiellement  diffé- 
rentes de  celles  qui  ont  déjà  été  étudiées. 

Mais,  pour  aller  au  delà,  il  faut  des  procédés  nouveaux, 
sans  desquels  on  ne  ramènerait  même  pas  aux  précédents 
tous  les  solides  terminés  par  des  plans.  Pour  les  surfaces 
planes,  nous  avons  pu  mesurer  toutes  celles  qui  étaient  ter- 
minées par  des  droites;  mais  nous  nous  sommes  arrêtés  là. 
Les  méthodes  que  nous  allons  exposer  nous  permettront 
d'étendre  les  théories  de  la  Géooiétrîe,  soit  pour  la  mesure 
des  surfaces  planes,  soit  pour  celle  des  solides  quelaynques 
«t  de  bieii  d'autres  espèces  de  quantités. 


CHAPITRE  V. 

DES  GRANDEURS  DONT  LÀ  COMPARAISON  NE  SE  RAMÈNl^ 
PAS  DIRECTEMENT  A  LA  CONSIDÉRATION  DE  L'ÉGALITfe^ 
-  MÉTHODE  DES  LIMITES.  -  MÉTHODE  DES  INFINIMBWr 
PETITS. 


■:  36i.  Après  la  comparaison  des  surfaces  des  figiu^esrectS- 
lignes  planes,  d'où  est  résultée  leur  mesure  ou  leur  éScpresi- 
sion  numérique,  se  présente  naturellement  la  comparaison 
des  surfaces  des  figures  dont  le  contour  n'est  pas  unique- 
ment formé  de  lignes  droites. 

La  question  la  plus  simple  de  ce  genre,  celle  que  se  sont 
proposée  d^abord  les  anciens,  a  pour  objet  de  trouver  le 
rapport  des  surfaces  de  deux  cercles  dont  les  rayons  sont 
donnés. 

Avant  de  s^ occuper  de  cette  recherche,  on  avait  démontré 
que  tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  ou  circonscrit 
à  un  cercle;  que  deux  polygones  réguliers  d'un  mènde 
nombre  de  côtés  sont  semblables,  et  que  leurs  surfaces  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  des  cercles  qui 
leur  sont  inscrits  ou  circonscrits.  Or,  en  partageant  les 
circonférences  de  deux  cercles  donnés  quelconques  en  un 
même  nombre  très-grand  de  parties  égales,  et  joignant  les 
points  de  division  par  des  droites,  on  a  des  polygones  régu- 
liers inscrits  semblables,  dont  les  surfaces  sont  dans  le 
même  rapport  que  les  carrés  des  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits, qui  sont  les  cercles  donnés.  De  plus,  en  doublant 
indéfiniment  le  nombre  des  subdivisions  des  circonférences, 
les  surfaces  de  ces  polygones  diffèrent  de  moins  en  moins 
de  celles  des  cercles.  On  a  donc  aperçu  facilement  cette 
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préposition^, que  des  surfaces  très-peu  différentes  de  çélUsê 
àgsienx  ctercles»  sont  comoaLé  les  carrés  de  leurs  rayons. 

Cet  aperçu  vague  indique  la  route  à  suivre;  mais  il  y 
avait,  de  grands  efforts  à  faire  pour  arriver  au  résultat  par 
dè^  i^àisonnén^ents  rigoureux.  Nous  expliquerons  avec  quel- 
que détail  la  solution  de  cette  question,  donnée  par  Eùdlidb, 
pàirçé  qu'elle  offre  le  premier  exemple  d'une  grande  eon* 
ception,  que  les  modernes  ont  adoptée  en  en  simplifiant 
IVppIication,  sans  la  changer  au  fond,  et  sans  y  avoir  tien 
introduit  qui  eût  échappé  à  la  capacité  des  anciens  §éo» 

laètres. 

Cette  conception  consiste  à  regarder  les  quantités  q«tt 
Ton  veut  comparer  comme  limites  de  quantités  variables 
d'espèce  plus  simple,  et  qui  se  prêtent  pins  facilement  -am 
comparai son9.  La  relation  entre  ces  nouvelles  quantités^ 
plus  facile  à  trouver;  et  sa  recherche  constitue  une  qats- 
tion  plus  simple,  à  laquelle  il  reste  à  ramener  la  pre- 
mière. 

Cette  méthode  se  conqpose  donc  de  trois  parties  dis- 
tinctes : 

1®  Choisir  les  quantités  d'espèce  plus  simjJe  dmit  Içs 
proposées  soient  les  limites  ; 

a^  Chercher  la  relation  entre  ces  quantités  auxiliaires; 

3^  Passer  de  cette  relation  à  celle  des  quantités  proposées. 

Mous  allons  exposer  la  manière  dont  Euclide  remplit  ces 
trois  objets  successifs  dans  la  question  de  la  comparaison  dés 
cercles.  Cela  suffira  pour  faire  comprendre  Te^rit  général 
^I«  méthode,  dont  nous  donnerons  bien  d'autres  exemples 
tirés  des  écrits  des  anciens;  et  nous  montrerons  ensuite 
comment  les  modernes  l'ont  simplifiée. 

3tô.  La  swface  d^un  cercle  est  Im  limite  de  celle  de 
polygones  réguliers  inscrits, 
-  iNoUs  râ^ppeilerons  que  nous  ayons  appelé  limite  d'nniet 
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grandeur  variable  une  grandeur  constante  idle,  que  la  dif- 
férence entre  elle  et  la  variable  puisse  devenir  et  rester 
moindre  que  toute  grandeur  désignée. 

Or  Euclide  a  démontré  que  si  Ton  considère  un  polygone 
régulier  inscrit  dans  un  cercle,  et  que  Ton  double  indéfini- 
ment le  nombre  de  ses  côtés,  Taire  du  polygone,  qui  aug- 
mente continuellement,  peut  finir  par  différer  de  celle  du 
cercle  d*une  quantité  moindre  que  toute  surface  désignée; 
d'où  il  suit  que  cette  aire  est  une  variable  dont  la  difTâ^ace 
avec  Taire  constante  du  cercle  peut  devenir  et  rester 
moindre  que  toute  quantité  désignée,  et  que,  par  consé- 
quent, Taire  du  cercle  en  est  la  limite. 
.  Euclide  part  du  carré  inscrit  et  passe  successivement  aux 
polygones  de  huit  côtés,  de  seize  côtés,  de  trente-deui,  et 
ainsi  de  suite.  L'aire  de  chacun  de  ces  polygones  diffère 
moins  de  celle  du  cercle  que  n'en  différait  celle  du  précé- 
dent, et  cette  différence  se  réduit  toujours  de  plus  de  moi' 
tié  en  passant  d'un  quelconque  de  ces  polygones  au  suivant, 
parce  que  les  triangles  que  Ton  ajoute  dans  chaque  segment 
sont  plus  de  la  moitié  de  ce  segment,  puisqu'ils  sont  exacte- 
ment la  moitié  du  rectangle  qui  aurait  la  base  et  la  hauteur 
de  ce  segment,  et  lui  serait  évidemment  supérieur.  Or  il  a 
démontré  antérieurement  que  si  d'une  grandeur  quel- 
conque on  ôte  plus  de  la  moitié,  que  du  reste  on  ôte  plus 
que  sa  moitié,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  les  restes 
finiront  par  devenir  moindres  que  toute  grandeur  désignée. 
Il  en  résulte  donc  qu'en  partant  de  n'importe  quel  poly- 
gone régulier  inscrit  dans  un  cercle,  sa  différence  avec  le 
cercle  est  une  grandeur  fixe  dont  on  ôte  plus  de  la  moitié 
en  doublant  une  première  fois  le  nombre  des  côtés.  lien 
sera  de  même  du  nouveau  reste,  en  doublant  le  nombre  des 
côtés  du  nouveau  polygone,  et  ainsi  de  suite.  Ces  poly- 
gones successifs  diffèrent  donc  du  cercle  de  quantités  qui 
peuvent  devenir  et  rester. moindres  que  toute  quantité  don* 
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nëe.  XjO  cercle  en  est  donc  la  limite.  On  voit  quMI  n'evt 
nullement  nécessaire  de  commencer  comme  Euclide  par  le 
carré  inscrit.  Il  y  voyait  probablement  l'avantage  de  F  uni- 
formité de  raisonnement  depuis  le  premier-  polygone,  qui 
était  lui-même  plus  grand  que  la  moitié  du  cercle  entier. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  aurait  pu  également  coti"- 
sidérer  les  polygones  circonscrits,  et  partir  d'un  polygone 
régulier  quelconque.  L'excès  de  sa  surface  sur  celle  du  cer- 
cle serait  diminué  de  plus  que  sa  moitié,  en  passant  au  po- 
lygone d'un  nombre  de  côtés  double;  de  sorte  qu'en  conti- 
nuant indéGnimcnt  cette  opération,  l'excès  sur  le  cercle 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  et,  par 
conséquent,  le  cercle  est  la  limite  des  polygones  réguliers 
circonscrits. 

Dans  les  Traités  modernes  cette  propriété  du  cercle  se 
démontre  ordinairement  par  la  considération  simultanée 
des  polygones  inscrits  et  circonscrits.  En  les  prenant  sem- 
blables, on  démontre  facilement  que  leur  différence  tend 
vers  zéro,  et  qu'il  en  est  de  même,  par  conséquent,  de  la 
différence  de  chacun  de  ces  polygones  au  cercle,  qui  est 
compris  entre  eux. 

Si  l'on  ne  veut  pas  faire  servir  les  polygones  inscrits  et 
circonscrits  à  donner  par  leur  différence  une  limite  supé- 
rieure à  leur  différence  au  cercle,  mais  seulement  à  dé- 
montrer que  la  surface  du  cercle  est  la  limite  de  celle  de 
polygones  réguliers,  la  démonstration  d'Euclîde  serait  peut- 
être  préférable. 

363.  Les  surfaces  de  deux  cercles  sont  entre  elles' comme 
tes  carrés  des  rayons. 

Euclide  ayant  démontré  que  deux  polygones  réguliers 
d^un  même  nombre  de  côtés  sont  comme  les  carrés  des 
rayons  des  cercles  circonscrits,  et  que  les  polygones  inscrits 
dans  un  cercle  peuvent  en  différer  de  moins  que  toute  gran- 

a5. 
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deùr  désignée,  apercevait  sans  aucun  doute  que  les  cercles 
eux-mêmes  sont  comme  les  carrés  dé  leurs  rayons  ;  mais  il 
était  nécessaire  d^en  donner  une  démonstration  rigoureuse, 
surtout  dans  un  temps  où  l'on  trouvait  des  sopbisteis  qai 
niaient  des  choses  bien  plus  évidentes,  et  appuyaient  leurs 
opinions  des  raisonnements  les  plus  subtils  et  les.  plus 
bizarres. 

C'est  par  la  méthode  de  réduction  à  Fabsurde  qu'il  obte- 
nait cette  rigueur;  et  voici  comment  il  procédait  : 
'  Si  le  rapport  des  carrés  des  rayons  R,  R'  n*est  pas  égala 
celui  des  surfaces  S,  S' des  deux  cercles ,  il  sei*^  plus  grand 
ou  plus  petit*  Dans  le  premier  cas^  il  serait  égal  au  rapport 
de  S  à  une  surface  plus  petite  que  S^;  dans  le  second  il  se» 
rait  égal  au  rapport  d'une  surface  plus  petite  que  S  à  Ift 
surface  S^  On  est  donc  ramené  à  démontrer  que  le  rapport 
des  carrés  des  rayons  ne  peut  être  égal  à  celui  de  Yun  des 
deux  cercles  à  une  surface  moindre  que  Fautre. 

Pour  cela,  supposons  que  Ton  ait 

R':R'»::S:2. 

£  étant  moindre  que  S,  nous  allons  voir  que  cela  conduit  à 
une  absurdité. 

En  effet,  concevons  dans  les  deux  cercles  deux  polygones 
réguliers  inscrits,  d^un  même  nombre  de  côtés.  Soient  P,  F 
leurs  surfaces  ;  on  aura 

R':R'»::p:P'. 

Or,  on  pourra  supposer  le  nombre  des  côtés  de  ces  poly- 
gones assez  grand  pour  que  leurs  surfaces  diffèrent  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  celles  des  cercles,  et  que,  par  consé- 
quent, P'  surpasse  S,  qui  est  une  quantité  fixe  moindre 
que  S';  et  alors  les  deux  proportions  sont  incompati 
puisqu'elles  conduisent  à  la  suivante 

S:2::P:  P', 


CHAPITRE  y.  iSg 

qui  est  fausse,  puisqu'on  a 

M 

1  ■ 

S>P    et    2<;p'. 

L'hypothèse  d'où  l'on  est  parti  est  donc  fausse,  et,  par  con- 
séquei^t^  le  rapport  de  R'  à  R'*  ne  peut  être  plus  grand  que 
celui  de  S  à  S'. 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'il  ne  saurait  être 
plus  petit  :  il  lai  est  donc  égal  ^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

• 

,  N.'B^  Il  suit  de  la  que  le  rapport  de  la  surface  d'un 
cercle  quelconque  au  carré  de  son  rayon  est  le  même,  quel 
que  soit  ee  cayon.  Nous  trouverons  bientôt  une  seconde 
signification  géométrique  à  ce  rapport  constant. 

La  surface,  d  un  cercle  quelcoMqoe  est  donc  égale  au 
produit  du  carré  de  son  rayon  par  ce  nombre  constant. 

364.  Résumé  de  oetêe"  méthoée^^  —  La  méthode  que  cet 
exemple  su4!fit  pour  faire*  bien:  comprendre,  et  que  les  an- 
ciens géomètres  ont  appliquée  à  tontes  \fe%  questions  on 
la  comparaison  des  quantités  ne  potnrant  être  ramenée  aux 
premières  notions,  considérée  au  point  de  vue  le  phis 
général,  peut  se  résumer  comme  il  suit  : 

Considérer  les  quantités  entre  lesquelles  on  cherche  une 
relation  comme  limites  de  quantités  pl^s  simples;  chercher 
la  relation  entre  ces  dernières,  qui  fait  prévoir  celle  que  te» 
proposées  ont  entre  elles  ;  poser  ensuite  cette  dernière 
comme  un  théorème  à  démontrer,  et  employer  à  cet  effet 
le  procédé  de  réduction  à  l'absurde,  en  s'appuyant  tant  sur 
la  relation  qu'on  a  démontrée  entre  les  quantités  auxi- 
liaires, que  par  la  condition  que  ces  dernières  puissent  être 
supposées  aussi  voisines  des  proposées  que  l'exigeront  les 
besoins  de  la  démonstration. 

Exposons  maintenant  la  méthode  plus  simple  que  les 
modernes  lui  ont  substituée. 
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.  MÉTHODE  DES  LIMITES. 

PRINCIPE    FONDÀMElfTAL. 

365.   Une  variable  ne  peut  tendre  vers  deux  limites 
différentes. 

Cette  proposition  ne  serait  pas  vraie  si  par  limite  on 
entendait  seulement  une  constante  telle,  que  sa  différence 
avec  la  variable  pût  devenir  moindre  que  toute  gi^andear 
donnée,  et  qu'on  n'ajoutât  pas  que  cette  différence  restéira 
moindre  que  cette  grandeur,  dans  la  suite  indéfinie  de  valeur» 
qu  elle  prendra  ensuite.  En  effet,  sans  cette  condition,  que 
nous  avons  expressément  exigée  dans  la  définition  de  liinitéy 
une  variable  pourrait,  après  s'être  approchée  d'une  certaine 
constante,  s'en  éloigner  pour  s'approcher  d'une  autre  con- 
stante, et  revenir  ainsi  de  l'une  i  l'autre,  de  telle  manièreque' 
sa  différence  avec  ces  deux  constantes  devint  alternativement 
aurdessous  de  toute  grandeur  donnée;  mais,  avec  la  condi* 
tion  nécessaire  que  nous  venons  de  rappeler,  il  est  facile  de 
voir  que  cela  n'est  plus  possible. 

Supposons,  en  effet,  qu'une  variable  ait  deux  limites  A 
et  6  qui  aient  entre  elles  une  différence  D,  et  soit  A  une 
quantité  moindre  que  la  moitié  de  D-,  il  est  évident  que  les 
intervalles  compris  d'une  part  entref  A4-  A  et  A  —  A,  et 
d'une  autre  part  entre  B-H  A  et  B — A,  n'ont  rien  de  com- 
mun, c'est-à-dire  qu'aucune  grandeur  ne  peut  être  dansTun 
et  dans  l'autre  à  la  fois.  Or,  une  variable  qui  aurait  pour 
limite  A  devrait  finir  par  rester  dans  le  premier  intervalle, 
et,  si  elle  avait  aussi  6  pour  limite,  elle  devrait  aussi  finir 
par  rester  dans  le  second.  Elle  serait  donc  à  la  fois  dans  les 
deux,  ce  qui  est  absurde. 

Donc  une  variable  ne  peut  avoir  deux  limites  inégales* 
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COMMElfT    on    PASSE   d'dME    RELATION    ENTRE   DES    VARIABLES 
A    l}lfE    HELATlOir    ENTRE    LEURS    LIMITES. 


366.  Toute  relation  entre  des  grandeurs  peut  générale- 
ment se  ramener  à  une  égalité  ou  une  inégalité  entre  cer- 
taines expressions  qui  en  dépendent.  Nous  ne  nous  occu- 
perons ici  que  des  premières. 

Considérons  donc  une  égalité  dans  les  deux  membres  de 
laquelle  des  variables,  tendant  vers  des  limites,  se  trouvent 
combinées  entre  elles  et  des  constantes  par  des  opérations 
quelconques,  par  exemple  d'addition  et  soustraction  seule- 
ment, s'il  s'agit  de  quantités  concrètes  ]  et  de  multiplications, 
divisions,  etc.,  si  elles  sont  censées  réduites  en  liombre. 
La  première  question  qui  doit  nous  occuper  consistera  à 
déterminer  la  limite  des  sommes,  différences,  produits^ 
quotients,  racines,  etc.,  de  variables  dont  on  connaît  les 
limites. 

367.  Nous  pourrions  examiner  successivement  les  di- 
verses opérations  auxquelles  les  variables  peuvent  être  sou- 
mises, et  faire  une  démonstration  pour  chacune;  mais  ce 
serait  inutile  parce  que  toutes  les  conclusions  qui  s'y  rap- 
portent découlent  immédiatement  de  ce  qui  a  été  établi  dans 
la  science  des  nombres,  relativement  à  la  continuité.  Nous 
avons  en  effet  démontré  que  si,  dans  une  fonction  de  diverses 
quantités,  on  concevait  deux  systèmes  de  valeurs  pour  ces 
quantités,  on  pouvait  supposer  une  assez  petite  différence 
entre  ces  valeurs  respectives,  pour  que  la  différence  des 
deux  valeurs  de  la  fonction  fût  moindre  que  toute  gran- 
deur donnée.  Il  résulte  de  li  que  les  variables  x^y^  z, . . . ,  u 
peuvent  différer  assez  peu  de  leurs  limites  a,  i,  c,...,  /, 
pour  que  la  fonction  des  premières,  soit  aussi  peu  diflereqte 
qu'on  voudra  de  la  même  fonction  des  secondes,  et  que  par 
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conséquent  cette  dernière  est  la  limite  de  la  première. 
D'où  Ton  déduira  cette  proposition:  générale  : 

Si  des  "variables  tendent  vers  des  limites  finies^  toute 
fonction  de  ces  variables,  tendra  vers  la  mêmejbnctionde 
ces  limites. 

Et  si,  dans  un  cas  particulier,  la  fonction  des  variabtes 
était  constante,  cette  valeur  constante  serait  égale  à  la 
même  fonction  des  limites.  Car  leur  différence  pouyant 
être  démontrée  au-dessous  de  toute  grandeur,  et  étant  con- 
stante, ne  peut  être  que  zéro. 

iV^.  B>  Nous  excluons  le  cas  où  une  des  limites  serait 
zéro,  parce  que  si  la  variable  correspondante  était  en  divi- 
seur, et  qu'il  y  eût  en  facteur  une  quantité  devenant  aalle 
en  inême  temps,  les  raisonnements  précédents  ne  s'appli- 
queraient plus.  Ce  cas  très-important  sera  considéré  plu 
tard. 

368.  On  voit,  d'après  cela,  comment,  ayant  une  relation 
entre  des  variables  quelconques,  on  peut  en  obtenir  une 
entre  leurs  limites. 

En  effet,  cette  relation  étant  supposée  réduite  à  une  éga-r 
lité  entre  deux  fonctions  des  variables,  et  les  limites  de  deux 
quantités  égales  étant  égales,  il  s'ensuit  que  les  limites  des 
deux  membres  de  l'égalité  sont  égales;  mais  ces  limites 
s'obtiennent  en  remplaçant  les  variables  par  leurs  limitei. 
D'où  se  conclut  cette  proposition  : 

Quojid  on  a  une  relation  entre  des  variables  qui  ont  des 
limites Jinies,  on  en  aura  une  entre  leurs  limites  en  aibsti-' 
tuant  simplement  ces  limites  aux  variables. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  membres  de  la  rela- 
tion seraient  constants,  il  a  été  démontré  qu'ils  seraient 
respectivement  égaux  aux  résultats  de  ta  substitution  <te$ 
limites  aux  variables;  et,  par  conséquent,  ces  résultats  se* 
raient  égaux  puisque  les  deux  membres  le  sont.  La  conclu.' 


•  ■ 
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sion,  est  donc  la  menue  que  lorsque  ces  membres  sont  va- 
riables. 

369.  Eh  quoi  consiste  la  méthode  des  limites.  —  Eir 
réunissant  les  propositions  que  nous  venons  d'établir,  on 
obtient  la  méthode  générale  que  nous  allons  formuler  : 

«  Lorsque  Ton  veut  obtenir  une  relation  entre  des  quan- 
tités qui  peuvent  être  considérées  comme  limites  de  quan* 
tîtés  variables  d'une  espèce  plus  simple,  on  cherchera  d'a- 
bord^la  relation  entre  ces  dernières  et  les  données,  et 
peut-être  encore  certaines  autres  variables  auxiliaires. 

»  SI  cette  relation  est  obtenue ,  on  en  aura  une  autre  en 
substituant  k  toutes  les  variables  leurs  limites  \  et  Ton  aura 
ainsi  une  relation  entre  les  quantités  proposées.  »  Le  pro- 
blème sera  donc  résolu. 

.         ■  . .  ' 

370.  Remarque.  —  Cette  méthode,  comme  on  le  voit)  ne 
difftre  de  celle  qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  d'Euclide  e| 
d' Archimède,  que  par  la  manière  de  démontrer  la  relation 
entre  les  limites  des  quantités  entre  lesquelles  on  a  trouvé 
une  relation.  Dans  la  méthode  des  limites  que  nous  venons 
d'exposer,  on  démontre  généralement,  quelle  que  soit  la 
formé  de  cette  relation,  qu'on  en  aura  une  eicacte  en  rem- 
plaçant les  variables  par  leurs  limites,  ce  qui  donne  la 
relation  entre  les  quantités  proposées.  Dans  la  méthode  des 
anciens  on  commepice  de  même  par  considérer  les  quan- 
tités proposées  comme  limites  d'autres  plus  simples,  et  par 
chercher  la  relation  entre  ces  dernières.  Pour  lea  inventeurs 
elle  entraînait  immédiatement  celle  entre  les  limites,  et 
la  méthode  des  modernes  n'a  en  cela  aucun  avantage  sur 
(^Hedes  anciens;  mais  quand  ils  l'avaient  découverte,  ih 
n'osaiient  pas  la  communiquer  aux  antres  de  la  même  ma- 
nière, crainte  èes  objections  subtiles  des  sophistes,  et  ils 
ht  posaient  cottmie  un  théorème  à  démontrer,  sans  parler 
des  moyens  par  lesquels  ils  y  étaient  parvenus.  S^appuyaht 
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alors  sar  la  relation  trouvée  entre  les  quantités  Variables, 
et  sur  la  propriété  quMles  avaient  de  pouvoir  différer  des 
proposées  d'une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  don- 
née, ils  démontraient  que  la  relation  ne  pouvait  être  autre 
que  celle  qu'ils  annonçaient,  parce  que  toute  autre  suppo* 
sition  conduirait  à  des  absurdités  ou  des  contradictions. 

La  méthode  des  modernes  est  donc  préférable.  Elle 
donne  une  manière  générale  et  uniforme  de  passer  de  la 
relation  des  variables  à  celle  des  quantités  proposées;  tan- 
dis que  les  anciens  étaient  obligés  de  faire  des  raisonne- 
ments différents  pour  les  différentes  questions,  et  que  la 
marche  de  la  réduction  à  l'absurde  est  pénible,  et  ne  montre 
pas  comment  la  vérité  a  été  trouvée*,  elle  fatigue  celui  qui 
apprend  et  ne  l'éclairé  pas.  Mais  ce  passage  de  la  première 
relation  à  la  seconde  était  fait  par  les  inventeurs,  comme  il 
Test  aujourd'hui;  et  ce  n'est  qu'après  l'avoir  fait  qu'ils 
pouvaient  poser  Ténoncé  de  leurs  théorèmes;  le  perfec- 
tionnement fait  par  les  modernes  est  donc  utile  plutôt  à  oétax 
qui  apprennent  qu'à  ceux  qui  découvrent. 


DIVERSES    MANIÈRES    DOlfT    LES    QUANTITÉS    PEUVENT   ixRI 

CONSIDÉRÉES    COMME    LIMITES. 


371.  Il  arrive  quelquefois  qu'on  aperçoit  immédiate- 
ment une  grandeur  d'une  espèce  plus  simple  que  la  pro- 
posée, et  qui  puisse  en  différer  aussi  peu  qu'on  voudra  : 
par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  cercle,  on  démontre  facile- 
ment que  l'on  peut  approcher  indéfiniment  de  sa  surface 
au  moyen  de  polygones  réguliers  inscrits  ou  circonscrits, 
parce  que  la  différence  entre  deux  polygones  semblables 
inscrits  et  circonscrits  peut  elle-même  devenir  moindre 
que  toute  quantité  donnée.  Mais,  dans  la  plupart  des  cas, 
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les  variables  d'espèce  plus  simple  ne  se  présentent  pas  aussi 
facilement,  et  nous  allons  faire  connaître  les  procédés  géné- 
raux dont  on  fait  usage  pour  cette  recherche. 

DES    QUANTITÉS    COKSinÉRÉES   COMME  LIMITES  UE   SÉRIES. 

372.  Nous  avons  vu  qu'Euclide,  pour  approcher  de  plus 
en  plus  de  la  surface  du  cercle,  commence  par  y  considérer 
le  carré  inscrit,  auquel  il  ajoute  les  quatre  triangles  ayant 
pour  bases  l/?s  côtés  de  ce  carré,  et  pour  sommets  les  mi- 
lieux des  arcs  sous-tendus  ;  à  cette  somme  il  ajoute  huit  nou- 
veaux triangles,  ayant  pour  bases  les  côtés  de  Toctogone 
formé  par  les  précédents,  et  continue  ainsi  indéfiniment; 
puis  il  prouve  très-simplement  que  ce  qui  reste  du  cercle, 
en  enlevant  le  carré  et  cette  suite  de  triangles,  peut  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée,  et  que  par  conséquent 
par  ce  procédé  on  tend  de  plus  en  plus  à  épuiser  la  sur- 
face du  cercle,  de  sorte  que  la  limite  serait  Tépuiseméfnt 
complet. 

Ainsi  Euclide  ne  considère  pas  directement  les  surfaces 
des  polygones  dont  le  nombre  des  côtés  se  double  toujours, 
mais  ce  qui  s'ajoute  successivement  à  la  surface  de  chacun 
d'eux  pour  avoir  celle  du  suivant;  de  telle  sorte  que  le 
cercle  est  considéré  comme  la  limite  d'une  somme  de 
termes  en  nombre  indéfiniment  croissant,  dont  le  premier 
est  le  carré  inscrit,  le  second  la  somme  des  quatre  triangles 
de  premier  ordre,  le  troisième  la  somme  des  huit  triangles 
de  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

En  considérant  d'une  manière  générale  ce  procédé  dont 
les  anciens  nous  ont  donné  bien  des  exemples,  on  voit  qu^il 
consiste  à  ôter  d*abord  de  la  quantité  proposée  une  partie 
déterminée  d'espèce  plus  simple  ;  puis  à  ôter  de  ce  qui  reste 
une  nouvelle  quantité  fixe  comme  la  première,  ce  qui 
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donne  lieu  à  pn  nouveau  reste,  dont  on  ôte  encore  uiie.iiaU': 
velle  quantité  fixe,  et  ainsi  de  suite. 

Si  le  reste,  après  un  certain  nombre  d'opérations  de  ce 
genre,  devient  et  demeure  au-dessous  de  toute  quantité  don- 
née, la  quantité  proposée  peut  être  regardée  comme  liinlte 
de  la  quantité  variable  qui  serait  la  somme  des  termes,  en 
nombre  indéfiniment  croissant,  qu'on  en  a  successivement 
enlevés,  et  qui  constituent  ce  que, dans  la  science  des 
nombres  nous  avons  appelé  une  série. 

Nous  emprunterons  aux  anciens  plusieurs  exemples  de 
ce  procédé  :  les  modernes  en  ont  fait  un  usage  bien  plus 
étendu  sans  doute,  mais  le  principe  était  posé  du  temps 
d'Euclide. 

DBS    QUANTITES    CONSIDÉRÉES    COMME    LIMITES    DE    SOUMES 

D'ilfFIiriMEKT    PBT1T&. 

373.  Archimède  a  conçu  une  autre  manière  d'envisager 
les  grandeurs  comme  des  limites.  Il  a  pris  pour  variable, 
non  plus  la  somme  de  grandeurs  invariables  cbacune, 
comme  dans  les  séries,  mais  variables  chacune,  et  décrois- 
sant de  manière  à  pouvoir  devenir  moindres  que  toute 
grandeur  donnée.  Il  démontrait  que  cette  sommie,  dont  le 
nombre  des  parties  croit  indéfiniment,  à  mesure  que  leur 
grandeur  diminue,  peut  finir  par  différer  de  la  quantité 
proposée  de  moins  que  toute  grandeur  désignée;  c'est-à- 
dire,  suivant  notre  langage,  qu'il  démontrait  que  cette  quan- 
tité serait  la  limite  de  la  somme  des  quantités  décroissantes, 
dont  le  nombre  augmenterait  indéfiniment^ 

Nous  appellerons  ^uan^zfé  infiniment  petite^  ou  simple- 
ment infiniment  petit,  toute  grandeur  variable  dont  la 
limite  est  zéro. 

Le  point  de  vue  que  nous  venons  d'indiquer,  et  dont  il 
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est  juste  lie  regarder  Archimèdç  comme  l'inventeur,  cpu^ 
Âstq  donc  à  considérer  les  grandeurs  comme  timitès  de 
sommes  d^ infiniment  petits . 

Nqu^  donnerons  bientôt  des  exemples,  tirés  des  anciens 
et  des  modernes,  de  ces  deux  manières  d'envisager  les  gran- 
•deurs  comme  limites  de  variables. 

0es  grahdeuas  considérées  comme  limites  de  rapports 

d'i»finiment  petits. 

374.  Nous  allons  encore  indiquer  une  dernière  coucep- 
iion  toute  moderne,  et  qu'on  doit  réellement  considérer 
comme  rniièrement  due  à  Descartes. 

Ce  grand  géomètre  y  est  parvenu  à  l'occasion  d'une  des 
plus  imporUntes  questions  de  la  Géométrie  dont  il  a  donné 
le  premier  une  solution  générale.  Elle  consiste  à  regarder 
là  quantité  qu'on  cherche  comme  étant  la  limite  du  rapport 
ûe  deux  infiniment  petits.  Nous  donnerons  quelques  appli- 
cations de  cette  conception,  qui  est  une  des  plus  grandes  et 
Jfes  plus  utiles  de  la  science  moderne,  et  que  les  successeurs 
de  Deseartes  ont  considérablement  étendue. 


principe  fondamental  dans  l'emploi  des  infiniment 

petits. 

......  I    •     .     •  •  •-  -  ' 

375.  Dans  toutes  les  circonstances  où  j^rchimède  a  em- 
plp'yé  les  infiniment  petits,  il  considère  deux  sommes^  l'une 
pl^m»  grande,  l'autre  plus  petite  que  la  quantité  proposée-^ 
et  non-seulement  ces  conditions  sont  remplies  poiir  les 
sommes  entières,  elles  le  sont  encore  pour  les  éléments  cor- 
respondants. 

Ainsi,  par  exemple^  dans  le  cas  de  la  spirale,  les  deux  sec- 
teurs élémentaires  compris  entre  deux  droites  consécutive» 
ijçmt  Tun  pli;is  .{^étit,  l'autre  plus  grand  que  la  portion;  de 
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l'aire  cherchée  qui  s'y  tix>uve  comprise.  Dans  le  cas  da  co- 
noïde  parabolique,  deux  plans  consécutifs  compreunent 
deux  cylindres  élémentaires  et  une  portion  du  solide  moin- 
dre que  Tun  et  plus  grande  que  Tautre  ;  et  il  en  est  de  même 
des  autres  questions.  Et  ce  n'est  que  parce  que  ces  condi- 
tions sont  remplies  pour  chaque  élément  qu'il  est  démontré 
qu'elles  le  sont  pour  les  sommes. 

Or  il  arrive  souvent  qu'en  décomposant  la  grandeur  en 
parties  indéfiniment  décroissantes,  chacun  de  ces  éléments 
ne  peut  facilement  être  démontré  compris  entre  les  deux 
éléments  infiniment  petits  des  sommes,  d'espèce  plus  sim- 
ple. C'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  dans  le  cas  du 
conoïde,  si  l'on  donnait  aux  arêtes  des  cylindres  une  direc- 
tion telle,  qu'ils  eussent  toujours  une  partie  en  dedans  et 
une  partie  en  dehors  de  la  portion  de  conoïde  comprise 
entre  leurs  bases.  On  a  pu  éviter  la  difficulté  dans  ce  cas; 
on  ne  le  pourrait  pas  pour  des  solides  de  toutes  les  formes. 

Or,  l'emploi  des  infiniment  petits  est  aussi  commode  et 
aussi  sûr  dans  tous  les  cas  possibles,  au  moyen  d'un  principe 
très-simple  que  nous  allons  démontrer,  et  qui  dispense  de 
la  considération  des  sommes  et  permet  de  s'occuper  seule- 
ment d'un  élément  général. 

PRINCIPE    FONDAMENTAL    DES    INFINIMENT    PETITS. 

/ 

376.  La  limite  de  la  somme  ou  du  rapport  de  quantités 
infiniment  petites  nest  pas  changée  lorsquon  remplace 
ces  quantités  par  d'* autres,  dont  les  rapports  avec  elles 
ont  respecti\^cment  pour  limites  V unité, 

1®  Soient  en  efTet  les  înrinîment  petits 

dont  la  somme  tend  vers  une  limite  à  mesure  que  leur 
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nombre  augmente  indéfiniment.  Soient  d'autres  infiniment 
petits 

tels,  que  les  rapports 

«t  «,  tt}  Om 

6|       6j       6,  ^^ 

aient  tous  pour  limite  Tunité. 

On  sait  que  si  Ton  a  une  suite  de  rapports  dont  les  termes 
soient  considérés  dans  leur  valeur  absolue,  ce  qui  est  le  cas 
que  nous  supposons  ici,  la  somme  des  antécédents  divisée 
par  la  somme  des  conséquents  est  comprise  entre  le  plus 
petit  et  le  plus  grand  de  ces  rapports.  Il  suit  de  là  que  le 
rapport 

«1  -+-  «j  -h  «3  -h  •  •  •  -+-  3t« 
0|  -f-  62  -4-  63  -f- . .  ,  -+-  6« 

sera  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  pre- 
miers, et  par  conséquent  aura  aussi  pour  limite  Tunité^ 
d'où  résulte  nécessairement  que  la  somme  61+  €|+*  •  •+  6« 
ala  même  limite  que  ai  +  û(,  +  .-*  H- û^m-         c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Si  l'une  des  sommes  était  constante, 
l'autre  aurait  pour  limite  cette  constante,  sans  quoi  le  rap- 
port n*aura  pas  pour  limite  Tunité. 

2°  Supposons  eu  second  lieu  quMl  s'agisse  du  rapport  de 

deux  infiniment  petits  a,  6;  et  soient  a',  S'  deu:^  infiniment 

petits  différents  des  premiers,  mais  tels,  que  les  rapports 

a'    6'  .     .  .  . 

—9  paient  pour  limite  Funité;  ce  qui  entraine  qu'il  en  est 

a      6 
de  même  des  rapports  réciproques -7?  — ,>  puisqu'en  général 


-1     d  où     lim  -7  = 7 

a'        /  a'  \  a       ..     a 

llUï  — 


■  (^ 
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Npus  allons  démontrer  que  la  limite  de  j  ^i  lataftéme 

a'  •  •  •    '  ■•'■'' 

que  celle  de  t^* 

En  effet,  on  a  identiquement 


Hi)iT)i^ 


Les  limites  de  ces  deux  variables  égales  sont  ^lesv^et 
comme  la  limite  d'un  produit  est  le  produit  des  limites  des 

ff    a 

facteurs,  et  que  la  lindite  dç  chacun  des  deux  facteui?^^^ 
64t  runité,  on  aura 

lim  —  ==  liro  ^  •'  g.  q.' f.  i>i  ; ' 

6  6' 

377.  Le  principe  peut  s'énoncer  d'une  autre  manière, 
au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Longue. la  limite  du  rapport  de  deux  Quantités  est  Tu- 
mté,  leur  différence  est  infiniment  petite  par  rapporté 
Vune  quelconque  des  deux;  c'est-à-dire  que  le  rapport 
de  cette  différence  à  l'une  quelconque  de  ces  quantités  d 
pour  limite  zéro. 

Et  réciproquement  :  si  la  différence  de  deux  quantités 
est  infiniment  petite  par  rapport  à  Vune  déciles  y  la  limite 
de  leur  rapport  est  V unité. 

Soient,  en  effet,  a  et  a'  deux  quantités  quelconques,  et ^ 
leur  différence,  on  aura 

d'où 


-7—  I  ^--7' 
a  a 


Donc,  si  la  limite  de  -7  est  l'unité,  celle  de  —  est  zéro  5  el  ré- 
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ciproquement.  Il  est  de  plu^  évident  que  si  l'un  des  rap- 
ports  -)  —  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  l'autre, 

oc    ot 

puisque  ^,  étant  la  différence  de  a  et  a*,  est  compris  dans 
l'un  une  fois  de  plus  seulement  que  dans  l'autre. 

Le  principe  fondamental  peut  donc  s'énoncer  de  cette 
autre  manière  : 

La  limite  d'une  somme  ou  d*un  rapport  d^ infiniment 
petits  nest  pas  changée,  quand  on  les  remplace  par  d^au-^ 
très  qui  en  diffèrent  respecti^^ement  de  quantités  infini- 
ment petites  par  rapport  à  eux. 

Remarque,  —  Le  grand  avantage  que  l'on  retire  de  ce 
principe  consiste  en  ce  qu'il  permet  s^ouvent  de  négliger, 
dans  les  quantités  infiniment  petites,  la  partie  qui  en  rend 
la  comparaison  et  le  calcul  difficiles.  Il  suffit  toujours  que 
cette  partie  soit  infiniment  petite  relativement  à  la  quan- 
tité elle-même,  et  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les 
résultats  où  Ton  n'a  en  vue  que  les  limites  des  rapports 
ou  des  sommes  de  ces  quantités  infiniment  petites. 

Nous  allons  en  faire  l'application  aux  questions  générales 
les  plus  importantes  de  la  Géométrie. 

COMMENT  LES  AIRES  DES  COURBES  PLANES  PEUVENT  ETRE 
CONSIDÉRÉES  GOMME  LIMITES  DE  SOMMES  d' INFINI  MENT 
PETITS. 

378.  Sommes  de  parallélogrammes  infiniment  pe- 
tits, —  Considérons  une  surface  plane  limitée  par  des 
arcs  de  courbes  quelconques;  divisons-la  par  un  système 
de  parallèles  dont  les  distances  soient  dans  des  rapports 
arbitraires,  mais  tendent  toutes  vers  zéro.  La  somme  des 
aires  comprises  entre  ces  parallèles  successives  est  toujours 
identique  avec  Taire  cherchée  ;  et  chacune  de  ces  aires  élé- 
mentaires offre  la  même  difficulté  que  la  proposée,  puis- 
qu'elle renferme  des  courbes  dans  son  périmètre. 

26 
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Mais  si  à  chacune  de  ces  aires  élémentaires  on  supprime 
ou  Ton  ajoulc  des  parties  infiniment  petites  par  rapport  à 
CCS  aires  respectives,  et  qui  fassent  disparaître  la  partie 
courbe  de  leur  périmètre,  la  limite  de  la  somme  de  ces 
nouvelles  aires  plus  simples  sera  Taire  cherchée,  d'après  le 
principe  général.  Le  moyen  le  plus  commode  d'obtenir  ce 
résultat  consiste  à  mener,  par  les  extrémités  de  chacune  des 
cordes,  des  parallèles  à  une  même  direction  arbitraire,  ter- 
minées à  la  corde  suivante.  Soient,  en  effet,  mn,  mn'  deux 
parallèles  consécutives  quelconques'  :  en  menant  par  les 
extrémités  m',  n'  (^g'4^)  des  parallèles  m' H',  nfV  aune 
direction  choisie  à  volonté,  on  retranche  les  parties  n'Vn. 


Fig.  4o. 

H  m' 


mfH^iri  \  en  menant  les  parallèles  mH,  «I  par  les  extré- 
mités m,  /?,  on  ajouterait,  au  contraire,  les  parties  mïlm\ 
nnfl.  Or,  deux  de  ces  quatre  parties  sont  moindres  que  le 
parallélogramme  7iln'l\  et  les  deux  autres  moindres  que  le 
parallélogramme  mHm'H'*,  ces  deux  parallélogrammes  sont 
infiniment  petits  par  rapport  au  parallélogramme  m'H'/zT, 
qui  est  moindre  que  le  segment  de  la  courbe,  car  leurs  rap- 
ports à  m'H'f/I' sont  les  mêmes  que  ceux  de  leurs  bases  mH', 
nV  h  la  base  H'I',  et  ces  derniers  tendent  vers  zéro,  puisque 
les  parallèles  nin^  m'n'  se  rapprochant  indéfiniment,  /;/H' 
et  7iV  tendent  vers  zéro,  tandis  que  HT  reste  fini.  Il  suit  de 
là  que  les  rapports  des  parallélogrammes  HH',  II'  au  seg- 
ment de  la  courbe  ont  pour  limite  zéro  ;  il  en  est  de  même, 
à  plus  ibrle  raison,  des  triangles  formés  par  les  arcs  nini', 
nn\  et,  par  conséquent,  l'aire  de  la  courbe  est  la  limite  de 
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la  somme  des  parallélogrammes  ayant  pour  bases  les  cordes 
parallèles,  pour  hauteurs  leurs  distances,  et  pouvant  être 
sntièrement  intérieurs  ou  en  partie  extérieurs  à  celte  aire. 

On  peut  même  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que 
les  sommets  des  parallélogrammes  soient  aux  extrémités 
caêmes  des  cordes  :  il  suffit  qu'ils  soient  en  des  points  infi- 
diment  voisins  de  ces  extrémités  ^  il  n*est  même  pas  néces- 
saire que  ces  parallélogrammes  soient  contigus,  pourvu 
que  Tintervalle  entre  deux  consécutifs  soit  infiniment  petit 
par  rapport  aux  hauteurs  infiniment  petites  de  ces  parallé- 
logrammes, car  cela  revient  #à  retrancher  de  chaque  élé- 
ment une  partie  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même. 
Cette  considération  générale,  dont  l'exactitude  résulte  du 
principe  fondamental,  s'applique  à  tout  ce  qui  suit. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  une  soinme  de  termes 

ayant  une  même  expression  générale  par  le  signe  \^  suivi 
de  cette  expression.  Ainsi,  u  désignant  une  corde  quelcon- 
que, et  a  la  distance  de  deux  cordes  consécutives,  ^  f/« 
représentera  la  somme  des  aires  des  parallélogrammes  va- 
znables ,  et  lim  ^  wa  représentera  la  limite  de  leur  somme, 
ou  Faire  de  la  courbe. 

379.  Sommes  de  trapèzes  infiniment  petits. —  Au  lieu 
de  supposer  les  lignes  wH,  m'H',  ni,  n'V  parallèles  à  une 
direction  fixe,  on  pourrait  les  mener  dans  des  directions 
différentes  les  unes  des  autres  \  il  suffit  qu'elles  fassent  tou- 
jours un  angle  fini  avec  les  cordes.  En  effet,  la  figure  nln'V 
deviendra  un  trapèze  dont  les  bases  /z'I,  nV  seront  infini- 
luent  petites,  puisque  les  lignes  n'V,  n\  font  avec  mn  des 
angles  finis,  et  que  la  hauteui*  du  trapèze  est  infiniment 
petite^  la  mesure  de  ce  trapèze  a  donc  un  rapport  infini- 
ment petit  avec  celle  du  trapèze  intérieur  m'H'n'I',  et,  par 

conséquent,  avec  le  segment  même  de  la  courbe.  U  en 

26. 
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serait  de  même  du  trapèze  mHm'H'.  Si  donc,  au  lieu  de  ce 
segment,  on  prend  un  des  trapèzes  ayant  pour  base  mn, 
mfnfj  mV  ou  nWy  on  ne  fait  qu'ajouter  ou  retrancher  à 
Télément  eitact  de  Faire  cherchée  une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  cet  élément,  et  la  limite  de  la  somme 
de  ces  trapèzes  sera  précisément  égale  à  la  somme  des  élé- 
ments eicacts  de  cette  aire  ou  à  cette  aire  elle-même. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  trapèzes  inscrits  dans 
le  segment  :  les  côtés  non  parallèles  sont  alors  les  cor- 
des  mmf^  nn\  Il  peut  aussi  être  ^quelquefois  utile  de  faire 
concourir  toutes  les  lignes  mH,  m'H',  nl^  n'V  vers  an 
même  point;  et  c'est  ce  qu'a  fait  Archimède  dans  une  de 
ses  méthodes  pour  la  quadrature  de  la  parabole. 

380.  Sommes  de  secteurs  infiniment  petits,  —  D  n'est 
pas  nécessaire  de  supposer  parallèles  les  cordes  qui  divisent 
Taire  en  éléments  infiniment  petits.  Ou  peut  assujettir 
leurs  directions  à  une  loi  quelconque,  suivant  les  circon- 
stances \  la  seule  condition  nécessaire'  est  de  n'^^outer  on 
retrancher  à  chaque  élément  exact  qu'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui. 

Une  des  lois  les  plus  simples  est  celle  qui  fait  passer  toutes 
les  cordes  par  un  même  point.  Soient  O  ce  point  (Jig»  40' 


et  Om,  Om'  deux  sécantes  faisant  entre  elles  un  angle  infi- 
niment petit 5  la  somme  des  éléments  Om'm  est  identique 
avec  l'aire  cherchée,  si  le  point  O  est  dans  son  intérieur,  et 
que  le  contour  n'offre  pas  de  sinuosités;  cette  aire  sera  la 
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limite  de  la  somme  des  aires  que  Ton  obtiendra  en  ajoutant 
ou  retranchant  à  chacun  de  ces  éléments  une  quantité  infi* 
niment  petite  par  rapport  à  lui. 

Cette  modification  des  éléments  exacts,  et  qui  a  toujours 
pour  objet  de  les  simplifier,  peut  être  faite  de  bien  des 
manières  différentes.  On  pourrait  mener  par  m,  ni  des 
droites,  dans  des  directions  déterminées,  et  substituer  les 
triangles  rectilignes  à  l'élément  exact.  On  pourrait  aussi, 
au  lieu  de  lignes  droites,  mener  des  courbes  arbitraires; 
mais  ce  qui  est  ordinairement  le  plus  simple,  c'est  de  dé- 
crire des  arcs  de  cercle  ayant  O  pour  centre,  et  c'est  ce  qu'a 
fait  Archimède  dans  sa  quadrature  de  la  spirale. 

Il  est  facile  de  voir^  en  effet,  que  le  rapport  des  deux 
secteurs  circulaires  semblables  ayant  pour  rayons  Om^ 
Om\  étant  celui  des  carrés  de  ces  lignes,  a  pour  limite 
l'unité,. et  que,  par  conséquent,  leur  différence  est  infini- 
ment petite  par  rapport  à  ces  secteurs.  Or,  l'un  de  ces  sec- 
teurs est  compris  entièrement  dans  l'élément  Om'm^  et 
celui-ci  est  compris  entièrement  dans  Fautre  secteur;  car 
on  peut  supposer  l'angle  O  assez  petit  pour  que  les  rayons 
vecteurs  de  la  courbe  croissent  ou  décroissent  constamment 
de  m  en  rn!.  Donc,  le  rapport  de  chacun  des  deux  secteurs 
à  Télément  exact  de  l'aire  a  aussi  pour  limite  l'unité;  et 
Taire  cherchée  est  la  limite  de  la  somme  des  secteurs  circu- 
laires infiniment  petits,  intérieurs  ou  extérieurs. 

Si  le  point  O  n'était  pas  dans  l'intérieur  de  l'aire  pro- 
posée, celle-ci  serait  la  différence  de  deux  aires  auxquelles 
ce  point  appartiendrait,  et  que  l'on  considérerait  séparé- 
ment, comme  on  vient  de  le  dire.  Peut-être  même  y  aurait- 
il  plusieurs  différences;  cela  dépend  de  la  forme  du 
contour.  On  pourrait  aussi  'prendre  la  différence  de  deux 
secteurs  compris  entre  les  mêmes  rayons,  et  chercher  la 
limite  de  la  somme  de  ces  différences. 

Au  lieu  de  supposer  que  les  cordes  passent  par  un  même 
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point,  on  pourrait  les  mener  tangentes  à  une  courbe 
donnée;  ou  pourrait  les  assujettir  à  d'autres  lois  encore  : 
toutes  ces  généralisations  n^ offrent  aucune  difficulté,  quand 
on  a  bien  saisi  les  principes  précédents,  et  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas. 

Remarque»  —  Lorsqu'on  connaît  la  nature  de  la  courbe 
qui  termine  la  surface  à  évaluer,  et  le  mode  de  décompo- 
sition en  éléments  infiniment  petits,  les  quantités  plus 
simples  qu'on  substitue  à  ces  éléments  peuvent  s'exprimer 
par  une  même  formule,  et  la  question  géométrique  esl 
ramenée  à  une  sommation  qui  est  du  ressort  de  la  science 
des  nombres.  Cette  question,  généralement  très-difHcile, 
se  rapporte  à  des  théories  que  nous  ne  nous  proposons  pas 
d'étudier  ici  *,  elles  sont  du  ressort  des  Traités  spéciaux  de 
calcul  infinitésimal. 

Néanmoins,    nous    donnerons    ici    quelques    exemples 
simples  de  la  méthode  que  nous  venons  d^exposer. 

COMMEJMT  LES   VOLUMES  DES  COUPS  PEUVENT  ETRE  CONSIDÉRÉS 
GOMME  LIMITES   DE  SOMMES   d'iNFINIMENT  PETITS. 

381.   Solides  de  rév^olulion,  —  Supposons  uiie  surface 
plane  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  AX  [fig*  4^) 

Fig.  42. 


situé  dans  son  plan,  et  proposons-nous  de  calculer  la  por- 
tion  du  volume  engendré  qui  sera  comprise  entre  deux 
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plans  quelconques  perpendiculaires  à  ÂX.  Ces  plans  peu- 
vent être  considérés  comme  engendrés  par  des  perpendicu- 
laires MP,  NQ  ;  les  deux  surfaces  courbes  qui  terminent  le 
volume  à  mesurer  sont  engendrées  par  des  arcs  de  courbes 
données  MN,  M'N',  et  ce  volume  est  la  différence  de 
deux  autres  engendrés  respectivement  par  les  quadrila- 
tères MNPQ,  M'N'PQ.  Bornons-nous  donc  au  calcul  d*un 
quelconque  de  ces  derniers,  par  exemple  celui  qu'en- 
gendre MNPQ. 

Décomposons  ce  volume  au  moyen  d'une  suite  de  plans 
perpendiculaires  à  Taxe,  infiniment  voisins  les  uns  des 
autres,  et  substituons  à  ces  éléments,  dont  la  somme  est 
constamment  égale  à  ce  volume  même^  d'autres  éléments 
d'une  espèce  plus  simple  et  tels,  que  le  rapport  de  chacun 
d'eux  à  son  correspondant  ait  pour  limite  Tunité.  La  limite 
de  la  somme  de  ces  nouveaux  éléments  indéfiniment  dé- 
croissants sera,  d'après  le  principe  fondamental,  la  valeur 
exacte  du  volume  à  mesurer.  Soient  R,  R'  deux  points 
quelconques  de  MN,  correspondants  à  deux  plans  sécants 
consécutifs;  S,  S'  leurs  projections  sur  AX*,  on  peut  sup- 
poser SS'  assez  petit  pour  que  les  perpendiculaires  ou 
ordonnées  varient  dans  un  même  sens,  en  passant  de  R 
h  R';  d'où  il  suit  que  les  deux  rectangles  RSS'I  et  R'S'SI' 
engendreront  autour  de  AX  des  cylindres  dont  l'un  sera 
plus  petit  et  l'autre  plus  grand  que  la  partie  du  solide  pro- 
posé comprise  entre  les  deux  plans  sécants.  Or,  le  rapport 
de  ces  deux  cylindres  de  même  hauteur  est  égal  à  celui  de 
leurs  bases  ou  des  carrés  de  leurs  rayons  RS,  R'S'  ;  et  à 
mesure  que  S'  se  rapproche  de  S,  le  rapport  des  ordon- 
nées RS,  R'S'  se  rapproche  de  l'unité,  ainsi  que  celui  de 
leurs  carrés.  Donc,  la  limite  du  rapport  des  deux  cylindres 
est  l'unité^  et  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison,  pour  le 
rapport  d'un  quelconque  de  ces  cylindres  au  volume  inter- 
iïiédiaire  qui  est  l'élément  exact  du  volume  cherché. 
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Donc,  le  volume  engendré  par  MNPQ  est  la  limite 
d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  hauteurs  les  parties 
infiniment  petites  dans  lesquelles  on  décompose  PQ,  et 
pour  rayons  de  leurs  bases  les  ordonnées  de  MN  corres- 
pondantes aux  points  de  division  PQ. 

Ces  cylindres  pourront  être  pris  tantôt  intérieurs,  tantôt 
en  partie  extérieurs,  sans  que  la  limite  de  la  somme  soit 
changée,  puisqu'ils  satisfont  toujours  à  la  condition  unique 
qu'ils  doivent  remplir. 

Si  l'aire  génératrice  n'est  pas  terminée  à  l'axe  AX,  mais 
à  une  seconde  courbe  M'N',  le  volume  engendré  sera  la 
différence  de  deux  autres  qui  rentrent  dans  le  premier  cas. 
On  pourra  aussi  le  considérer  comme  la  limite  de  la  difTé- 
rence  des  deux  sommes  de  cylindres,  ou  de  la  somme  des 
différences  élémentaires  correspondantes. 

382.  Solides  tetminés  par  des  surfaces  quelconques,  — 
On  concevra  encore  un  système  de  plans  parallèles,  à  des 
distances  infiniment  petites  les  uns  des  autres,  et  tels,  que 
le  solide  entier  que  l'on  veut  mesurer  soit  compris  entre  le 
premier  et  le  dernier;  puis  on  cherchera  ^  substituer  à  la 
partie  comprise  entre  deux  plans  consécutifs  quelconques 
un  solide  d'une  espèce  plus  simple,  et  qui  n'en  diffère  que 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle.  Or, 
s'il  arrive  qu'en  menant,  par  tous  les  points  du  contour 
d'une  des  sections,  des  parallèles  à  une  même  direclioiir 
jusqu'au  plan  de  l'autre,  la  projection  ainsi  effectuée  de  la 
première  courbe  soit  tout  entière  comprise  dans  la  seconde, 
le  cylindre  ainsi  fornié  sera  tout  «tttier  compris  dans  la 
tranche  du  solide  située  entre  les  deux  plans.  Au  contraire, 
le  cylindre  fornié  par  des  parallèles  à  la  même  direction 
menée  du  contour  de  la  seconde  section  au  premier  plan, 
renfermera  entièrement  cette  même  tranche.  Mais  le  rap- 
port des  deux  cylindres  de  même  hauteur  est  égal  à  celui 
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de  leurs  bases,  lequel  tend  indéfiniment  vers  Tunité,  à 
mesure  que  la  distance  des  deux  plans  tend  vers  zéro. 
Donc,  le  rapport  des  deux  cylindres,  et,  par  suite^  de  la 
tranche  du  solide,  à  Tun  quelconque  d'entre  eux,  a  pour 
limite  Funilé  :  ou,  en  d'autres  termes,  chacun  de  ces  cylin- 
dres diffère  de  l'élément  exact  du  solide,  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  cet  élément.  Donc,  enfin^ 
le  volume  proposé  est  limite  rTune  somm.e  de  cylindres 
(tf'aui  pour  bases  les  sections  du  solide  par  des  plans  pa- 
rallèles infiniment  voisins ^  et  pour  hauteurs  les  distances 
de  ces  plans. 

Ce  premier  cas  est  celui  de  tous  les  corps  auxquels  Ar- 
chimède  a  appliqué  ce  procédé  dont  on  lui  est  redevable. 

383.  Mais  il  peut  arriver  que  les  parallèles  menées  par 
les  points  d'une  des  sections  ne  soient  pas  toutes  inté- 
rieures, ou  toutes  extérieures  à  la  tranche  du  solide;  et 
alors  le  raisonnement  précédent  ne  suffirait  pas  :  car,  dans 
ce  cas,  aucun  des  deux  cylindres  infiniment  petits  ne 
serait  avec  évidence  plus  petit  ou  plus  grand  que  le 
volume  de  la  tranche  exacte  du  corps.  Mais  on  peut  con- 
cevoir deux  cylindres  qui  n'auraient  pas  pour  bases  les 
sections  mêmes  du  corps,  et  tels,  que  l'un  envelopperait 
entièrement  la  tranche,  tandis  que  Fautre  serait  complè- 
tement intérieur;  leurs  bases  tendraient  indéfiniment  à  se 
confondre  avec  l'une  des  sections  qui  resterait  fixe,  tandis 
que  l'autre  s'en  rapprocherait  indéfiniment*,  et  la  coïnci- 
dence serait  complète,  si  la  distance  des  deux  plans  était  ré- 
duite à  sa  limite  zéro.  Le  rapport  dés  deux  bases  des  cylin- 
dres entre  lesquels  est  comprise  la  tranche  a  donc  pour 
limite  l'unité;  et  Ton  peut  dire  encore  que  le  volume  d^un 
solide  quelconque  peut  êtie  regardé  comme  la  limite 
d^une  somme  de  cylindres  infiniment  petits^  ayant  pour 
bases  les  sections  du  solide  par  des  plans  parallèles  infi-^ 
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niment  voisins,  et  pour  hauteurs  les   distances  de  ces 
plans, 

384.  On  pourrait  encore  considérer  le  solide  comme 
décomposé  par  deux  séries  de  plans  parallèles  infiniment 
voisins,  et  prendre  les  plans  d'une  des  séries  perpendicu- 
laires aux  plans  de  Tautrc.  Un  élément  du  solide^  compris 
entre  deux  plans  consécutifs  d'une  série  et  deux  plans  con- 
sécutifs de  l'autre,  pourra  être  remplacé  par  un  parallélépi- 
pède qui  aurait  pour  base  la  section  de  ces  quatre  plans  par 
un  plan  perpendiculaire  aux  plans  des  deux  séries.  En  pre- 
nant pour  hauteur  de  ce  parallélépipède  la  longueur  d'une 
quelconque  des  quatre  cordes  de  la  surface  formées  par  les 
intersections  des  quatre  plans,  on  aurait  un  solide  dont  le 
rapport  à  la  partie  exacte  du  proposé  aurait  pour  limite 
l'unité. 

Le  volume  cherché  serait  donc  la  limite  d'une  somme 
de  parallélépipèdes  dont  les  bases  seraient  des  rectangles 
ayant  leurs  côtés  infiniment  petits. 


CHAPITRE  VI. 

DE  LA  LONGUEUR  DES  LIGNES  COURBES,  ET  DE,  L'AIRE. 

DES  SURFACES  COURBES. 


385.  Nous  avons  dit  que  deux  droites  avaient  même 
longueur,  lorsqu'elles  pouvaient  coïncider,  ou,  en  d'autres 
termes,  lorsqu'elles  étaient  égales;  ce  n'est  que  de  cette 
manière  que  le  mot  longueur  s'est  introduit  dans  notre 
langage,  et  nous  nous  sommes  bien  gardé  de  le  définir. 
Et,  de  même,  quand  nous  disons  que  la  longueur  d'une 
ligne  surpasse  celle  d'une  autre,  cela  signifie  que  la  pre- 
mière ligne  est  plus  grande  que  la  seconde.  On  n'emploie 
jamais  ce  mot  que  quand  il  y  a  comparaison,  et,  quand  on 
se  borne  à  dire  :  la  longueur  d'une  ligne,  ou  entend  toujours 
le' rapport  de  cette  ligne  à  l'unité. 

Dans  quel  cas  maintenant  pourra-t-on  dire  que  deux 
courbes  ont  même  longueur,  ou  sont  égales?  C'est  évidem- 
ment quand  elles  pourront  coïncider.  Or  cela  n'est  possible 
que  dans  des  cas  très-particuliers ,  par  exemple  pour  des 
arcs  de  cercles  dont  les  rayons  sont  égaux  :  deux  arcs  de 
cercles  de  rayons  différents  ne  peuvent  donc  être  égaux, 
dans  le  sens  reçu  jusqu'ici  ;  et  si  l'on  veut  pouvoir  dire 
que,  sans  être  superposables,  ils  sont  équivalents  en  lon- 
gueur, comme  on  a  dit  que  des  figures  non  superposa- 
bles ont  des  surfaces  équivalentes,  il  faut  dire  bien  nette- 
ment ce  que  Ton  entendra  par  là,  et  ne  pas  agir  comme  si 
l'on  dissimulait  une  difficulté  qui  réellement  n'existe  pas, 


4ia  SCIENCE    DE    L^ÉTENDUE. 

puisquHl  ne  s'agira  que  d'être  conséquent   à  la  définition 
qu'on  aura  donnée. 

Le  terme  de  comparaison  le  plus  simple  h  prendre  étant 
la  ligne  droite,  la  question  consistera  à  déterminer  la  droite 
que  Ton  dira  de  même  longueur  qu'une  courbe  donnée 
quelconque,  ou  à  définir  le  rapport  de  la  longueur  de  la 
courbe  à  Funité,  ou  simplement  ce  qu'on  appellera  lon- 
gueur de  la  courbe. 

Or  voici  celle  que  nous  adoptons  : 

La  longueur  d^une  courbe  donnée  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  périmètre  d'^iin  polygone  inscrit  dans 
cette  courbe  y  et  dont  les  côtés  tendent  indéfiniment  vers 
zéro. 

Mais  cette  définition  n'aura  un  sens  précis  que  quand 
on  aura  prouvé  que  cette  limite  existe,  et  est  unique  quelle 
que  soit  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  du  polygone  ten- 
dent vers  zéro  :  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

Considérons  un  arc  de  courbe  quelconque,  et  supposons- 
le,  pour  plus  de  simplicité,  convexe  dans  toute  son  éten- 
due, c'est-à-dire  tel,  qu'il  ne  puisse  être  coupé  par  une 
droite  en  plus  de  deux  points  :  il  en  sera  de  même  alors  de 
tous  les  polygones  inscrits.  Si  la  courbe  n^était  pas  dans 
ce  cas,  on  la  partagerait  en  parties  pour  chacune  desquelles 
cette  condition  serait  remplie;  et  pour  chacune  de  ce 
parties  on  procéderait  comme  il  suit. 

Soit  donc  un  arc  convexe  de  courbe  quelconque  AB,  e 

Fig.  43. 


B 


adoptons,  par  exemple,  la  loi  suivante  pour  riuscripiion 
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des  polygones  successifs  :  joignons  aux  deux  points  A  et  B 
le  point  C  de  la  courbe,  qui  est  également  distant  de  l'un 
et  Tautre,  et  qui  se  trouve,  par  conséquent,  à  l'intersection 
de  la  courbe  et  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  la  corde  A6.  Joignons  ensuite  aux  extrémités  des 
arcs  AG,  C6  les  points  D,  E.»  qui  sont  respectivement  équi» 
distants  de  leurs  extrémités;  et  continuons  ainsi  indéfini- 
ment :  le  nombre  des  côtés  se  doublant  toujours  croîtra 
sans  limite,  et  la  grandeur  de  ces  côtés  tendra  vers  la  limite 
zéro.  Il  y  a  maintenant  deux  observations  importantes  à 
faire  : 

D'abord  les  périmètres  augmentent  avec  le  nombre  des 
côtés,  puisqu'on  remplace  toujours  un  côté  par  deux  autres 
terminés  à  ses  extrémités,  et  donnant,  par  conséquent,  une 
somme  plus  grande. 

Ensuite  le  périmètre  croissant  ne  peut  dépasser  tonte 
grandeur*,  car  il  restera  toujours  moindre  que  le  périmètre 
d'un  polygone  fixe  enveloppant  la  courbe,  et  tracé  arbitrai- 
rement. Or,  une  grandeur  toujours  croissante,  et  qui  iie 
peut  atteindre  une  certaine  valeur  fixée,  a  nécessairement 
une  limite  déterminée,  connue  ou  inconnue  {*).  Donc,  les 


(  *  )  Pour  ceux  qui  ne  regarderaient  pas  cette  proposition  comme  évidente, 
on  peut  faire  le  raisonnement  suivant  : 

Soient  A  la  valeur  au-dessous  de  laquelle  est  toujours  la  variable,  et  B  une 
de  celles  qu'elle  prendra;  qu'on  partage  Tintervalle  de  B  à  A  en  parties 
égales  aussi  petites  que  Ton  voudra  :  la  variable  pourra  bien  dépasser  tous 
les  points  de  division,  mais  ne  peut  aller  jusqu'à  Textrémité;  il  pourra  aussi 
se  faire  qu'elle  ne  les  dépasse  pas  tous,  et  alors  il  y  en  aura  un  qui  sera  le 
dernier  qu'elle  dépasse;  elle  restera  donc  toujours  comprise  entre  celui-ci 
et  le  suivant,  c'est-à-dire  dans  un  intervalle  aussi  resserré  qu'on  l'aura 
voulu,  et  dans  lequel  elle  ira  toujours  en  croissant. En  subdivisant  cet  inter- 
valle en  un  nombre  aussi  grand  qu'on  voudra  de  parties  égales,  on  recon- 
naîtra de  même  que  la  grandeur  ne  peut  se  trouver  que  dans  un  nouvel 
intervalle  fixe  entre  B  et  A,  et  d'une  étendue  aussi  voisine  de  zéro  qu'on  le 
voudra.  Il  existe  donc  une  certaine  valeur  fixe  entre  B  et  A,  dont  la  variable 
s'approche  indéfiniment;  elle  a  donc  une  limite.  On  démontrerait  sembla- 
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périmètres  des  polygones  inscrits  dans  la  courbe  suivant 
la  loi  particulière  que  nous  aidons  choisie  y  ont  une  limite; 
ce  qui  était  la  première  proposition  à  établir. 

Reste  à  démontrer  que  Ton  aura  la  même  limite,  quelle 
que  soit  la  loi  d'inscription  des  polygones,  pourvu  que  leurs 
côtés  tendent  tous  vers  zéro. 

Considérons  en  effet  deux  polygones  inscrits,  ayant 
leurs  côtés  extrêmement  petits,  Tun  appartenant  à  la  série 
que  nous  venons  de  désigner,  et  le  second  correspondant  à 
toute  autre  loi  d'inscription  :  menons  par  tous  les  sommets 
de  l'un  et  de  l'autre  des  lignes  parallèles  à  une  même 
direction  arbitraire,  les  deux  périmètres  seront  partagés 
par  ces  lignes  en  un  même  nombre  de  parties  ;  et  celles  qui 
seront  comprises  entre  deux  parallèles  consécutives  auront 
un  rapport  d'autant  plus  près  de  Tunité  que  les  côtés  seront 
plus  petits^  car  leurs  directions  différant  aussi  peu  qu'on 
voudra  de  celle  de  la  tangente  à  la  courbe,  en  l'une  de 
leurs  extrémités,  l'angle  qu'ils  comprennent  tendra  vers 
zéro  :  et  si  l'on  forme  un  triangle  avec  ces  deux  côtés 
comprenant  cet  angle,  les  deux  autres  angles  tendront  in- 
définiment vers  des  valeurs  finies  supplémentaires  l'une  de 
l'autre.  Le  rapport  des  côtés  qui  leur  sont  opposés  est  le 
même  que  ceux  d'un  triangle  qui  aurait  les  mêmes  angles 
et  dans  lequel  le  côté  correspondant  à  l'un  des  premiers 
resterait  fini.  Or,  dans  ce  dernier,  dont  l'angle  au  sommet 
tend  vers  zéro,  le  second  côté  tend  évidemment  vers  le 
premier  et  leur  rapport  vers  l'unité;  il  en  est  donc  de 
même  du  rapport  des  deux  côtés  infiniment  petits  du  pre- 
mier. Il  suit  de  là,  d'après  le  principe  fondamental,  que  le 
rapport  des  deux  périmètres   tend  vers  l'unité  à  mesure 


blement  qu'une  variable  qui  Ta  toujours  en  décroissant,  mais  qui  reste 
toujours  au-dessus  d'une  certaine  quantité  fixe,  a  nécessairement  une 
limite. 
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que  les  côtés  tendent  vers  zéro.  La  limite  obtenue  par  le 
premier  mode  de  subdivision,  est  donc  la  même  que  pour 
tout  autre.  c.  q.  f.  d. 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  trouverait  encore  la  même 
limite,  si  les  sommets  du  polygone  n'étaient  pas  sur  la 
courbe  même,  mais  en  étaient  infiniment  voisins,  et  que 
les  côtés  eussent  toujours  pour  limites  de  leurs  directions 
celles  des  tangentes  aux  points  infiniment  voisins.  On 
pourrait  encore  considérer  les  polygones  circonscrits  à  la 
courbe  :  on  pourrait  même  prendre  une  suite  de  lignes^ 
séparées  les  unes  des  autres.  Imaginons,  par  exemple,  des 
parallèles  qui  coupent  Tare  de  courbe  et  soient  infiniment 
voisines  les  unes  des  autres  :  si,  par  chaque  point  de  divi-i 
sion,  on  mène  une  tangente,  la  suite  discontinue  des  por- 
tions de  ces  tangentes  comprises  entre  le  point  de  contact 
et  la  parallèle  voisine,  aura,  d'après  les  raisonnements  pré- 
cédents, la  même  limite  que  le  périmètre  inscrit.  Ce 
procédé  a  été  employé  par  Fermât.  On  trouverait  encore 
bien  d'autres  manières  de  parvenir  à  la  même  limite  par 
des  sommes  de  lignes  droites-,  la  seule  condition  nécessaire 
est  que  ces  sommes  et  les  périmètres  inscrits,  se  composent 
d'éléments  correspondants  dont  le  rapport  ait  l'unité  pour 
limite.  On  aurait  pu  commencer  par  un  polygone  circon- 
scrit, et  passer  au  suivant,  en  menant  des  tangentes  par 
les  points  intermédiaires;  on  aurait  ainsi  un  périmètre 
moindre.  En  continuant  ainsi,  les  périmètres  toujours  dé- 
croissants, mais  toujours  supérieurs  à  une  grandeur  fixe, 
par  eitemple  à  une  ligne  brisée  intérieure,  ou  même  à  la 
droite  qui  joint  les  extrémités,  auraient  une  limite.  Cela 
admis,  tout  ce  qui  précède  s'ensuivrait. 

Remarques,  —  Tout  polygone  circonscrit  à  un  arc  de 
courbe  convexe  est  plus  grand  que  cet  arc. 

Car  si,  entre  deux  points  de  contact  consécutifs  quel- 
conques, on  mène  une  tangente,  il  en  résultera  un  polygone 
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circonscrit  d'un  périmètre  moindre  que  le  précédent.  En 
agissant  de  même  pour  ce  nouveau  polygone,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment,  le  périmètre  de  ces  polygones  va  tou- 
jours en  diminuant  et  a  pour  limite  la  longueur  de  Tare. 
Donc,  cette  longueur  est  moindre  qse  celle  du  polygone 
circonscrit  quelconque  d'où  Ton  est  parti .  Un  raisonnement 
analogue  prouve  que  la  longueur  de  Tare  est  plus  grande 
que  celle  de  tout  polygone  inscrit. 

II  résulte  de  là  que  tout  arc  convexe  est  moindre  qu'une 
ligne  quelconque  qui  Tenveloppe,  en  partant  des  mêmes 
extiémités.  Il  suffit,  en  effet,  de  concevoir  un  polygone 
circonscrit  au  premier  arc  et  ayant  les  côtés  assez  petits 
pour  n'avoir  aucun  point  commun  avec  le  second  et  un 
polygone  inscrit  à  celui-ci  et  qui  enveloppe  le  premier. 
Ce  dernier  sera  moindre  que  celui  qui  Tenveloppe,  comme 
on  le  prouve  dans  la  Géométrie  élémentaire  ^  donc,  i  pivs 
forte  raison^  l'arc  inscrit  sera  moindre  que  l'arc  circonscrit; 
au  plus  grand  polygone. 

Les  cas  les  plus  singuliers  qu'on  pourrait  imaginer  n'of- 
friront aucune  difficulté.  On  verrait  de  la  même  manière 
qu'une  courbe  convexe  fermée  est  moindre  que  toute  ligne 
qui  rcnvcloppe. 

Voici  encore  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  utilité. 
Soient  AB  [fig.  44)  un  arc  convexe  quelconque,  AC  une 


droite  menccdc  rextiémiu*  A  el  ayant  même  projectior 
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sur  une  ligne  AU.  Si  toutes  les  tangentes  de  A  en  B  for- 
ment avec  AU  des  angles  aigus  plus  petits  que  G  AU,  la 
longueur  AG  sera  plus  grande  que  celle  de  Tare  AB.  En 
effet,  si  l'on  conçoit  un  polygone  circonscrit  à  AB  et  dont 
les  points  de  contact  extrêmes  soient  A  et  B,  il  sera  plus 
grand  que  Tare  ;  mais  il  sera  plus  petit  que  AG;  car,  si  par 
tous  les  sommets  on  mène  des  parallèles  à  PBG,  les  parties 
de  AG  comprises  entre  ces  parallèles  seront  plus  grandes 
que  les  côtés  correspondants  du  polygone^  qui  font  avec  AU 
des  angles  aigus  plus  petits;  la  ligne  AG  est  donc  plus 
grande  que  Tare  AB. 

On  verrait  semblablement  que  si  les  tangentes  en  tous 
les  points  de  A  et  B  font  avec  AU  des  angles  aigus  plus 
grands  que  GAU,  la  droite  AG'sera  plus  petite  que  Tare  AB. 
Gar  on  pourrait  inscrire  dans  Tare  un  polygone  dont  les 
côtés  auraient  des  directions  assez  voisines  de  celles  des 
tangentes  pour  que  leurs  angles  avec  AU  fussent  plus 
grands  que  G'AU.  Ge  polygone  serait  alors  plus  grand 
que  AG',  et,  à  plus  forte  raison,  Tare  AB  le  serait  aussi. 

11  suit  de  là  que  la  longueur  de  Tare  est  comprise  entre 
celles  des  deux  tangentes  comprises  entre  les  parallèles  ex- 
trêmes, et  dont  l'une  est  la  plus  inclinée  de  toutes,  et 
l'autre  la  moins  inclinée  sur  AU. 


DE    l'aire    des    surfaces    COURBES. 


386.  Les  surfaces  courbes  ne  pouvant  coïncider  que 
dans  des  cas  très-particuliers,  on  ne  pourrait  établir  aucune 
comparaison  entre  elles  sous  le  rapport  de  Tétendue  si  Ton 
définissait  par  la  superposition  leur  égalité  en  étendue. 

La  définition  que  nous  donnerons  de  Taire  d'une  sur- 
face courbe,  ramène  à  la  considération  des  aires  des  sur- 
faces planes,  que  Ton  sait  évaluer,  et  est  tout  à  fait  ana- 

^7 
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logue  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  la  longueur  des 
lignes  courbes. 

Nous  appellerons  aire  d'une  surface  courbe  la  limite  de 
taire  d^un  polyèdre  inscrit  dont  les  faces  tendent  in- 
dé/iniment  vers  zéro. 

Mais,  pour  que  cette  définition  ait  un  sens  précis,  il  faot 
démontrer  qu'ail  y  a  une  limite  pour  Taire  de  ce  polyèdre, 
et  qu'elle  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  ses 
faces  tendent  vers  zéro. 

Une  notion  préalable  indispensable  est  celle  du  plan  tan- 
gent. On  démontre  facilement  que  toutes  les  tangentes  â 
une  surface  menées  par  un  quelconque  de  ses  points,  sont 
en  général  dans  un  même  plan;  et,  par  suite,  que  si,  par  ce 
point  et  deux  autres  injfiniment  voisins  pris  sur  la  surface 
et  non  en  ligne  droite  avec  lui,  on  fait  passer  un  plan,  ce 
plan  tend  vers  une  limite  déterminée  à  mesure  que  les  deux 
points  variables  se  rapprochent  du  premier,  et  cette  limite 
est  le  plan  tangent. 

Cela  posé,  concevons  sur  toute  Fétendue  de  la  surface  on 
question  des  points  à  des  distances  infiniment  petites  les 
uns  des  autres  ;  joignons-les  par  des  lignes  droites  qui  dé- 
terminent une  suite  continue  de  triangles  inscrits,  ayant 
tous  leurs  côtés  infiniment  petits.  Subdivisons  indéfiniment 
ces  triangles  en  d'autres,  en  prenant  par  exemple  les  mi- 
lieux d'arcs  qu'on  tracerait  sur  la  surface  entre  les  som- 
mets du  même  triangle. 

Concevons  ensuite  un  polyèdre  inscrit  suivant  toute  autre 
loi,  et  dont  les  faces  décroissent  indéfiniment  5  et  comparons 
les  surfaces  de  ces  deux  polyèdres.  Pour  cela,  par  toutes  les 
arêtes  du  premier,  menons  des  plans  parallèles  à  une  même 
droite;  les  trois  qui  partiront  des  côtés  d'un  quelconque  des 
triangles  comprendront  entre  eux  une  portion  de  la  surface 
du  second  polyèdre  qui  sera  plane  ou  composée  de  plu- 
sieurs parties  non  dans  le  même  plan.  Dans  ce  dernier  cas, 
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en  menant  de  nouveaux  plans  par  les  arêtes  de  cette  por- 
tion de  surface  et  faisant  de  même  pour  toutes  les  faces  du 
premier  polyèdre,  les  deux  surfaces  seront  décomposées  en 
portions  planes  ayant  deux  à  deux  même  projection  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  tous  ceux  qui  opèrent  cette  décom- 
position. 

Or,  deux  quelconques  de  ces  surfaces  correspondantes 
font  avec  le  plan  de  projection  des  angles  qui  tendent  à  être 
égaux,  puisque  leurs  directions  sont  infiniment  voisines  de 
celles  d'un  même  plan  tangent;  leur  rapport  tend  donc  in- 
définiment vers  l'unité,  et  par  conséquent  il  en  est  de  même 
de  leurs  sommets  ou  des  surfaces  entières  des  polyèdres 
inscrits. 

La  loi  suivant  laquelle  on  détermine  les  sommets  des 
polyèdres  inscrits  n'influe  donc  pas  sur  la  limite,  si  elle 
existe,  et  il  suffit  de  prouver  qu'elle  existe,  soit  pour  une 
loi  particulière  d'inscription,  soit  pour  une  somme  de  faces 
obtenues  par  une  autre  voie,  et  telle,  que  son  rapport  avec 
la  surface  des  polyèdres  inscrits  ait  pour  limite  l'unité. 

387.  Concevons  d'abord  un  plan  tel,  qu'en  y  projetant  la 
portion  de  surface  dont.il  s'agit  il  ne  se  trouve  pas  deux  de 
ses  points  ayant  même  projection,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible en  la  subdivisant  en  parties  qu'on  considérera  sépa- 
rément. Supposons  ensuite  une  série  de  plans  parallèles 
entre  eux,  perpendiculaires  au  premier,  et  distants  les  uns 
des  autres  d'une  quantité  infiniment  petite  ol  ;  puis  une  se- 
conde série  de  plans  parallèles  distants  les  uns  des  autres 
d'une  quantité  infiniment  petite  6,  perpendiculaires  au 
premier  plan,  ainsi  qu'à  ceux  de  la  première  série.  La 
surface  proposée  se  trouvera  décomposée  en  parties  dont  la 
projection  sera  égale  au  rectangle  «6,  ou  à  une  fraction  de 
ce  rectangle  pour  les  parties  voisines  du  contour.  Dans  cha- 
cune de  ces  parties,  menons  le  plan  tangent  au  point  tel 

27. 
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qu'il  fasse  le  plus  grand  angle  ayec  le  plan  de  projection» 
Soit  ot>  cet  angle;  si  nous  formons  un  triangle  rectangle 
dont  Tangle  à  la  base  soit  &>,  il  y  aura  même  rapport  de 
rhypoténuse  à  la  base,  que  de  la  portion  de  plan  tangent  qui 
se  projette  suivant  a6,  à  sa  projection.  Désignant  ce  rap- 
port par  771,  la  portion  de  plan  tangent  sera  exprimée 
par  maS, 

Si  maintenant  on  conçoit  deux  nouvelles  séries  de  plan 
parallèles  respectivement  à  ceux  des  précédentes,  et  parla 
géant  en  deux  parties  égales  Tintervalle  de  deux  consécutifs 
quelconques,  chaque  portion  de  la  surface  se  trouvera  di 
visée  en  quatre  autres.  Dans  chacune  de  ces  nouvelles  por 
tions,  nous  mènerons  de  même  le  plan  tangent  faisant  1    - 
plus  grand  angle  avec  le  plan  de  projection,  et  les  quatr^. 
portions  de  ces  plans  qui  remplaceront  celle  qui  se  proj^^. 
tait  dans  le  même  espace  aS  formeront  une  somme  moindr^^, 
puisque,  pour  trois  d'entre  elles,  l'angle  formé  avec  le  pl^n 
de  projection  sera  moindre  que  celui  que  formait  le  pl&» 
tangent  dans  le  mode  de  division  précédent. 

En  suivant  indéfiniment  le  même  procédé,  la  somme  des 
portions  indéfiniment  décroissantes  des  plans  tangents  ira 
donc  constamment  en  diminuant.  De  plus,  elle  sera  tou- 
jours supérieure  à  une  quantité  fixe,  par  exemple  la  projec- 
tion de  la  surface  entière  :  donc  elle  a  une  limite.  Or,  les 
raisonnements  faits  pour  deux  polyèdres  inscrits,  ayant 
leurs  faces  infiniment  petites  dans  tous  les  sens,  s'appliquent 
à  toute  somme  de  faces  infiniment  petites  donnant  la  même 
projection  totale,  et  faisant  avec  les  plans  des  faces  corres 
pondantes,  des  angles  ayant  zéro  pour  limite.  Donc  la  limi 
de  la  somme  des  portions  discontinues  de  plans  tangej 
que  nous  avons  considérée  est  aussi  celle  de  la  surface 
tous  les  polyèdres  inscrits. 

Cette  limite  unique  est  ce  que  nous  nommons  l'air 
la  surface  courbe. 
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388.  Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  trouverait  encore  la 
même  limite  si,  au  lieu  de  s'assujettir  à  prendre  des  faces 
planes,  on  prenait  des  surfaces  courbes  variables  telles,  que 
pour  les  points  situés  sur  une  même  ligne  perpendiculaire 
au  plan  fixe  de  projection,  les  plans  tangents  à  ces  surfaces 
et  à  la  proposée  fissent  entre  eux  des  angles  infiniment  pe- 
tits. Car  les  faces  planes  qu'on  circonscrirait  à  ces  surfaces 
auraient  un  rapport  aussi  près  de  l'unité  qu'on  voudrait, 
avec  les  parties  de  ces  surfaces  et  de  la  proposée,  correspon- 
dantes à  la  même  projection  sur  le  plan  fixe  j  on  trouverait 
doQC  encore  la  même  limite  pour  leur  somme. 

389.  Enfin,  on  reconnaîtrait  d'une  manière  analogue  à 
ce  qui  a  été  fait  pour  les  courbes,  que  toute  surface  con- 
vexe est  plus  petite  qu'une  surface  qui  Tenveloppe  de  toutes 
parts,  ou  qui  l'enveloppe  et  est  terminée  au  même  con- 
tour. 

Et  de  même,  une  surface  courbe  est  moindre  qu'une  sur- 
face plane  ayant  même  projection  orthogonale  sur  un  plan, 
et  faisant  avec  ce  plan  un  angle  plus  grand  que  tous  ceux 
que  font  avec  lui  les  plans  tangents  à  la  surface  en  tous  ses 
points.  L'inverse  aurait  lieu  si  tous  ces  derniers  angles 
«taieint  au  contraire  plus  grands  que  le  premier. 


CHAPITRE  VIL 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DES  LIMITES  ET  DE  U 
MÉTHODE  INFINITÉSIMALE  A  QUELQUES  QUESTIONS 
TRAITÉES  PAR  LES  ANCIENS 


COMPÀRÀISOIf    DES    SURFACES    DES    CERCLES. 

390.  Nous  prendrons  pour  premier  exemple  la  question 
traitée  précédemment  par  la  méthode  des  anciens,  et  ayant 
pour  objet  dé  trouver  le  rapport  des  surfaces  de  deux  cercles 
dont  les  rayons  sont  donnés. 

En  employant  les  mêmes  notations  el  considérant  les  po- 
lygones inscrits  dont  les  cercles  sont  les  limites,  on  obtient, 
comme  nous  Pavons  vu,  la  relation 

P  _  R» 

P'  ""  W^' 

qui  a  lieu  constamment  entre  les  aires  variables  P,  P'  de 
ces  polygones. 

Or  nous  avons  démontré  généralement  qu'on  obtient  une 
relation  rigoureusement  exacte  entre  les  limites,  en  les  sub- 
stituant aux  variables  dans  la  relation  trouvée  entre  ces 
dernières.  On  trouvera  ainsi 

S^_  R^ 
S^"~R^^' 

ce  qui  prouve  que  deux  cercles  quelconques  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  de  leurs  rayons. 
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391.  Les  circonférences  de  deux  cercles  quelconques 
sont  entre  elles  comme  leurs  rayons. 

Cela  résulte  de  ce  qu'elles  sont  les  limites  des  périmètres 
de  polygones  réguliers  inscrits,  et  que  ces  périmètres  sont 
entre  eux  comme  les  rayons  des  cercles,  si  l'on  donne  à  ces 
polygones  le  même  nombre  de  côtés. 

Il  en  serait  de  même  des  portions  de  ces  circonférences 
qui  correspondraient  à  des  angles  égaux  aux  centres. 

Il  suit  de  là  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre est  le  même  pour  tous  les  cercles.  Archimède  en  a 
donné  la  valeur  approchée.  Il  a  montré  qu'il  est  compris 
entre  3  -  et  3  •—.  Avant  lui  on  ne  s  était  pas  occupé  de  la 
longueur  des  lignes  courbes.  Euclîde  n'en  parle  pas,  non 
plus  que  de  l'aire  des  surfaces  courbes. 

C'est  pour  rendre  possible  la  comparaison  de  ces  gran- 
deurs, qu' Archimède  a  posé  des  principes  qui  sont  encore 
admis  dans  l'enseignement,  mais  dont  nous  n'avons  pas  fait 
usage.  Il  nous  a  semblé  bien  préférable  de  partir  des  défi- 
nitions que  nous  venons  de  faire  connaître,  pour  la  lon- 
gueur des  courbes  et  l'aire  des  surfaces  courbes. 

Les  principes  admis  par  Archimède  consistent  en  ce  que 
la  ligne  droite  est  plus  petite  que  toute  courbe  ayant  les 
mêmes -extrémités^  qu'une  courbe  concave  vers  la  droite 
qui  joint  ses  extrémités  est  plus  courte  que  toute  autre  ligne 
qui  l'enveloppe,  et  a  les  mêmes  extrémités  -,  qu'une  surface 
plane  est  moindre  que  toute  surface  terminée  au  même 
contour*,  et  enfin,  qu'une  surface  concave  vers  un  même* 
plan  est  moindre  que  toute  autre  surface  qui  l'enveloppe  et 
est  terminée  au  même  contour. 

Au  moyen  de  ces  principes,  Archimède  a  pu  résoudre  un 
grand  nombre  de  questions  de  la  plus  haute  importance, 
qui  n'avaient  pu  être  abordées  par  les  géomètres  qui  l'a- 
vaient précédé.  Tout  ce  qui  dépend  de  la  longueur  des 
courbes  et  de  l'aire  des  surfaces  courbes,  c'est-à-dire  une 
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graade  partie  de  la  Géométrie,  se  trouvait  hors  de  la  portée 
du  raisonnement. 

392.  Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est 
d'une  si  grande  importance,  qu'après  avoir  démontré  qu'il 
était  incommensurable,  on  a  cherché  du  moins  à  en  appro- 
cher de  manière  à  rendre  l'erreur  sans  inflaence  sensible. 
On  a  même  été  bien  au  delà  des  besoins  de  la  pratique  ]  on 
a  eu  la  curiosité  de  connaître  plus  des  cent  cinquante  pre- 
mières décimales;  et  il  est  inutile  de  dire  qu'on  n'a  jamaii 
eu  besoin  d'employer  une  aussi  grande  approximation . 

Dans  les  calculs  on  désigne  le  rapport,  supposé  exact, 
par  la  lettre  tt  ;  de  sorte  que  si  l'on  appelle  R  le  rayon  d'ui 
cercle,  le  rapport  de  sa  circonférence  à  2R  sera  tt,  et  la  cir- 
conférence sera  exprimée  par  27rR. 

393.  Les  angles  au  centre  ayant  entre  eux  le  même  rappor  '^ 
que  les  arcs  compris  entre  leurs  côtés,  on  pourrait  prendr^^ 
ces  arcs  mêmes,  évalués  en  nombres,  comme  mesure  des  an   — 
gles  ;  il  suffirait  pour  cela  que  l'angle  pris  pour  unité  Intec*— 
ceptât  entre  ses  côtés  un  arc  égal  à  l'unité  de  longueur*. 
Alors  le  nombre  qui  exprimerait  un  angle  quelconque  se- 
rait le  même  que  celui  qui  exprimerait  l'arc  qu'il  inter- 
cepte. Pour  l'évaluation  des  arcs  d'un  cercle,  l'unité  la  plus 
naturelle  à  choisir  est  le  rayon  lui-même  ;  et  les  angles  se 
trouvent  mesurés  par  le  rapport  de  l'arc  au  rayon,  qui  est 
indépendant  du  rayon  choisi.  Alors  la  demi -circonférence 
sera  exprimée  par  tt,  et  ce  sera  la  mesure  de  deux  angles 
droits  :  Tangle  unité  sera  celui  qui  interceptera  entre  ses 
côtés  un  arc  égal  au  rayon.  On  l'obtiendrait  en  degrés  en 
faisant  la  proportion 

tt:  i  ::  180:  Xy 

d'où 

_  180 

X  —  , 

TT 
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nombre  incommensurable  qui  exprime  en  degrés  F  angle 
choisi  pour  unité  dans  le  système  où  les  angles  sont  mesurés 
par  le  rapport  de  l'arc  au  rayon.  Ce  système  est  employé 
toutes  les  fois  qu'on  n'a  pas  en  vue  la  réduction  immédiate 
des  résultats  du  calcul  en  nombres. 

394.  Surface  du  cercle,  —  Le  cercle  étant  considéré 
comme  limite  d'un  polygone  régulier  circonscrit,  sa  me- 
sure sera  la  limite  de  celle  de  ce  polygone,  ou  le  produit 
de  la  circonférence  par  la  moitié  du  rayon,  comme  Pavait 
démontré  Archimède. 

Si  R  désigne  le  rayon,  la  circonférence  sera  27rR,  et  par 
conséquent  la  surface  aura  pour  mesure  ttR*. 

Le  nombre  tt  peut  donc  être  considéré  sous  un  second 
point  de  vue.  Il  est  le  rapport  de  la  surface  du  cercle  au 
carré  de  son  rayon.  On  s'est  servi  de  l'une  et  de  l'autre  de 
ces  manières  de  l'envisager,  pour  procéder  à  la  recherche 
de  sa  valeur  approchée. 

COMPARAISON    DES    VOLUMES    DES    PYRAMIDES. 

395.  Après  avoir  ramené  la  comparaison  des  parallélé- 
pipèdes, et  ensuite  des  prismes  quelconques,  à  la  considéra- 
tion de  l'égalité,  les  anciens  géomètres  se  sont  trouvés  ar- 
rêtés pour  la  comparaison  des  pyramides,  soit  entre  elles, 
soit  avec  les  prismes.  Us  ont  été  obligés,  pour  y  parvenir, 
d'avoir  recours  au  même  procédé  que  pour  les  cercles,  et 
d'envisager  la  pyramide  comme  limite  de  quantités  d'es- 
pèce plus  simple. 

Euclide  commence  par  démontrer  que  toute  pyramide 
triangulaire  peut  être  décomposée  en  deux  prismes  trian- 
gulaires équivalents,  dont  l'un  a  pour  base  le  quart  de  celle 
de  la  pyramide,  et  pour  hauteur  la  moitié  de  celle  de  la 
pyramide  ;  et  en  outre  de  deux  pyramides  semblables  à  la 
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première,  ayant  leurs  arêtes  respectivement  égales  à  la 
moitié  de  leurs  correspondantes  dans  celle-ci.  On  reconnaît 
de, plus  immédiatement  qu  une  de  ces  pyramides  est  plus 
petite  que  Tun  des  prismes;  de  sorte  que  la  somme  des  vo- 
lumes des  deux  prismes  est  plus  grande  que  la  moitié  du 
volume  de  la  pyramide  proposée. 

D'après  cela,  si  Ton  répète  une  construction  analogue 
dans  chacune  des  deux  nouvelles  pyramides,  les  quatre 
pyramides  qui  resteront  après  qu'on  en  aura  enlevé  les 
prismes,  formeront  une  somme  moindre  que  leur  moitié  : 
et  en  continuant  ainsi,  on  voit,  par  un  raisonnement  déjà 
employé,  que  Ton  peut  pousser  l'opération  assez  loin  pour 
que  la  somme  des  pyramides  qui  resteront  après  Tenlève- 
ment  successif  de  tous  ces  prismes,  forme  un  volume  moin- 
dre que  tout  volume  donné ,  proposition  qui  dans  notre 
langage  s'énoncera  ainsi  : 

Toute  pyramide  triangulaire  peut  être  considérée 
comme  la  limite  d^une  sommée  de  groupes  de  prismes 
triangulaires  en  nombre  indéfini. 

On  se  rappellera  que  ceux  d'un  même  groupe  sont  égaux 
entre  eux  \  que  leur  nombre  est  double  de  ceux  du  groupe 
précédent,  et  leurs  arêtes  moitié  moindres  :  d'où  il  résulte 
que  la  somme  des  prismes  d'un  même  groupe  est  le  quart 
de  celle  du  groupe  précédent. 

396.  Deux  pyramides  de  base  équivalente  et  de  même 
hauteur  sont  équivalentes. 

Pour  comparer  ces  pyramides,  Euclide  commence  par 
les  considérer  comme  limites  de  sommes  de  prismes,  au 
moyen  de  la  décomposition  que  nous  venons  d'indiquer. 

Or,  ceux  qui  composent  les  divers  groupes  sont  équi- 
valents dans  les  deux  pyramides,  qui  ont  des  bases  équiva- 
lentes et  des  hauteurs  égales.  Car  les  prismes  du  premier 
ordre  auront  par  suite  des  bases  équivalentes  et  même  hau- 
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teur,  et  seront  équivalents.  La  valeur  du  premier  groupe 
étant  la  même  dans  les  deux  pyramides,  celle  du  second  qui 
en  est  le  quart  sera  la  même  de  part  et  d'autre,  et  ainsi  de 
suite  indéfiniment.  La  somme  d'un  même  nombre  de  groupes 
sera  donc  la  même  des  deux  côtés,  à  partir  du  premier. 

Ces  deux  sommes  sont  donc  deux  variables  égales,  ayant 
pour  limites  respectives  les  deux  pyramides.  Leurs  limites 
ont  donc  des  valeurs  égales,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

397.  Une  pjramide  tiiangulaire  a  pour  mesure  le  tiers 
du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur, 

'  En  s'appuyant  sur  la  proposition  précédente,  Euclide 
démontre  facilement  que  toute  pyramide  triangulaire  est 
le  tiers  d'un  prisme  de  même  base  et  même  hauteur.  D'où 
il  suit  que  la  mesure  du  volume  de  la  pyramide  est  le  tiers 
de  celle  du  prisme,  qui  est  le  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur. De  là  résulte  la  proposition  énoncée. 

Et  cela  signifie  que  le  rapport  de  ce  volume  au  cube 
construit  sur  l'unité  de  longueur,  est  le  tiers  du  produit 
des  deux  nombres  qui  expriment  respectivement  les  rap- 
ports, de  la  base  au  carré  fait  sur  l'unité  de  longueur,  et  de 
la  hauteur  à  cette  dernière  unité. 

398.  Autre  solution.  —  La  considération  d'une  pyra- 
mide, comme  limite  d'une  série  de  groupes  de  prismes,  a 
eu  pour  objet  ici  de  comparer  deux  pyramides  \  mais  on 
peut  la  faire  servir  directement  à  la  mesure  même  de  la 
pyramide. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  ft  et  A  les  nombres  qui  me- 
surent sa  base  et  sa  hauteur,  chacun  des  deux  premiers 

prismes  aura  pour  mesure  -0-5  et  la  valeur  du  premier 
groupe  sera  -y-  :  les  groupes  formeront  par  conséquent  la 


4^8 
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série  suivante^ 

bh        bh 

4'     44' 

bh 


4.44 


•  •   •   • 


C'est  une  progression  géométrique  dont  Archimède  a 

donné  la  formule  de  la  somme,  ainsi  que  sa  limite  qui . 

bh 
est  -r-. 
^  . 

Or,  dans  le  cas  actuel,  les  variables  sont  la  valeur  de  la 
somme  des  mesures  des  groupes,  et  la  valeur  de  la  somme 
des  termes  correspondants  de  la  série.  Les  limites  de  ces 
deux  variables,  toujours  égales,  devant  être  égales,  le  vo-  ' 

lume  de  la  pyramide  aura  pour  mesure  -x-* 

399.  Troisième  solution  de  la  même  question.  —  Pour 
donner  un  exemple  des  différentes  manières  dont  une  même 
grandeur  peut  être  utilement  considérée  comme  limite 
d'une  variable,  nous  regarderons  la  pyramide  comme  li- 
mite, non  plus  de  la  somme  des  termes  d'une  série,  mais 
d'une  somme  de  quantités  infiniment  petites,  et  nous  fe- 
rons usage  du  procédé  général  qu'Archimède  a  fait  con- 
naître. 

Nous  couperons  la  pyramide  par  une  suite  de  plans  pa- 
rallèles à  la  base,  et  divisant  la  hauteur  en  parties  égales 
indéfiniment  décroissantes.  Nous  considérons  chacune  des 
sections  triangulaires  comme  la  base  d'un  prisme  ayant  ses 
arêtes  parallèles  à  Tune  de  celles  de  la  pyramide,  dirigées 
vers  le  plan  de  la  base,  et  terminées  au  plan  parallèle  voisin; 
la  somme  de  ces  prismes  sera  moindre  que  la  pyramide.  En 
dirigeant  les  arêtes  en  sens  contraire,  on  aurait  une  somme 
de  prismes  plus  grande  que  la  pyramide.  Ces  deux  sommes 
se  composeront  des  mêmes  prismes,  à  l'exception  du  plus 
grand,  qui  sera  l'excès  de  la  somme  des  prismes  extérieurs 
sur  l'autre 5  cet  excès. sera  un  prisme  ayant  la  base  de  la 
pyramide,  et  une  hauteur  égale  à  une  des  subdivisions  de 
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la  hauteur  de  la  pyramide.  II  peut  donc  devenir  moindre 
que  tout  volume  donné,  et  par  conséquent,  à  plus  forte 
raison,  la  différence  de  chacune  des  sommes  à  la  pyramide 
peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée;  la  py- 
ramide est  donc  la  limite  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces 
sommes. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  calculer  la  somme  des  volumes 
des  prismes  qui  composent  l'une  des  deux,  par  exemple  la 
plus  grande,  et  en  prendre  la  limite;  ce  sera  la  mesure 
de  la  limite  de  cette  somme  ou  de  la  pyramide. 

Soit  m  le  nombre  des  divisions  de  la  hauteur,  a  Tune 

d'elles,  on  aura 

A  =  ma. 

Soit  n  le  nombre  des  divisions  comprises  entre  le  sommet 
de  la  pyramide  et  la  base  inférieure  de  l'un  quelconque 

des  prismes,  cette  base  sera  mesurée  par  — ;-  et  le  volume  du 


m' 


cf,bn} 


prisme  sera  — p  ;  la  somme  des  prismes  en  question  sera 
donc 

Or  Archimède  a  démontré  la  formule  suivante, 

wfm -♦- i)  (a/w -H  i) 

I  .2.0 

La  somme  des  prismes  sera  donc 

ab  (m -H  i)(2#w  -H  i) 
1 . 2 . 3 .  //i 

1  ^ 

ou,  en  remplaçant  a  par  —  » 

bh     (/w  -h  i)(2)w  H-  i) 


j 


1.2.3  m^ 
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dont  la  limite  est  —9  qui  sera  par  conséquent  égale  à  la  va- 

leur  de  la  limite  de  la  somme  des  prismes,  ou  de  la  pyra- 
mide. 

400.  Mesure  du  segment  parabolique.  —  Archimède 
considère  d'abord  cette  surface  comme  composée  d'un 
triangle  plus  grand  que  la  moitié,  plus  de  deux  s^ments 
dans  lesquels  il  fait  la  même  décomposition,  et  continue 
ainsi  indéfiniment;  la  somme  de  tous  ces  triangles  aura 
pour  limite  l'aire  du  segment  proposé.  Or  tous  les  triangles 

d'un  même  groupe  forment  une  somme  égale  à  y  du  pré- 
cédent; ces  groupes  forment  donc  une  progression  ayant 
pour  raison  y»  dont  on  trouvera  la  somme  et  la  limite  de 

cette  somme  par  la  formule  donnée  par  Archimède,  à  cette 
occasion  même  *,  et  c'est  ainsi  qu'il  a  démontré  que  le  seg- 
ment parabolique  est  égal  aux  ^  du  triangle  ayant  même 

base  et  même  sommet  que  ce  segment. 

Ce  grand  géomètre  a  donné  une  autre  solution  de  ce 
même  problème,  en  considérant  le  segment  cherché  comme 
la  limite  d'une  somme  de  trapèzes  infiniment  petits.  Nous 
nous  dispenserons  de  la  rapporter  ici. 

401.  f^olume  du  cylindre,  —  Dans  ce  cas,  il  n'est  né- 
cessaire de  recourir  ni  aux  séries  ni  aux  infiniment  petits. 
On  reconnaît,  en  effet,  immédiatement  que  ce  volume  est 
compris  entre  ceux  de  deux  prismes  qui  auraient  même 
hauteur  que  le  cylindre  et  pour  bases  des  polygones  régu- 
liers semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  au  cercle 
de  base  du  cylindre.  Or  ces  prismes,  ayant  même  hauteur, 
sont  dans  le  même  rapport  que  leurs  bases,  et  le  rapport  de 
ces  bases  est  égal  à  celui  des  carrés  des  rayons  des  cercles  qui 
leur  sont  inscrits,  et  a  par  conséquent  pour  limite  Tunilé, 
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quand  le  nombre  des  côtés  de  ces  polygones  augmente  indé- 
finiment. Le  rapport  des  deux  prismes  a  donc  aussi  pour 
limite  l'unité,  et,  par  conséquent,  le  rapport  de  Tun  ou  de 
l'autre  au  cylindre  qui  est  compris  entre  eux  a  pour  limite 
l'unité. 

Il  est  donc  démontré  que  le  volume  du  cylindre  est  la 
limite  du  volume  des  prismes  inscrits  ou  circonscrits.  Or, 
ces  prismes  ont  pour  mesure  le  produit  de  leur  base  par 
leur  hauteur.  Le  cylindre  a  donc  pour  mesure  le  produit 
de  cette  hauteur  par  la  limite  de  ces  bases,  c'est-à-dire  le 
produit  du  cercle  qui  lui  seit  de  base  par  sa  hauteur. 

402.  Volume  du  cône.  —  On  reconnaît  avec  la  même 
facilité  que  le  volume  d'un  cône  est  compris  entre  ceux  de 
pyramides  ayant  même  sommet  que  ce  cône,  et  pour  bases 
des  polygones  réguliers  semblables  inscrits  et  circonscrits 
au  cercle  de  base.  Or,  ces  pyramides  ont  pour  mesure  le 
tiers  de  leur  hauteur  multiplié  par  leurs  bases,  qui  ont 
pour  limite  commune  la  base  du  cône.  Il  en  résulte  que  le 
rapport  de  ces  pyramides  a  pour  limite  l'unité,  et  que, 
par  conséquent,  il  en  est  de  même  de  leur  rapport  au  cône 
compris  entre  elles. 

Le  cône  est  donc  la  limite  des  pyramides  inscrites  ou 
•circonscrites,  et,  par  conséquent,  a  pour  mesure  la  limite 
de  la  mesure  de  ces  pyramides,  c'est-à-dire  le  tiers  du  pro^ 
duit  de  sa  hauteur  par  sa  base, 

403.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  à  bases  parallèles 
s'en  déduit  facilement,  puisqu'il  n'est  autre  chose  que  la 
différence  de  deux  cônes. 

On  peut  aussi  ramener  sa  détermination  à  celle  du  tronc 
de  pyramide,  en  remarquant  qu'un  cône  est  équivalent  à 
une  pyramide  triangulaire  de  même  hauteur  et  de  base 
équivalente. 
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404.  Surface  du  cylindre,  —  La  surface  du  prisme  dont 
les  bases  sont  des  polygones  inscrits  dans  celles  du  cylindre, 
et  dont  les  côtés  diminuent  indéfiniment,  a  pour  limite  celle 
du  cylindre  *,  car  tous  les  points  de  ses  faces  se  rapprochent 
indéfiniment  des  points  de  cette  surface,  et  leurs  directions 
de  celles  des  plans  tangents.  Or,  la  somme  de  ces  faces  a 
pour  mesure  le  périmètre  du  polygone  inscrit  multiplié  par 
la  hauteur  du  cylindre.  La  surface  convexe  du  cylindre 
aura  donc  pour  mesure  la  limite  de  cette  expression,  ouïe 
produit  de  la  hauteur  du  cylindre  par  la  circonférence  de 
sa  base. 

405.  On  pourrait  ramener  la  démonstration  à  la  forme 
la  plus  ordinairement  suivie,  en  faisant  usage  des  principes 
d*Archimède  que  nous  avons  précédemment  démontrés. 

En  effet,  la  surface  convexe  du  prisme  inscrit  est  moindre 
que  la  surface  convexe  du  cylindre  augmentée  des  segments 
du  cercle  qui  ont  pour  bases  les  côtés  du  polygone  inscrit^ 
puisque  chaque  face  plane  du  prisme  est  moindre  que  la 
surface  terminée  à  son  contour,  et  composée  de  la  partie 
sous-tendue  du  cylindre,  et  des  deux  segments  adjacents. 

Et  de  même  la  surface  du  cylindre  est  plus  petite  que  la 
surface  d'un  prisme  ayant  pour  base  un  polygone  circon- 
scrit semblable  à  celui  qui  est  inscrit,  augmentée  des  seg- 
ments compris  entre  la  circonférence  du  cercle  et  les  côtés 
de  ce  polygone. 

Ainsi,  la  surface  du  cylindre  est  plus  grande  que  celle 
d'un  prisme  inscrit,  diminuée  d'une  quantité  dont  la  limite 
est  zéro,  et  plus  petite  que  celle  d'un  prisme  circonscrit, 
augmentée  d'une  quantité  dont  la  limite  est  zéro.  Elle  est 
donc  la  limite  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  expressions  dont 
la  différence  tend  vers  zéro,  et  est  par  conséquent  la  limite 
des  surfaces  des  prismes  inscrits  ou  circonscrits^  ce  qui  ra- 
mène au  résultat  déjà  obtenu. 
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406.  Surface  du  cône.  —  Si  Ton  considère  deux  pyra- 
mides ayant  même  sommet  que  le  cône,  et  pour  bases  des 
polygones  semblables,  Tun  inscrit ,  l'autre  circonscrit  au 
cercle  de  base,  la  surface  du  cône  sera  la  limite  vers  laquelle 
tendront  ces  surfaces  lorsque  le  nombre  des  côtés  de  ces 
polygones  augmentera  indéfiniment. 

Cela  résulte  de  ce  que  nous  avons  établi  en  général^  maia 
on  s'en  assurerait  encore  au  moyen  des  principes  d'Archi- 
mède  :  il  suffirait  de  construire  un  système  symétrique  du 
premier  par  rapport  au  plan  de  la  base;  on  aurait  alors  un 
double  cône  et  de  doubles  pyramides  dont  Tune  enveloppe- 
rait la  surface  du  double  cône,  et  serait  par  conséquent  plus 
grande,  tandis  que  Tautre  serait  enveloppée  par  lui,  et 
serait  par  conséquent  plus  petite.  Et  comme  le  même  rap- 
port existe  entre  les  moitiés  de  ces  trois  surfaces  qu'entre 
ces  trois  surfaces  elles-mêmes,  il  s'ensuit  que  la  surface  du 
cône  est  comprise  entre  celles  des  deux  pyramides,  dont  il 
est  facile  de  voir  que  le  rapport  a  pour  limite  l'unité  :  elle 
est  donc  la  limite  des  surfaces  des  pyramides  inscrites  ou 
circonscrites*,  d'où  l'on  conclut  facilement  que  la  surface 
courbe  du  cône  a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  la 
circonférence  de  sa  base  par  son  côté* 

407.  Surface  de  la  sphère.  —  Si  Ton  conçoit  un  demi- 
polygone  régulier  inscrit  dans  la  demi-circonférejice  d'un 
grand  cercle,  et  qu'on  le  fasse  tourner  autour  du  diamètre 
qui  passe  par  ses  extrémités,  il  engendrera  une  surface  qui, 
d'après  la  théorie  générale  que  nous  avons  établie,  aura 
pour  limite  la  surface  de  la  sphère  lorsque  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  augmentera  indéfiniment. 

C'est  ce  que  l'on  démontrerait  encore  d'après  les  prin- 
cipes d'Ârchimède,  en  concevant  la  surface  qui  serait  en- 
gendrée par  le  polygone  circonscrit  semblable.  La  surface 
de  la  sphère  serait  comprise  entre  les  deux,  et,  comme  leis 

28 
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mesures  de  ces  deux  surfaces  montrent  qu'elles  se  rappro- 
chent indéfiniment  l'une  de  Tautre,  il  s'ensuit  qu'elles  ont 
pour  limite  commune  la  surface  constante  de  la  sphère. 

On  déduit  de  là  que  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  la 
circonférence  d'un  de  ses  grands  cercles,  multipliée  par  son 
diamètre,  et  égale,  par  conséquent,  à  quatre  fois  la  surface 
d^un  grand  cercle. 

408.  La  mesure  de  la  surface  d'une  zone  s'obtiendrait 
semblablement,  d'après  notre  théorie. 

Mais  en  se  servant  des  principes  d' Archimède,  il  ne  suf- 
firait pas  de  considérer  les  surfaces  engendrées  par  une  por- 
tion de  polygone  à  côtés  égaux,  inscrits  dans  l'arc  qui  en- 
gendrerait la  zone,  et  par  un  périmètre  circonscrit  sem- 
blable*, car  la  surface  de  la  zone  ne  serait  pas  complètement 
enveloppée  par  cette  dernière.  On  remédie  à  cet  inconvé- 
nient par  une  considération  ingénieuse  due  h  Ârchimède, 
et  dont  on  ne  fait  pas  assez  usage.  Elle  consiste  à  mener 
ime  tangente  à  Textrémité  de  l'arc  que  décrit  la  zone  et  h 
substituer  le  tronc  dé  cône  que  décrit  la  poftion  de  celte 
tangente,  terminée  au  polygone  circonscrit,  h  celui  que  dé- 
crit la  portion  de  celui-ci  qu'elle  remplace.  On  a  ainsi  une 
portion  de  polygone  qui  engendre  une  surface  qui  enve- 
loppe entièrement  la  zone,  et  il  est  facile  de  reconnaîlrr 
qu'elle  est  moindre  que  celle  qu'engendrerait  le  polygone 
semblable  à  celui  qui  est  inscrit.  La  zone  est  donc  com- 
prise entre  les  surfaces  engendrées  par  ces  deux  polygones 
semblables,  dont  elle  sera  la  limite.  Toute  difficulté  est 
ainsi  levée. 

W9.  Volume  de  la  sphère,  —  Ce  volume  peut  être  con- 
sidéré comme  limite  de  celui  qui  serait  engendré  par  un 
polygone  régulier  inscrit  dans  un  demi-grand  cercle,  et  tour- 
nant autour  du  diamètre  qui  passe  par  les  deux  extrémités 
de  ce  demi-cercle.  Or,  on  trouve  facilement  que  ce  dernier 
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volume  681  mesuré  par  le  produit  du  tiers  du  rayon  du 
grand  cercle  par  quatre  fois  la  surface  du  cercle  inscrit  dans 
le  polygone.  La  sphère,  qui  en  est  la  limite,  aura  donc 
pour  mesure  la  limite  de  ce  produit,  c'est-a-dire  le  produit 
du  tiers  de  son  rayon  par  quatre  fois  la  surface  d'un  de  ses 
grands  cercles,  ou  par  la  surface  même  de  la  sphère. 

410.  On  trouverait  de  même  la  mesure  du  volume  d'un 
secteur  sphérique,  ou  du  volume  de  la  portion  de  la  sphère 

^comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

411.  Folume  du  conoïde  parabolique,  —  Archimède 
a  donné  la  mesure  de  segments  quelconques  des  corps  en- 
gendrés par  la  révolution  d'une  section  conique  autour 
d'un  de  ses  axes.  Il  les  considère  tous  comme  limites  de 
sommes  de  cylindres  infiniment  petits.  Nous  nous  borne- 
rons à  considérer  le  cas  de  la  parabole,  et  nous  supposerons 
que  la  base  du  segment  soit  perpendiculaire  à  Taxe. 

Si  nous  partageons  la  hauteur *âP  (Jfg-  4^)  ^^  un  nom- 
bre m  de  parties  égales  a  ^  que  par  tous  les  points  de  di- 
vision nous  menions  de^  plans  perpendiculaires  à  l'axe  \ 

Fig./,5. 


que  sur  les  cercles  d'intersection  comme  bases  nous  con- 
struisions des  cylindres  terminés  respectivement  au  plan 
précédent  et  au  suivant  :  la  somme  des  cylindres  dirigés 
dans  le  sens  de  l'axe  sera  plus  petite  que  le  volume  cherché, 
et  la  somme  de  ceux  qui  sont  dans  l'autre  sens  sera  plus 
grande.  Or  la  différence  de  ces  deux  sommes  est  le  cylindre 

28. 
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dont  la  base  est  celle  du  segment  même,  et  la  hauteur  a  ;  et 
cette  différence  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur 
donnée,  en  donnant  une  valeur  assez  grande  à  m  ;  il  en  est 
de  même,  à  plus  forte  raison,  de  la  différence  de  Tune  ou 
^e  l'autre  des  deux  sommes  au  segment,  qui  est,  par  con- 
séquent, la  limite  de  Tune  et  de  Fautre.  Cela  posé,  il  faut 
trouver  la  valeur  de  Tune  d'elles,  par  exemple  de  la  plus 
grande,  qui  se  compose  de  m  cylindres.  On  sait  qu'un  cy- 
lindre a  pour  mesure  le  produit  de  la  surface  de  sa  base  par 
sa  hauteur.  Celui  dont  la  base  esrt  à  la  distance  AQ  du 
sommet  A  aura  donc  pour  mesure , 

i 

TrNQ.a. 

Or  en  désignant  par  ip  le  paramètre  de  la  parabole,  on  a 

NQ  =  2/?AQ, 

et  si  n  est  le  nombre  entier  de  subdivisions  con tenues 
dans  AQ,  on  aura 

AQ  =  /ia; 
le  volume  du  cylindre  aura  donc  pour  expression 

^irpnoc}. 

En  faisant  passer  n  par  toutes  les  valeurs  depuis  i  jus- 
qu'à m,  et  faisant  la  somme  de  toutes  ces  expressions,  on 
aura  pour  mesure  de  la  somme  des  cylindres 

2  7r/>a*  (l -h  2 -h  3  4- .  .  .  4- /w), 

ou 

npa^m  (m  -h  i), 

ou 

ir/?. /w a  (w a -h  a)  =  TT/? .  AP  (  AP  H- a), 


I 
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dont  la  limite  est 

— î 

Tr/?.AP  , 

lorsque  a  tend  vers  zéro. 

Cette  limite  est  donc  égale  à  la  mesure  de  la  limite  de 
la  somme  des  cylindres,  c^est-à-dire  du  segment  proposé. 

On  peut  lui  donnet*  une  autre  forme  en  remarquant  que 

MP  =2/>.AP, 
et  Ton  obtient  ainsi 

.  TT  MP ; 

2 

c'est-à-dire  que  le  segment  du  conoïde  parabolique,  est  égal 
au  produit  de  la  surface  de  sa  base  par  la  moitié  de  sa  hau- 
teur. 

Ce  segment  est  donc  la  moitié  du  cylindre  de  même  base 
et  même  hauteur,  ou  encore  trois  fois  la^  moitié  du  cône 
de  même  base  et  même  hauteur  :  c'est  sous  cette  dernière 
forme  qu'Archimède  a  présenté  ce  théorème. 

412.  Surface  de  la  spirale  d^uirchimède,  —  Dans  cette 
courbe  les  rayons  partant  d'un  point  fixe,  ou  pôle,  croissent 
proportionnellement  à  l'angle  qu'ils  forment  avec  une 
droite  fixe  *,  de  sorte  qu'en  désignant  cet  angle  par  0,  et  le 
rayon  par  r,  on  a 

a  étant  une  constante  donnée. 

Soit  proposé  d'évaluer  l'aire  comprise  entre  la  droite 
fixe  AB,  l'arc  AM  et  le  rayon  AM  (Jig>  46).  Archimède 
la  considère  comme  limite  d'une  somme  de  secteurs  circu- 
laires, obtenus  comme  il  suit. 

Il  partage  d'abord  l'angle  MAB  en  deux  parties  égales, 
puis  chacune  des  moitiés  en  deux  parties  égales,  et  de 
même  chacun  des  nouveaux  angles  en  deux  parties  égales  -, 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Par  chacun  des  points  de 
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rencontre  avec  la  courbe,  il  décrit  des  arcs  de  cercle,  du 
centre  A,  jusqu'à  la  rencontre  avec  la  droite  qui  précède  et 

Fig.  46. 


celle  qui  suit  :  il  forme  de  cette  manière  une  suitede  secteurs 
circulaires,  les  uns  plus  petits,  les  autres  plus  grands  que  k 
partie  de  Faire  cherchée  comprise  entre  les  mêmes  droites. 
Il  suit  de  là  que  Faire  totale  est  comprise  entre  les  deux 
sommes  de  secteurs,  et  que  par 'conséquent  la  difTérence  qui 
existe  entre  elle  et  chacune  de  ces  sommes,  est  moindre  que 
celle  de  ces  deux  sommes  entre  elles.  Or  il  est  viisible  que 
cette  dernière  n'est  autre  chose  que  le  secteur  circulaire 
dont  le  rayon  est  AM,  et  Faugle  au  centre,  la  subdivision 
de  Fangle  MAB  qui  décroit  indéfiniment.  Il  suit  de  là  quç 
la  différence  des  deux  sommes  entre  elles,  et  h  plus  forte 
raison  la  différence  de  chacune  déciles  à  Faire  cherchée, 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Cette  conclusion  d'Archimède  se  traduit  ainsi  dans  notre 
langage  : 

L'aire  cherchée  AMA  est  Ja  limite  de  Fune  ou  de  Fautrc 
des  deux  sommes  de  secteurs  circulaires. 

La  question  est  donc  ramenée  à  Févaluation  d'une  sur- 
face composée  de  surfaces  plus  simples  que  la  proposée;  et 
c'est  ce  qui  doit  nous  occuper  maintenant. 

Désignons  par  mie  nombre  des  subdivisions  de  Fangle  d, 
par  a  la  valeur  de  Fune  d'elles,  nous  aurons 

B  z=  mot. 
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Soit  ncf.  Tangle  formé  avec  AB  par  le  rayon  d'un  quel- 
conque des  secteurs,  ce  rayon  aura  pour  valeur  QnaL\  le 
cercle  entier  décrit  de  ce  rayon  aurait  donc  |X)ur  surface 
7ra*/i*a*,  et  par  conséquent  le  secteur  aura  pour  mesure 
celle  expression,  multipliée  par  le  rapport  de  a  à  quatre  an- 
gles droits,  que  nous  représenterons  par  ^5  on  obtiendra 
ainsi 


TTfl'/ï^a" 


4D 

Cela  posé,  pour  avoir  l'une  des  sommes  des  secteurs,  par 
exemple  de  la  plus  grande,  il  faudra  donner  à  n  toutes  1^ 
valeurs  depuis  i  jusqu'à  m  dans  l'expression  précédente,  et 
ajouter  les  résultats,  ce  qui  donnera 

-7^  (l»-h  2'-t- 3^4-.  .  .-+- w'). 

Or,  c'est  à  cette  occasion  qu'Archimède  a  cherché  la 
formule  de  la  somme  des  carrés  des  nombres  naturels,  que 
nous  avons  déjà  eu  occasion  d'appli<juer.  Cette  formule 
pour  les  nombres  de  1  à  m  est,  comme  nous  l'avons  dît, 

m[m  -h  I  )  (2./W  H-  1) 

■i>» * 

I  .2.3 

L'expression  de  la  somme  des  secteurs  deviendra  ainsi 

TTfl'   //îa(  ma  4- a)  (2/wa -h  a) 

4D  TT^Tà  ' 

el,  remplaçant  ma  par  sa  valeur  9, 

wû*   0(0  -ha)(20  -h  a) 
■  1»  «  »  •      ■  ■         ■■^-».  • 

4^  1.2.3 

Maintenant  que  nous  avons  l'expression  générale  de  la 
variable,  dont  la  limite  est  la  quantité  cherchée,  nous  aa- 
Yons  qu'il  suflit,  pour  avoir  la  mesure  de  celle-ci,  de  rem- 
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placer  dans  Tautre  les  variables  par  leurs  limites.  Or  la 
seule  variable  qui  y  entre  est  or,  dont  la  limite  est  zéro. 
L'aire  cherchée  a  donc  pour  mesure 

4d'3' 

.  Telle  est  Texpression  à  laquelle  conduit  la  formule  d& 
notre  calcul  ;  mais  il  est  facile  de  lui  donner  la  forme  même 
suivant  laquelle  Archimède  l'a  présentée. 

En  elTet,  a'S*  est  le  carré  du  rayon  extrême  AM,  etTrAM 
est  la  surface  du  cercle  de  rayon  AM  -,  l'expression  précé- 
dente est  donc  équivalente  au  tiers  du  cercle  AM  multiplié 
9 

4D 

413.  Surface  du  tore,  —  Le  tore  est  le  solide  engendré 
par  un  cercle  qui  tourne  autour  d'une  droite  située  dans 
son  plan. 

Soient  O  le  centre  de  ce  cercle,  AB  le  diamètre  parallèle  a 
l'axe  de  révolution  XY  (Jïg.  47)-,  AMN. .  .B. .  .N'A  un 
polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés,  inscrit  dans  le  cercle; 


par  -TTTï  c'est-à-dire  au  tiers  du  secteur  circulaire  MAC. 


MN,  M'N'  deux  quelconques  de  ses  côtés,  symétriques  par 
rapport  à  AB;  C,  C  leurs  milieux. 

Les  surfaces  des  troncs  de  cônes  engendrés  par  MN  et 
M'N'  auront  respectivement  pour  mesures 

27rCQ.MN     et     27rC'Q.M'N', 
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dont  la  somme  est 


puisque 


27rMN(CQ-hC'Q)     ou     47rOI.MN, 


CQ4-C'Q=:2  0I. 


Cette  somme  étant  indépendante  de  la  position  des  deux 
côtés  symétriques,  il  suffira  de  la  répéter  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  côtés  compris  dans  la  demi-circonférence,  pour 
avoir  la  mesure  de  la  surface  totale  engendrée  par  le  péri- 
mètre du  polygone.  On  obtiendra  ainsi  47^01  multiplié  par 
le  demi-périmètre.  La  limite  vers  laquelle  tend  ce  produit, 
quand  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment,  sera 
4^01  multiplie  par  la  demi-circonférence  du  cercle,  ou  le 
produit  de  la  circonférence  du  cercle  générateur  par  2  7rOI, 
qui  mesure  la  circonférence  que  décrit  son  centre.  Telle 
est  l'expression  de  la  surface  du  tore. 

414.  Volume  du  tore,  —  Concevons  le  cercle  décom- 
posé par  des  perpendiculaires  à  l'axe  XY  [fig-  48),  dont  la 
distance  diminue  indéfiniment*,  la  partie  du  volume  cher- 
ché, qui  sera  engendrée  par  la  surface  MNM'N'  comprise 


entre  deux  parallèles  consécutives,  ne  différera  de  celle  en- 
gendrée par  le  rectangle  MM^H'H  que  d^une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  elle-même^  d'où  il  suit  que  le 
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Tolume  cherché  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la 
somme  de  ceux  qu'engendreront  tous  les  rectangles  compris 
entre  les  parallèles  prises  depuis  A  jusqu^à  B. 

Or  le  volume  engendré  par  MM'H'H  est  la  différence  de 
deux  cylindres  dont  les  mesures  respectives  sont 

irMp'.MH      et     wîirp'.MB, 
et  donnent  poui^  différence 

wMH  (mP*— SFp ')     ou     irMB(MP— M'P)(MP-hM'P), 

ou  enfin 

air  01. MH. MM'. 

Mais  MH.MM'  est  Taire  du  recungle  MM'H'H,  et  la 
somme  de  ces  aires  a  pour  limite  celle  du  cercle.  Le  vo- 
lume du  tore  aura  donc  pour  mesure  air 01,  multiplié  par 
la  surface  du  cercle,  c'est-à-dire  le  produit  de  cette  sur- 
face par  la  circonférence  décrite  par  le  centre. 

415.  Folume  engendré  par  un  segment  de  cercle  tour- 
nant autour  de  sa  corde.  —  Soient  (Jig»  49).CMD  le  seg- 
ment, AB  le  diamètre  parallèle  h  la  corde,  01  la  distance  de 
ces  deux  droites-,  MPQ,  M'P'Q'  deux  perpendiculaires 
à  CD,  infiniment  voisines  Tune  de  l'autre;  le  volume  cher- 
ché sera  la  limite  de  la  somme  des  cylindres  engendrés  par 
les  rectangles,  tels  que  MP',  pris  depuis  C  jusqu'à  D. 

L'expression  générale  de  ces  cylindres  sera 

ttMP^.PP'     ou     7r(MQ'— ?.MQ.PQ-f-PQ*)pP'; 

et  il  ne  s'agit  plus  que  de  prendre  les  limites  des  sommes 
relatives  à  ces  trois  termes. 

La  première,  ou  la  limite  de  la  somme  des  éléments 

nMQ.  PP',  sera  la  mesure  de  la  portion  de  la  sphère  de 
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diamètre  AB,  comprise  entre  les  deux  plans  perpendicu- 
laires à  A6,  menés  par  les  extrémités  de  la  corde  CD; 
nous  la  supposons  connue. 


Fig.  49- 


W   H 


La  seconde  est  égale  à  277PQ,  ou  la  circonférence  dont 
le  rayon  est  01,  multipliée  par  la  limité  de  la  somme  des 
produits  tels  que  MQ.PP',  ou  par  Taire  ECHDF. 

La  troisième  est  le  cylindre  dont  le  rayon  de  la  base 
est  01  et  la  hauteur  CD. 

Si  01  est  nul  on  aura  la  sphère  même. 


NOTE  SUR  L'ÉQUIVALENCE. 


416.  Lorsqu'une  grandeur  est  décomposable  en  parties 
égales  à  une  certaine  unité  ou  à  ses  subdivisions,  là  déter- 
mination de  sa  mesure  n'offre  aucune  difficulté;  mais  cette 
circonstance  se  présente  très-rarement. 

Elle  a  lieu  dans  le  cas  d'un  rectangle  dont  les  côtés  ont 
une  mesure  commune  avec  l'unité  de  longueur  ;  les  autres 
figures  rectilignes  ne  la  présentent  généralement  pas. 

Pour  pouvoir  les  comparer  sous  le  rapport  de  l'étendue 
superficielle  qu'elles  renferment,  on  a  introduit  la  consi- 
dération de  l'équivalence,  et  l'on  a  regardé  comme  égales 
sous  le  rapport  de  la  surface,  des  figures  qui  résultaient  de 
l'addition  de  figures  respectivement  égales  et  arrangées  dans 
un  ordre  différent  *,  ou  encore  de  figures  égales  retranchées 
diversement  de  figurés  égales  :  ou  enfin  qui  résultaient  dé 
la  division  de  figures  équivalentes  en  un  même  nombre  die 
parties  égales. 

A  ia  rigueur,  il  faudrait  que  ces  différents  cas  fussent 
réductibles  à  un  seul,  par  exemple  à  la  décomposition  en 
parties  respectivement  égales,- qui  constituerait  la  défini- 
tion de  l'équivalence,  et  à  laquelle  on  ramènerait  les  autres 
cas  par  des  raisonnements  rigoureux. 

Les  difficultés  que  cela  présenterait,  et  la  disposition 
qu'on  a  naturellement  à  regarder  les  grandeurs  ie  même 
espèce  comme  susceptibles  d'être  représentées  par  dès^oin- 
bres,  et  soumises  aux  mêmes  opérations,  ont  engagé  sans 
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doute  les  géomètres  à  admettre  ces  propositions  sans  difB- 
culte.  Mais  comme  toutes  les  considérations  sur  l'équiva- 
lence précèdent  la  mesure  des  grandeurs  et  ont  même  pour 
but  d'y  conduire,  ou  ne  peut  comm<encer  par  s'appuyer  sur 
la  possibilité  de  cette  mesure.  Et  nous  croyons  que,  de  même 
que  nous  avons  appelé  égales  des  pluralités  correspondantes 
aux  mêmes  objets  distincts,  dans  quelque  ordre  qu'ils  soient 
l^actfs,  il  aérait  convenable  de  n*appeler  égales  en  surface 
que  des  ligures  composées  d'autres  figures  respectivement 
égales,  mais  placées  dans  un  ordre  différent.  De  cette  ma- 
nière, toutserait  ramené  à  la  seule  idée  fondamentale  de  l'é- 
galité, soit  que  le  nombre  des  parties  respectivement  égales 
dans  lesquelles  on  déco'mpose  les  figures  fût  limité,  ou 
illimité. 

On  donnerait  alors  de  l'équivalence  la  définition  sui- 
vante : 

Deux  gmndeurs  eCespèce  quelconque  sont  dites  équi- 
yalentes^  quand  elles  sont  composées  de  parties  respecti- 
i^einent  égales^  ou  quelles  sont  limites  de  giYindeurs  corn- 
posées  de  parties  respectivement  égales. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  deux  gran- 
deurs rentreraient  dans  cette  définition,  si  les  parties  qui 
les  composent  n'étaient  pas  respectivement  égales,  mais 
donnaient  des  parties  respectivement  égales  par  des  dépla- 
cements et  des  groupements  convenables.  Car  les  grandeurs 
ainsi  déformées  restent  équivalentes  à  ce  qu^elles  étaient 
d'abord,  comme  composées  de  parties  égales,  et  elles  sont 
tievenucs  équivalentes  entre  elles  puisqu'elles  se  trouvent 
alors  composées  de  parties  respectivement  égales. 

417.  Si  Ton  évalue  avec  une  même  unité  les  diHérentes 
parties  qui  composent  deux  grandeurs  équivalentes,  on 
trouvera  des  nombres  respectivement  les  mêmes,  et  dont 
les  sommes,  qui  sont  les  mesures  de  ces  grandeurs,  seront 
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par  conséquent  les  mêmes.  Les  grandeurs  totales  seront 
donc  exprimées  par  les  mêmes  nombres.  Et  récipit>que- 
ment,  si  les  mêmes  nombres  sont  la  mesure  de  deux  gran- 
deurs, elles  sont  composées  des  mêmes  parties  égales  soit  k 
Tunité,  soit  à  ses  subdirisions,  en  nombre  limité  ou  illi- 
mité; ces  deux  grandeurs  satisfont  donc  a  la  condition  d^é- 
qui  valence. 

418.  Voyons  maintenant  comment  les  propositions  élé- 
mentaires se  démontreront,  en  restant  rigoureusement  fi- 
dèles à  cette  nouvelle  définition. 

Deux  parallélogrammes  de  même  base  et  même  hau^- 
teur  sont  équis^alents. 

Pour  le  démontrer,  plaçons  ces  deux  parallëlogrammeft 
de  manière  que  leurs  bcwes  inférieures  coïncident,  en  AB 
par  exemple  (Jig»  5o);  les  bases  supérieures  seront  respec-- 
tivement  en  A'B',  A"B"  sur  une  même  parallèle  à  AB. 

Fig.  5o. 

1'        ^''  B'      B' 


Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  le  point  A^  sera 
entre  A'  et  B'.  Alors  il  est  visible  que  les  deux  parallélo*' 
grammes  se  composent  d'une  partie  égale  ABA'^^B',  et  d'une 
seconde  partie,  égale  de  part  et  d'autre,  le  triangle  AA'A'' 
pour  le  premier,  et  BB'B"  pour  le  second;  donc  dans  ce 
premier  cas  les  deux  parallélogrammes  sont  équivalents. 

Mais  on  ne  pourrait  faire  les  mêmes  raisonnements  si  A^ 
était  en  dehors  de  A'B',  c'est-à-dire  si  la  droite  AA"  cou- 
pait BB'  en  un  point  I  entre  B  et  B'  {fig*  5i).  Pour  ra- 
mener ce  cas  au  premier,  partageons  BB'  en  parties  égales 
moindres  que  BI,  et,  par  les  points  de  division,  menons  des 
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parallèles  à  AB  qui  diviseront  les  deux  parallélogrammes 
en  un  même  nombre  de  parallélogrammes  égaux.  Or  les 
deux  premiers  qui  ont  la  base  commune  AB  se  trouveront 
dans  le  premier  cas,  et  par  conséquent  seront  composés 
de  parties  respectivement  égales.  Il  en  sera  donc  de  même 
des  aulres  parallélogrammes  qui  composent  les  deux  pro- 
posés, puisqu'ils  sont  respectivement  égaux  aux  premiers  ; 
et  par  conséquent  aussi  ceux-ci  sont  composés  de  parties 
respectivement  égales,  et  par  suite  sont  équivalents. 

La  mesure  du  parallélogramme  est  ainsi  ramenée  à  celle 
du  rectangle,  qui  n'ofïre  aucune  diiSculté  puisqu'il  peut 
être  exactement  épuisé  au  moyen  du  carré  de  l'unité  de 
longueur  et  de  ses  subdivisions  successives,  si  toutefois  il 
existe  une  commune  mesure  entre  ses  côtés  et  l'unité.  Si- 
non, le  parallélogramme  ne  pourrait  être  considéré  que 
comme  limite  d'une  surface  comniensurable,  et  sa  mesure 
serait  un  nombre  incommensurable. 

• 

419.  La  mesure  du  triangle  résulte  de  celle  du  parallé- 
logramme, parce  que  tout  triangle  est  équivalent  à  un  pa- 
rallélogramme ayant  même  base  et  une  hauteur  moitié 
moindre. 

Soient,  en  effet,  un  triangle  quelconque  ABC  {fig.  52). 
Si,  par  le  milieu  D  d'un  de  ses  côtés  AC,  on  mène  une  pa- 
rallèle DE  à  BC  et  par  C  une  parallèle  CF  à  BA,  les  deux 


triangles  AED,  CDF  seront  égaux,  et  par  conséquent  le 
triangle  ABC  se  composera  des  mêmes  parties  que  le  pa- 
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rallélc^ramme  BEJP,  q^i  a  la  même  base  BCquie  le  triangjey 
et  une  hauteur  moitié  moindre. 

420.  La  mesure  du  polygone  étant  la  somme  de  celles  des 
triangles  qui  le  composent  se  ramène  donc  aussi  au  rec- 
tangle, et  Ton  retombe  ainsi  sur  tout  ce  qui  avait  été  établi 
précédemment  sur  la  mesure  des  surfaces  planes  terminée» 
par  des  lignes  droites. 

Et  tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  mesure  des  surfaces  planes 
terminées  par  des  lignes  courbes  ne  différerait  en  rien  de 
ce  que  nous  en  avons  déjà  dit,  puisqu'il  ne  s'agit  toujours 
que  de  les  considérer  comme  limites  de  sommes  de  figuros 
terminées  par  des  lignes  droites. 

431.  Les  principes  admis  comme  évidents,  au  premier 
point  de' vue  de  l'équivalence,.  résullCAt  bien  simpleatesl 
de  ce  qui  précède. 

En  effet,  des  grandeurs  équivalentes  sontt  des  limites  de 
sommes  exprimées  par  des  nombres  égaux.  Si  donc  de  sur- 
faces équivalentes  on  retranche  des  surfaces  équivalentes, 
les  restes  seront  mesurés  par  les  mêmes  nombres  et  seront 
par  conséquent  équivalents. 

Et  de  même,  si  on  divise  une  surface  en  plusieurs  par- 
ties équivalentes,  ces  parties  seront  exprimées  par  des 
nombres  égaux  entre  eux,  et  par  conséquent  égaux  à  cehiï 
qui  exprime  ta  surface  divisée  par  le  nombre  des  parties. 
DoncjSÎ  on  partageait  une  surface  équivalente  à  la  première 
en  un  même  nombre  de  parties  égales^  elfes  seraient  expri- 
mées par  les  mêmes  nombres  que  celles  de  la  première 
sur&ce  et  leur  seraient  par  conséquent  équivalentes. 

Remartfue.  —  Il  peut  arriver  qu^en  portant  à  la  suite  les 
unes  des  autres  des  unités  ou  des  subdivisions  de  T'unité,  on 
n'épuise  jamais  complètement  une  grandeur,  et  que  cela 
devienne  possible  par  un  simple  déplacement  des  parties 
qui  la  composent.  Par  exemple,  un  parallélogramme  dont 
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la  base  et  la  hauteur  ont  une  commune  mesure  avec  l'unité 
ne  pourrait  être  épuisé  complètement  au  moyen  des  subdi- 
visions de  Tunité  de  surface,  quelque  loin  qu'elles  soient 
poussées.  Mais,  comme  nous  l'avons  dit,  si  Ton  élève  des 
perpendiculaires  aux  extrémités  de  la  base  du  parallélo- 
gramme, on  formera  deux  triangles  rectangles  tels,  qu'en 
déplaçant  celui  qui  fait  partie  du  parallélogramme  et  le 
substituant  a  l'autre,  on  obtiendra  un  rectangle  composé 
des  deux  mêmes  parties  que  le  parallélogramme  et  suscep- 
tible d'être  exactement  évalué  au  moyen  du  carré  con- 
struit sur  la  commune  mesure  de  la  base  et  de  la  hauteur 
avec  l'unité. 

Si  on  n'opérait  pas  ce  déplacement,  le  parallélogramme 
ne  pourrait  être  considéré  que  comme  limite  d'une  somme 
de  parties  indéfiniment  décroissantes  ;  cette  somme  serait 
exprimée  par  un  nombre  variable  dont  la  limite  serait  la 
mesure  du  parallélogramme  et  coïnciderait  avec  le  nombre 
plus  simplement  obtenu  au  moyen  du  déplacement  du 
triangle. 

422.  Ainsi,  un  rectangle  exactement  mesurable  au  moyen 
d'une  certaine  unité  peut  être  divisé  en  parties  de  forme 
quelconque,  comme  des  cercles,  des  triangles,  des  figures 
terminées  par  des  contours  curvilignes  arbitraires.  Si  Ton 
déplaçait  ces  diverses  parties,  ou  si  l'on  voulait  les  évaluer 
séparément,  on  ne  pourrait  le  faire  qu'en  les  considérant 
comme  des  limites  de  sommes,  donnant  lieu  à  des  limites 
de  nombres.  Ces  dernières  pourraient  être  commensurables 
ou  incommensurables,  et  leur  somme  produirait  identique- 
ment le  même  nombre  que  l'on  aurait  obtenu  par  la  me- 
sure directe  du  rectangle  proposé. 

FIJS    DE    LÀ    DEUXIÈME    PARTIE. 
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